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9. p¯ednáπka, 22. 4. 2024

14.10. Vlastnosti ortogonálního doplÚku

Tvrzení 14.10.1. Nechª V je prostor se skalárním souËinem a U jeho koneËnÏrozmÏrn˝
podprostor. Pak
(1) U?? = U ,
(2) V = U+̇U?,
(3) je-li V koneËnÏrozmÏrn˝, potom dimU? = dimV � dimU .

D˘kaz. (1) Kaæd˝ vektor z U je kolm˝ na U?, takæe U ✓ U??. BuÔ v 2 U??. Tedy
v je kolm˝ na kaæd˝ vektor z U?, speciálnÏ i v?(v � vU ). Podprostor U je koneËnÏroz-
mÏrn ,̋ takæe existuje vU . Podle definice ortogonální projekce také vU?(v� vU ). Z toho
dostaneme

kv � vUk2 = (v � vU , v � vU ) = (v, v � vU )� (vU , v � vU ) = 0� 0 = 0,
proto v = vU . Jelikoæ vU 2 U , máme U?? ✓ U a celkovÏ U?? = U .
(2) OpÏt, podprostor U je koneËnÏrozmÏrn ,̋ takæe ke kaædému vektoru v 2 V existuje

jeho ortogonální projekce do U. Platí vU 2 U , (v � vU )?U , Ëili v � vU 2 U?, a v =
vU+(v�vU ). Takæe V = U+U?. Jelikoæ U a U? jsou vzájemnÏ kolmé, v jejich pr˘niku
je jen nulov˝ vektor. Z toho vypl˝vá, æe V = U+̇U?.
(3) Z p¯edchozího bodu a Tvrzení 10.3.2 dostaneme dimV = dimU + dimU?. ⇤

Tvrzení 14.10.2. Nechª V je prostor se skalárním souËinem, U1, U2 jeho koneËnÏroz-
mÏrné podprostory. Potom

(U1 + U2)? = U?
1 \ U?

2 ✓ U?
1 + U?

2 = (U1 \ U2)?.

D˘kaz.

U1, U2 ✓ U1 + U2 ) (U1 + U2)? ✓ U?
1 , U

?
2 ) (U1 + U2)? ✓ U?

1 \ U?
2

U1 \ U2 ✓ U1, U2 ) U?
1 , U

?
2 ✓ (U1 \ U2)? ) U?

1 + U?
2 ✓ (U1 \ U2)?

V právÏ dokázan˝ch vztazích místo U1, U2 pouæijeme U?
1 , U

?
2 a dostaneme

(U?
1 + U?

2 )
? ✓ U??

1 \ U??
2 = U1 \ U2 ) (U1 \ U2)? ✓ U?

1 + U?
2

U1 + U2 = U??
1 + U??

2 ✓ (U?
1 \ U?

2 )
? ) U?

1 \ U?
2 ✓ (U1 + U2)?

Nakonec, z¯ejmÏ

U?
1 \ U?

2 ✓ U?
1 + U?

2 . ⇤
CviËení. NajdÏte V, U1, U2 takové, æe (U1 \ U2)? 6✓ U?

1 \ U?
2 . ⇤

14.11. Shodnosti—ortogonální a unitární transformace a matice

14.11.1. Shodnosti—ortogonální a unitární transformace

Shodnost je lineární transformace, která zachovává skalární souËin.

Definice 14.11.1. BuÔ V prostor se skalárním souËinem. Lineární transformace
f : V ! V je shodnost, jestliæe pro kaædé u, v 2 V

(f(u), f(v)) = (u, v).

V eukleidovském p¯ípadÏ se shodnost naz˝vá také ortogonální transformace, v hermi-
teovském p¯ípadÏ se shodnost naz˝vá také unitární transformace.
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Tvrzení 14.11.1. BuÔ f lineární transformace vektorového prostoru V se skalárním
souËinem. Následující tvrzení jsou ekvivalentní:

(1) f je shodnost;
(2) f zachovává délky vektor˘, tj. kf(v)k = kvk pro kaædé v 2 V ;
(3) f zobrazuje jednotkové vektory na jednotkové vektory;
(4) f zachovává ortonormalitu, tj. f(U) je ortonormální mnoæina pro kaædou orto-
normální mnoæinu U .

D˘kaz. (1) ) (2) Je-li f shodnost, pro kaædé v 2 V

kf(v)k2 = (f(v), f(v)) = (v, v) = kvk2.

Takæe kf(v)k = kvk, proto¯e délka vektoru je nezáporné reálné Ëíslo.
(2) ) (1) P¯edpokládejme, æe f zachovává délky vektor˘. Potom

re(f(u), f(v)) = (Lemma 14.1.2)

= 1
2(kf(u) + f(v)k2 � kf(u)k2 � kf(v)k2) = (linearita f)

= 1
2(kf(u+ v)k2 � kf(u)k2 � kf(v)k2) = (f zachovává délky)

= 1
2(ku+ vk2 � kuk2 � kvk2) = (Lemma 14.1.2)

= re(u, v)

im(f(u), f(v)) = (Lemma 14.1.2)

= 1
2(kf(u) + if(v)k

2 � kf(u)k2 � kf(v)k2) = (linearita f)

= 1
2(kf(u+ iv)k

2 � kf(u)k2 � kf(v)k2) = (f zachovává délky)

= 1
2(ku+ ivk

2 � kuk2 � kvk2) = (Lemma 14.1.2)

= im(u, v).

Tedy,

(f(u), f(v)) = (u, v).

(2) ) (3) Z¯ejmé.
(3)) (2) Nechª f zobrazuje jednotkové vektory na jednotkové vektory. Jelikoæ f(0) =

0, kf(0)k = k0k. BuÔ v 2 V, v 6= 0. Potom kvk 6= 0 a

kf(v)k =
���f

⇣
kvk
kvkv

⌘��� = (f je lineární)

=
���kvkf

⇣
v

kvk

⌘��� = (Lemma 14.1.1)

= kvk
���f

⇣
v

kvk

⌘��� =
⇣��� v

kvk

��� = 1)
���f

⇣
v

kvk

⌘��� = 1
⌘

= kvk.

(1)) (4) Nechª f je shodnost. BuÔ U ortonormální mnoæina. Potom pro f(u), f(v) 2
f(U), f(u) 6= f(v), platí

(f(u), f(v)) = (u, v) = 0 a kf(u)k = kuk = 1.

»ili, f(U) je ortonormální mnoæina.
(4) ) (3) Z¯ejmé. ⇤

Tvrzení 14.11.2. BuÔ V vektorov˝ prostor se skalárním souËinem, (e1, . . . , en) jeho
ortonormální báze a f jeho lineární transformace. Pak f je shodnost právÏ tehdy, kdyæ
(f(e1), . . . , f(en)) je ortonormální báze V.
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D˘kaz. Implikace “)” je snadné cviËení.
Nechª (f(e1), . . . , f(en)) je ortonormální báze. BuÔte u, v 2 V, u =

P
xiei, v =P

yiei, x = (x1, . . . , xn) a y = (y1, . . . , yn). Potom f(u) =
P

xif(ei), f(v) =
P

yif(ei)
a podle Tvrzení 14.5.2

(u, v) = xTy = (f(u), f(v)). ⇤
Tvrzení 14.11.3. Kaædá shodnost koneËnÏrozmÏrného vektorového prostoru se skalár-
ním souËinem je izomorfismus.

D˘kaz. Shodnost je lineární zobrazení. Je tedy pot¯eba dokázat jiæ jen bijektivnost. BuÔ
u 2 Ker f , tedy f(u) = 0. Potom kuk = kf(u)k = 0 a u = 0. Takæe, Ker f = {0} a f je
injektivní.
Dále dim Im f = dimV � dimKer f = dimV , proto Im f = V a f je surjektivní. ⇤

Tvrzení 14.11.4. Sloæení shodností je shodnost.

D˘kaz. CviËení. ⇤

14.11.2. Ortogonální a unitární matice

Definice 14.11.2. »tvercová matice A nad R (resp. C) typu n ⇥ n je ortogonální
(resp. unitární), jestliæe (Au,Av) = (u, v) pro kaædé u, v 2 Rn (resp. Cn), kde ( , ) je
standardní skalární souËin na Rn (resp. Cn).

P¯ipomeÚme znaËení: Pro matici A = (Ai
j) oznaËujeme A =

⇣
Ai

j

⌘
.

Tvrzení 14.11.5. BuÔ A Ëtvercová matice nad R (resp. C) typu n ⇥ n. Následující
tvrzení jsou ekvivalentní:

(1) A je ortogonální (resp. unitární);
(2) mnoæina sloupk˘ matice A je ortonormální v Rn (resp. C) se standardním ska-
lárním souËinem;

(3) ATA = E (resp. A
T
A = E);

(4) AAT = E (resp. AA
T
= E);

(5) mnoæina ¯ádk˘ matice A je ortonormální v Rn (resp. C) se standardním skalár-
ním souËinem;

(6) AT je ortogonální (resp. unitární).

D˘kaz. Jen pro reáln˝ p¯ípad.
(1)) (2) BuÔ (e1, . . . , en) kanonická báze Rn. Potom Aei = A�

i je i-t˝ sloupek matice
A a platí

(A�
i , A

�
j ) = (Aei, Aej) = (ei, ej) = �ji ,

takæe mnoæina sloupk˘ matice A je ortonormální.
(2) , (3)

(ATA)ij =
nX

k=1

(AT)ikA
k
j =

nX

k=1

Ak
iA

k
j = (A

�
i , A

�
j ).

(3) ) (1) Jestliæe ATA = E, potom pro kaædé u, v 2 Rn

(Au,Av) = (Au)T(Av) = uTATAv = uTEv = uTv = (u, v).

(3), (4) Jestliæe ATA = E, potom AT = A�1 a AAT = AA�1 = E. ObdobnÏ druhá
implikace.
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(4) , (5)

(AAT)ij =
nX

k=1

Ai
k(A

T)kj =
nX

k=1

Ai
kA

j
k = (A

i
�, A

j
�).

(4) ) (6) Jestliæe AAT = E, potom pro kaædé u, v 2 Rn

(ATu,ATv) = (ATu)T(ATv) = uTAATv = uTEv = uTv = (u, v).

(6) ) (5) BuÔ (e1, . . . , en) kanonická báze Rn. Potom ATei = (AT)�i = Ai
� je i-t˝

¯ádek matice A a platí

(Ai
�, A

j
�) = (A

Tei, A
Tej) = (ei, ej) = �ji ,

takæe mnoæina ¯ádk˘ matice A je ortonormální. ⇤

D˘sledek. Je-li A ortogonální (resp. unitární) matice, pak je regulární a A�1 = AT

(resp. A�1 = A
T
).

D˘kaz. Je-li A ortogonální (resp. unitární) matice, pak podle Tvrzení 14.11.5 ATA = E

(resp. A
T
A = E), takæe AT = A�1 (resp. A

T
= A�1). ⇤

Tvrzení 14.11.6. Je-li A ortogonální (resp. unitární) matice, pak detA = ±1 (resp.
| detA| = 1).

D˘kaz.

1 = detE = det(A
T
A) = detA

T
detA = detAdetA = | detA|2

Je-li detA 2 R, potom detA = ±1. ⇤

CviËení. Dokaæte, æe detAT = detA. ⇤

Tvrzení 14.11.7. SouËin ortogonálních (resp. unitárních) matic je ortogonální (resp.
unitární) matice.

D˘kaz. BuÔte A,B ortogonální (resp. unitární) matice, Ëili ATA = E a BTB = E (resp.
A
T
A = E a B

T
B = E). Potom

(AB)TAB = BTATAB = BTB = E (resp. AB
T
AB = B

T
A
T
AB = B

T
B = E).⇤

14.11.3. Ortogonální transformace a ortogonální matice

Tvrzení 14.11.8. BuÔ f : V ! V lineární transformace eukleidovského vektorového
prostoru V , buÔ A její matice vzhledem k ortonormální bázi (e1, . . . , en). Pak f je shod-
nost právÏ tehdy, kdyæ je matice A ortogonální.

D˘kaz. Sloupce A�
j matice A jsou sou¯adnice vektor˘ f(ei) vzhledem k bázi (e1, . . . , en),

Ëili

f(ei) =
X

k

Ak
i ek.

(e1, . . . , en) je ortonormální, takæe (ei, ej) = �ji .
f je shodnost právÏ tehdy, kdyæ (f(e1), . . . , f(en)) je ortonormální báze, a to je právÏ

tehdy, kdyæ

�ji = (f(ei), f(ej)),
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ale

(f(ei), f(ej)) = (
X

k

Ak
i ek,

X

l

Al
jel)

=
X

k

X

l

Ak
iA

l
j(ek, el)

=
X

k

X

l

Ak
iA

l
j�

l
k

=
X

k

Ak
iA

k
j

=
X

k

(AT)ikA
k
j

= (ATA)ij ,

Ëili ATA je jednotková matice. ⇤

14.11.4. Matice p¯echodu mezi ortonormálními bázemi

Tvrzení 14.11.9. Matice p¯echodu od ortonormální báze k ortonormální bázi prostoru
se skalárním souËinem je ortogonální (resp. unitární).

D˘kaz. BuÔ V je prostor se skalárním souËinem, e = (e1, . . . , en) a f = (f1, . . . , fn) jeho
ortonormální báze, Q matice p¯echodu od báze e k bázi f . Podle Tvrzení 14.5.1

ei =
nX

k=1

(ei, fk)fk, Ëili Qk
i = (ei, fk).

Potom

(Q
T
Q)ij =

nX

k=1

(Q
T
)ikQ

k
j =

nX

k=1

Q
k
iQ

k
j =

nX

k=1

(ei, fk)(ej , fk) =
nX

k=1

(ej , (ei, fk)fk) =

= (ej ,
nX

k=1

(ei, fk)fk) = (ej , ei) = �ij ,

takæe

Q
T
Q = E a matice Q je ortogonální (resp. unitární). ⇤

D˘sledek. BuÔ Q matice p¯echodu od ortonormální báze k ortonormální bázi euklei-
dovského prostoru. Potom

detQ =
⇢
1, jestliæe uvedené báze mají stejnou orientaci,

�1, jestliæe uvedené báze nemají stejnou orientaci.

D˘kaz. Tvrzení vypl˝vá z Tvrzení 14.11.9 a 14.11.6. ⇤


