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8. prednaska, 15. 4. 2024

14.3. Odchylka vektoru
Pro nenulové vektory u,v muzeme Cauchyho—Bunakovského—Schwarzovu nerovnost

zapsat ve tvaru

o)l
o]

a v eukleidovském pripadé

(u, )

= ol —

Funkce cos zizend na interval [0, 7] je injektivni a tento interval zobrazuje vzajemné
jednoznaé¢né na interval [—1, 1]. Pro kazdou dvojici nenulovych vektori u, v tedy existuje
pravé jedno realné ¢islo ¢ € [0, 7] takové, zZe

(u, )

COSp = ————.
[[ull[[]

Definice 14.3.1. Budte V eukleidovsky prostor a u,v € Vnenulové. Odchylka vektort
u,v (nebo whel mezi vektory u,v) je (jediné) éislo ¢ € [0, 7] takové, Ze
(u,v)

COS(p = ———".
[[ullfv]

Pro libovolny eukleidovsky skalarni soucin tedy plati

(u,v) = [lul[[[o]| cos .

Tvrzeni 14.3.1 (Kosinova véta). Budte V' eukleidovsky prostor, u,v € V nenulové a ¢
uhel mezi nimi. Potom

lu =l = [lull + [[o]|* = 2lull|o]| cos ¢.
Diikaz.
HU_UH2 = (U—U,u—?}) = (U,,U)—2(’U,,’U)+(’U,’U) =

= lull* + [0 = 2]lull|v] cos ¢. O

14.4. Ortogonalita (kolmost)

Definice 14.4.1. Bud V prostor se skaldrnim sou¢inem. Vektory w,v € V jsou kolmé
(nebo ortogondlni), jestlize (u,v) = 0. Zapisujeme u_Lv.

Dva vektory jsou tedy kolmé pravé tehdy, kdyz jejich odchylka je 7/2.

Diky tomu, Ze (u,v) = (v, u), kolmost vektorti nezavisi na jejich potradi. Jelikoz pro
kazdy vektor v € V plati (v,0) = 0, nulovy vektor je kolmy ke kazdému vektoru. Z toho,
ze (pu, qu) = pg(u,v) pro kazdé p, q € P, vyplyva, Ze libovolné skaldrni nadsobky kolmych

vektori jsou také kolmé.



160 Skalérni souéin

Definice 14.4.2. Bud V prostor se skalarnim sou¢inem. Mnozina U C V je ortogo-
ndlnt, jestlize ulv pro libovolné rizné u,v € U. Ortogonalni mnozina normovanych
vektoru je ortonormdlni.

Kdyz v ortogonalni mnoziné nenulovych vektord kazdy vektor vynasobime prevrace-
nou hodnotou jeho délky (kazdy vektor znormujeme), dostaneme ortonormélni mnozinu.

Tvrzeni 14.4.1. Kazdd ortogondlni mnoZina nenulovijch vektori je linearné nezdavisld.
Dikaz. Bud {v1,...,v,} ortogondlni mnozina nenulovych vektoru. Necht

p1v1 + -+ + ppvp = 0.

Kdyz pro libovolné i € {1,...,n} obé strany této rovnosti skalarné vynésobime zprava
vektorem v;, dostaneme
(p1v1 + -+ + ppon, vi) = (0,v;)
p1(v1,v;) + - 4 pp(vn,v;) =0 (linearita v prvnim argumentu)
pi(vi,v) =0 (kolmost)
pi=0 (vi # 0 a (vi,v;) > 0).
Takze p; = 0 pro kazdé ¢ € {1,...,n} a mnozina {vy,...,v,} je linedrné nezavisla. [

Dusledek. Kazdd n-prvkovd ortogondlni mnozina nenulovijch vektorid v n-rozmeérném
prostoru je bdaze tohoto prostoru.

Priklad. (1) Méjme R” se standardnim skalarnim souc¢inem. Kanonickd béze je orto-
normalni.

(2) Méjme prostor vSech spojitych redlnych funkci na intervalu [0,27] se skaldrnim

soucinem
27

(f,9)= [ f(@)g(x)dx
0
Mnozina {1,sin z, cos x, sin(2z), cos(2z), . ..} je ortogonalni. O

Tvrzeni 14.4.2 (Pythagorova véta). Budte V prostor se skaldrnim soucinem a u,v € V
kolme. Pak

[+ 0| = [Ju® + [[o]|*.

Diikaz.
lu4v]* = (u+v,u+v) =
= (u,u) + (u,v) + (v,u) + (v,0) = (ulv)
= (u,u) + (v,0) = [[ul® + [Jo]* O
Cviceni. Bud {v1,...,v,} ortogonalni mnozina. Ukazte, ze
lor 4 onl? = [or |2 4+ o] 0

14.5. Souradnice vzhledem k ortonormalni bazi

Tvrzeni 14.5.1. Necht'V je prostor se skaldrnim soucinem, (e1,...,ey) jeho bdze a v €
V. Je-li (e1,...,en) ortogondlni baze, pak
(v, €1) (v, en)

= 1 DY
(61,61) (enaen) "
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cili i-td souradnice vektoru v vzhledem k uvedené bdzi je

i (v>ei) _ (U7€i)
(eirei)  lell®

Je-li (e1,...,en) navic ortonormdlni baze, pak

v = (U7 61)61 + -+ <U7 en)en,

¢ili i-td souradnice vektoru v vzhledem k uvedené bdzi je

' = (v,e;).
Diikaz. Bud (ey,...,e,) ortogondlni baze. Necht v = z'e; + --- + 2"e,. Obé& strany
vynéasobime zprava vektorem e; s i € {1,...,n}. Dostaneme

(v,e;) = (zteg + -+ 2", e;) =

=a'(er,e) + -+ 2" (en, &) =

= 2'(es, €).
Bézové vektory jsou nenulové, takze (e;,e;) je nenulové a z' = ((:_’eei,)) = |(|2€H‘2)

Pokud (eq,...,e,) je ortonormélni baze, pak ziejmé z° = (v, ;). O
Tvrzeni 14.5.2. Necht V je prostor se skaldrnim soucinem, (e1,...,ey,) jeho orto-
normdini bdze, u,v € V, x = (x',... 2") souradnice vektoru w a y = (y',...,y")
soutadnice vektoru v vzhledem k uvedené bdzi. Potom

(u,v) =25 =alyl + -+ 2"Y".
Diikaz.
n n
(u,v) = (Z x'e;, Zyzei> =
=1 =1
n n
=22 @enye)) =
i=1 j=1
n n )
=22 wyleies) =
i=1 j=1
n P—
=1

14.6. Kolmost mnozin

Definice 14.6.1. Bud V prostor se skalarnim souéinem, v € V a M, N C V. Vektor v
je kolmy na mnoZinu M, jestlize v je kolmy na kazdy vektor z M, zapisujeme v 1 M.
Mnozina M je kolmd na mmnozZinu N, jestlize kazdy vektor mnoziny M je kolmy na
kazdy vektor mnoziny N, zapisujeme M L N.

Cviceni. V pruniku kolmych mnozin muze byt jen nulovy vektor. U
Naptiklad, dvé roviny v R3 nejsou vzajemné kolmé.

Tvrzeni 14.6.1. Bud V prostor se skalarnim soucinem a M, N C V. Potom M 1N
pravé tehdy, kdyZ [M] LN, a to je prdvé tehdy, kdyZ [M]L[N].
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Drikaz. Ptedpokladejme, ze M L N. Bud u € [M] av € N, ¢ili u = plug +- - - + p™u, pro
né&jaké n € N, skalary p',...,p" a vektory ui,...,u, € M. Potom

('LL,’U) = (plul + - +pnun7v) =
= pl(ul,v) + -+ p"(up,v) =0.
Takze [M]LN.

Opacna implikace a druha ekvivalence jsou ziejmé. O

Chceme-li ovéfit, zda vektor v € V je kolmy na podprostor U C V, diky pfedchéazeji-
cimu tvrzeni stac¢i ovérit, zda vektor v je kolmy na vSechny vektory z libovolné mnoziny
generatort podprostoru U.

14.7. Ortogonalni doplnék

Definice 14.7.1. Necht V' je prostor se skaldrnim soué¢inem a U C V. Ortogondlni
doplnék U+ mnoziny U je mnozina vSech vektortt z V kolmych na kazdy vektor z U,
tedy

Ut = {v € V| vLu pro viechna u € U}.

Mnozina U~ je tedy nejvétsi mnozina kolma na U.

Tvrzeni 14.7.1. Bud V prostor se skaldrnim soucinem, U,Uy,Us C V. Pak

(1) jestlize Uy C U, pak Us- C U,
(2) U+ = [U]*
(3) UL je podprostor V.

Diikaz. (1) Je-liU; CUs avw e UQL, tedy vLUs, potom v1U; av € UlJ-.
(2) Pro v € V podle Tvrzeni 14.6.1 v € U+ pravé tehdy, kdyz v € [U]*-
(3) Ziejmé 0 € U+, Pro libovolné vy, vy € Ut a u € U plati (vy + ve,u) = (vi,u) +
(vg,u) = 0, takze vy + vo € U™ Pro libovolny skalar p, v € Ut a u € U plati
(pv,u) = p(v,u) = 0, takze pv € UL O

14.8. Ortogonalni projekce

Definice 14.8.1. Bud V prostor se skalarnim souc¢inem, v € V a U podprostor V.
Vektor w € U je ortogondlni projekce (kolmy primét) vektoru v do podprostoru U,
jestlize (v — u) LU, tedy v — u € U+, Oznacujeme u = vy nebo u = pry (v).

Z definice vyplyva, ze je-li v € U, potom vy = v.

Tvrzeni 14.8.1. Bud'V prostor se skaldrnim soucinem, U podprostor V a v € V. Pak
pro kazdy vektor u € U, u # vy, plati

lo = vull < llo—ul.

Ortogondlni projekce vektoru do podprostoru je urcena jednoznacné, pokud existuje.
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Dikaz. Podle definice vy € Ua (v—vy) LU, takze pro kazdé u € Uplati (v—vy)L(vp—u).
Pro u # vy navic

lv —wul? < (v = ull > 0)
< v —vy|?+ lov —u|?® = (Pythagorova véta)
= I(v = vv) + (vp —w)|* =
— v —uf?

Necht u1,us € U jsou ortogondlni projekce vektoru v do podprostoru U. Pfedpokla-
dejme, Ze u1 # ue. Potom podle préavé dokdzaného

|lv —wui]] < ||v—wug| azaroven |v—wua| < |v—u1l.

Dostavame spor, takze u; = ug a ortogonalni projekce je tedy urcena jednoznacné. [

Tvrzeni 14.8.2. Budte V prostor se skaldrnim soucinem, U jeho konecnérozmérny
podprostor a (e1,...,en) ortogondlni bdaze podprostoru U. Pak pro kazdé v € V plati

(v,e1) o (vem)
(ere)™ T (emrem)

€m-

pry (v) =
Je-li (e1,...,em) navic ortonormdlni bdze, pak

pry(v) = (v,e1)er + -+ + (v, em)em.

Diikaz. Vektor u = ule; + -+ + u™e,, € U je ortogonalni projekce vektoru v do pod-
prostoru U = [ey, ..., ey] pravé tehdy, kdyz vektor v — u je kolmy ke kazdému vektoru
z U, coz je pravé tehdy, kdyz v — u je kolmy ke kazdému e;, to je pravé tehdy, kdyz pro
kazdé i € {1,...,m}

0=(—u,e)=(v,6;)— (u,e;) =
' 1

= (v,6;) — (ueg +---+u"em,e) =
= (U7ei) - ul(elyei) - = um(emaei) -
= (v,e;) — u'(ei, €3)

a to je pravé tehdy, kdyz v’ = ((:1-7,2))’ jelikoz (e;, e;) # 0.

Pokud (eq,...,e,) je ortonormélni baze, pak ziejmé u’ = (v, e;). O

14.9. Gramova-Schmidtova ortogonalizace

Tvrzeni 14.9.1. V kaZdém konecnérozmeérném vektorovém prostoru se skaldrnim sou-
¢inem existuje ortonormdlni bdze.

Diikaz. Existenci ortonormélni baze dokdzeme pomoci Gramovy-Schmidtovy ortogona-
lizace.

Budte V koneénérozmérny prostor se skaldrnim soucinem a (v1,...,v,) jeho baze.
Ukazme, ze existuje jeho ortogonélni baze.

(1) PoloZzme e; = v1. Potom vektor e; je nenulovy, {e1} je linedrné nezavisla mnozina

a [[eﬂ] = [[’Ul]].



164 Skalérni souéin

(2) Postupné pro k = 1,...,n—1 predpoklddejme, Ze mame {ey, ..., e} ortogonalni
mnozinu nenulovych vektort (tedy linedrné nezéavislou mnozinu) takovou, Ze
lei,...,ex] = [v1,...,vg]. Oznac¢me Uy = [eq,...,ex]. Vektor er41 ziskame tak,
ze od vektoru vy1 odecteme jeho ortogonalni projekci do podprostoru Uy. Tedy

k

€k+1 = Vk+1 — PIy, (Vk+1) = V41 — E
i=1

(Uk+17 6i)
——6€;.
(eisei)

Podle definice ortogonalni projekce vektor exi; je kolmy na Uy, tedy na
v8echny vektory z Uy, véetné ey, ..., eg. Mnozina {eq, ..., ek, ex11} je tedy orto-
gonalni.

Jelikoz béze je linedrné nezavisla, vektor vgy1 neni prvkem podprostoru Uy
a nerovna se tedy své ortogonalni projekci pry, (vr41) do tohoto podprostoru.

Proto egy1 je nenulovy vektor a mnozina {ey, ..., e, €x+1} je linedrné nezavisla.
K tomu, [eq,...,ex1] = [v1,...,vpr1]- Platie; = vy ae;, i € {2,...,k+1}, je
linedrni kombinace vektorti ey, ..., e;_1,v;, proto [e1,...,exr1] C [v1,. .., vks1]-
Na druhou stranu, v; pro i € {1,...,k + 1} je linedrni kombinace vektoru
€1,...,e;, proto [vi,...,vgr1] C [e1, ..., exs1]-
Takze pro kazdé k € {1,...,n} (e1,...,ex) je ortogonalni baze prostoru Uy, a U, = V.
Nakonec, pro kazdé ¢ € {1,...,n} polozme
€i
€; =
€3]]
a dostaneme ortonormélni bazi (et, ..., €,) prostoru V. O

V predchozim ditkazu je mozné vzdy po ziskani ej tento vektor normovat a dostat tak
ortonormalni bazi prostoru Uy. V takovém pripadé se zjednodusi vypocet ortogonalni
projekce do podprostoru Uy a tedy i vypocet vektoru eg1.



