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7. prednaska, 8. 4. 2024

Dusledek. Bud g: U — U nilpotentni transformace. Pak existuje bdze prostoru U
takova, Ze

(1) transformace g md blokové diagondlni matici, ktera je primym souctem Jorda-
novych bloku Js(0);
(2) transformace f = g+&id md blokové diagondlni matici, kterd je primym souctem

Jordanovych bloki Js(&).

Dikaz. Béaze sestavena z cyklickych bazi cyklickych podprostoru v dikazu predchoziho
tvrzeni mé pozadované vlastnosti. ]

Piiklad. Uvazujme linedrni transformaci C> — C%, v — Av, kde
0 1 1 -2 0

-3 -4 -4 30

A= 3 1 0 -3 3
4 1 1 -6 4

1 0 0 -1 0

Anulujici polynom nejmensiho stupné je 23 +62%+12x+8 = (z+2)3, s jedinym kofenem
—2, coz je soucasné jedina vlastni hodnota matice A. Prvni rozklad ma proto jediného
séitance U = C° a

2 1 1 -2 0

-3 -2 -4 3 0

B=A+42F= 3 1 2 -3 3
4 1 1 -4 4

1 0 0 -1 2

je nilpotentni matice, B3 = 0. Spocitame
-4 -1 -2 4 -5
0O 0 00 O
B2=| 0 0 00 o],
-4 -1 -2 4 -5
0 0 00 O
nacez Ker B2 = [(5,0,0,0,—4),(0,5,0,0,—1),(0,0,5,0,—2), (0,0, 0, 5,4)]. Tento &tyiroz-
mérny podprostor miizeme doplnit do baze v C® libovolnym vektorem, ktery v ném
nelezi, zvolme naptiklad

e1 =(0,0,0,0,1).

Tim je ukoncen prvni krok. Ve druhém kroku spocitame
Ker B =[(1,0,0,1,0),(0,-5,1,-2,—-1)],

a pridame vektor
Be; =(0,0,3,4,2).

Ziskanou sestavu t¥i linedrné nezavislych vektort je tfeba doplnit do baze ve Ctyfroz-
mérném Ker B? jednim vektorem; zvolme napiiklad

es = (0,0,0,5,4)

(mohli jsme zvolit kterykoliv ze shora uvedenych generatortt podprostoru Ker B2?). Tim
je ukoncen druhy krok. Ve tietim kroku je Ker B® = Ker E = 0 a dopliiujeme tedy dva
vektory

B%e; = (-5,0,0—5,0) a Bey=(—10,15,—3,—4,3)
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do baze v dvojrozmérném Ker B, coz ovSem nevyzaduje zadny dopliiujici vektor a jsme
hotovi.
Hledand baze prostoru C® je proto (e1, Bey, B2ey, ea, Bes). Pisluiny diagram je

0O<—0<— 0
o<— 0

a jeho dva sloupky odpovidaji dvéma Jordanovym bloktim rozmért 3 a 2. Dostavame
blokové diagonalni matice

0 00O0O -2 0 0 0 0
10 000 1 -2 0 0 O
01 000 resp. 0 1 -2 0 0
00000 0O 0 0 -2 0
00010 0o 0 0 1 -2

(pfi obraceném poradi vektort v cyklickych bazich by jednic¢ky staly nad diagonalou;
odlisné muze byt i pofadi Jordanovych blok). U

13.2.2. Druhy rozklad a Jordantuv tvar matice

Vratme se nyni k obecné transformaci f: V — V a prvnimurozhladu V = Uy + - - - +U,
podle nékterého anulujiciho polynomu. Pro kazdy z prostora U;, I = 1,..., s dostavame
rozklad na cyklické podprostory 1;;, kde i = 1,..., k;, celkem tedy

V=Ti1+ 4T+ +Tsq+ - +Tsk,-

Definice 13.2.4. Tento rozklad je druhy rozklad prostoru lineadrni transformace. ‘

Piipometime, ze cyklické podprostory 7;; jsou invariantni a zobrazeni f|r, ; maji
v cyklické bazi matici tvaru J,(£), r = dim T; ;.

Definice 13.2.5. Matice, kterd je primym souctem Jordanovych bloki, je matice
v Jordanové tvaru.

Priklad. Matice

2 0 0/0 0 0 0|0 OO0 O0O0O0
12 0{00 0 00 0O0O0O0O0
01200 0O0)0O0O0O0OTO0OTO
0 0 0|2 0[{0 0}J]O0 OO0 O0O0OO
0 0 0|1 2{0 0}j0 0 0 0 O0 O
000 0O0O20}0O0O0O0TO0CTO
000 O0O0O1 2(j0 0 O0O0O0O
0 000OO0OO0OO)|3 0|0 O0O0TO 0
0 000OO0OO0OO)1T 3/000O00O0
000 0OO0OOTUO|0 0|3 00O
000 0O0OO0OO}0 0|1 3(00O0
000O0O0OO|0OO0OO0OO0O3]0
0 000OO0OOT O|0OO0O0OTO0OTG O3
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je v Jordanové tvaru. Bloky prvniho rozkladu jsou vyznaceny dvojitou c¢arou. Bloktim
druhého rozkladu odpovidaji diagramy

L

Sipky zde znamenaji zobrazeni f —2id resp. f—3id. Délky spodnich ¥adkii jsou dimenze
prostoril vlastnich vektorti s vlastnimi hodnotami 2 resp. 3. g

Dusledek. Bud f: V — V linedrni transformace. Pak existuje bdze prostoru V, vzhle-
dem k niz f md matici v Jordanové tvaru.

Definice 13.2.6. Baze z predchoziho disledku je Jordanova bdze a ziskdme ji sjed-
nocenim cyklickych béazi v jednotlivych cyklickych podprostorech T; ;.

Pri praktickém pfevodu na Jordaniiv tvar nejdiive nalezneme invariantni podprostory
U = Ker g* = Ker(f — £id)* prvniho rozkladu, pro kazdou vlastni hodnotu ¢ zvlast.
V kazdém z nich pak hleddme cyklické podprostory a cyklické baze postupem uvedenym
v ditkazu Tvrzeni 13.2.3.

Zbyvé rozhodnout, nakolik je Jordaniv tvar matice lineadrni transformace urcen jed-
noznacné. Postup k nalezeni Jordanovy béze, ktery jsme popsali, udédva jednoznacéné
véechny Jordanovy buiiky J,(¢). Cisla & probihaji véechny vlastni hodnoty, rozmér r je
urcen prostfednictvim diagrami (13) a pocet bunék s danym rozmérem je uréen pro-
stfednictvim ¢isel ny > ng > --- > nyg, kterd jsou zase jednoznacné urcena formulemi
(14), kde g = f — £id. Neurceno pak ztstava pouze potradi Jordanovych bunék.

Cvi€eni. Spoététe Jordantv tvar transponované matice AT. (Vysledek: je tyz.) O

13.2.3. Minimalni polynom

Miniméalni polynom mizeme jednoduse stanovit z Jordanova tvaru jako polynom

(93 _ 51)“1 . (CC — fs)ﬂs’

kde &i,...,& jsou vlastni hodnoty linedrni transformace, resp. matice a p1,..., s
jsou vysky (maximalni délky sloupki) diagrami (13) pro jednotlivé vlastni hodnoty
&1, .., &. (Dokazte jako cviGeni.)

P#iklad. Matice z posledniho pifkladu m& minimalni polynom (z — 2)3(x — 3)2. O

13.3. Jordanuv tvar matice a kritérium podobnosti matic

Ptipomerime, ze dvé ¢tvercové matice A, B jsou podobné, jestlize existuje invertibilni
matice @ takova, ze B = QAQ~!. Zapisujeme A ~ B. Déle pfipomeiime, Ze matice
jedné a téze linedrni transformace v riznych bézich jsou si podobné (matici @ je v tomto
ptipadé matice pfechodu mezi bazemi).

Tvrzeni 13.3.1. KaZdd ctvercovd komplexni matice je podobnd matici v Jordanové
tvaru.

Diikaz. Bud A &tvercova komplexni matice typu n x n. Potom A je matici linearni
transformace f: C" — C", u — Au. V Jordanové bazi mé transformace f matici B
v Jordanové tvaru. Pak B ~ A. 0
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Definice 13.3.1. Matice B z ptfedchoziho dtkazu je Jordaniv tvar matice A.

Jordantv tvar je urcen jednoznac¢né az na poradi blokl a rozhoduje o podobnosti
matic:

Tvrzeni 13.3.2. Matice jsou si podobné pravé tehdy, kdyZ maji stejny Jordanidv tvar
aZ na poradi Jordanovych blokii.

Diikaz. Jsou-li si matice A’, A” podobné, pak zobrazeni u — A’u, u — A”u maji stejné
charakteristické polynomy, stejné vlastni hodnoty a stejné jsou i dimenze a pocty in-
variantnich podprostrori uréené diagramy (13) a formulemi (14) (cviceni). Proto jsou
stejné i Jordanovy tvary.

Naopak, budte B’ ~ A" a B” ~ A” Jordanovy tvary matic A" a A”. Jestlize se B’ a
B" 1is jen potradim Jordanovych bloki, pak jsou si podobné (cviceni), nacez A’ =~ B’ ~
B// ~ A//. |:|
Cviceni. Dokazte, Ze pro libovolnou &tvercovou matici plati A ~ AT.

Navod: Dokazte postupné
(i) J = JT pro libovolnou Jordanovu matici J (sta¢i zptehazet vektory v Jordanové
béazi);
(ii) je-li A~ J, pak AT ~ JT. O
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14. SKALARNI SOUCIN

Oznaéeni. Cislo komplexné sdruzené k é&islu z oznacujeme z. Je-li A = (Aj) matice,
oznacujeme A = (A;)

Definice 14.0.1. Bud V vektorovy prostor nad P, kde P = R nebo P = C. Zobrazeni
g: V xV — P je skalarni soucin na V, jestlize pro libovolné u,v,w € V a p € P plati
u+v,w) = g(u,w) + g(v, w);

pu,v) = pg(u, v);

Cislo g(v, v) je realné pro kazdy vektor v, i v pfipadé, ze P = C (cviceni). Diky tomu
1ze ve ¢tvrté vlastnosti porovnavat g(v,v) s 0.

Prvni dvé vlastnosti znamenaji, ze skalarni souéin je linedrni v pronim argumentu,
treti vlastnost je v redlném pripadé symetrie, v komplexnim pripadé kosd symetrie,
¢tvrta vlastnost je pozitivni definitnost.

Definice 14.0.2. Vektorovy prostor nad P se skalarnim soucinem je prostor se skaldr-
nim soucinem. Pokud P = R, skalarni soucin je eukleidovsky a prostor je eukleidovsksy).
Pokud P = C, skalarni soucin je hermiteovsky a prostor je hermiteovsky nebo unitdrni.

Oznaceni. NemuZe-li dojit k nedorozuméni, misto g(u,v) piSeme jen (u,v).
Tvrzeni 14.0.1. Bud'V prostor se skaldrnim soucinem nad P. Pro libovolné u,v,w € V.
ap€ P plati

(1) (u,v +w) = (u,v) + (v, w);

(2) (u,pv) = p(u,v);

(3) O,U):( ) ):0;

(4) (v,v) =0 v=

Diikaz. (1)

NSNS
<
=)

(u,v+w) = (v+w,u) = (v,u) + (w,u) = (v,u) + (w,u) = (u,v) + (u, w).
(2)
(u, pv) = (pv,u) = p(v,u) = P(v,u) = p(u,v).
3)
(0,0) =(0-v,0) =0-(v,v) =0 a (v,0)=(0,v)=0.
(4) Dusledek podminky (4) v definici skalarniho sou¢inu a pfedchoziho bodu (3). O

Podle (1) a (2) v pfedchozim tvrzeni Eukleidovsky skaldrni souéin je linedrni i v dru-
hém argumentu.

P¥iklad. (1) Standardni skaldrni sou¢in na R™ Pro z,y € R, x = (z!,...,2"), y =
(y17 AR 7yn)7

(z,y) =2'y' + - +a"y".
(2) Standardni skalarni sou¢in na C™ Pro z,y € C", z = (2!,...,2"), vy = (v}, ..., y"),

(z,y) = atyl + - + 2"y
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(3) Budte aq,...,a, kladnd redlna éisla. Zobrazeni R™ x R™ — R, které vektorim
r=(zb...,2"),y = (¥}, ...,y") € R" piifadi éslo
(2,y) = mz'y' + - + ana"y",
je skalarni soucin na R"
(4) Budte ay,...,a, kladna redlna ¢isla. Zobrazeni C" x C" — C, které vektortm
r= (2. . 2",y = (y},...,y") € C" piifadi é&slo
(z,9) = ma'y + - + anz"y",
je skalarni soucin na C™
(5) Zobrazeni, které maticim A, B € R™*"™ pfiradi ¢islo
m n
_ i i
4B =33 45,
i=1 j=1
je skalarni soucin na R™*",
(6) Zobrazeni, které maticim A, B € C™*"™ ptiradi ¢islo
m n o
45~ 3 3 4T,
i=1 j=1
je skalarni sou¢in na C™*",
(7) Zobrazeni, které spojitym redlnym funkcim f, ¢ na intervalu [0, 27] pfifadi realné
¢islo
2m

(f,9) = ; f(z)g(z)dz,

je skalarni sou¢in na prostoru vsech spojitych redlnych funkci na intervalu [0,27]. O

14.1. Délka (norma) vektoru

Pfipomenme, zZe (v,v) € R a (v,v) > 0 pro kazdé v.

Definice 14.1.1. Bud V prostor se skalarnim souc¢inem, v € V. Délka nebo norma
vektoru v je ¢islo

[o]] = v/ (v, ).

‘Deﬁnice 14.1.2. Vektor délky 1 je jednotkovy nebo normovany.

Délka vektoru tedy zavisi na skalarnim soucinu, a tak uvedené znaceni lze pouzit jen,
je-li jasné, ktery skalarni soudin je uvazovan a nemuze dojit k nedorozumeéni.
Pi#iklad. (1) Mé&jme standardni skalarni souc¢in na R2. Délka vektoru (1,2) je v/5.

(2) NaR? mé&jme skaldrni soucin ((z1, 2?), (y!,4?)) = 'yl +222y2. Délka vektoru (1, 2)
je 3.

(3) Na prostoru vSech spojitych redlnych funkei na intervalu [0, 1] méjme skalarni souéin

1
(fag)Z/O f(z)g(z)dx.
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Takze délka (norma) funkce f je

1l = Ammm.

Pokud, naptiklad, f(x) = z, potom

! 1
I =) [ 2o =22 0

Tvrzeni 14.1.1. Bud V prostor se skaldrnim soucinem nad P. Pro libovolné v € V
ap€ P plati
(1) ||v]| > 0, navic ||v|| = 0 pravé tehdy, kdyz v =0,

(2) llpvll = Iplllvl,
(8) jestlize v # 0, pak

Driikaz. (1) Jednoduchy disledek deﬁnice skalarniho souc¢inu a Tvrzeni 14.0.1.

(2) llpoll = v/(pv, pv) = V/pp(v, ) = V/Ip(v,0) = [ply/(v,v) = [plllv]]-

(3) Cviceni. O
Lemma 14.1.2. (1) re(u,v) = 5(|Ju+v|? — [Jul® — [Jv]|?)
(2) im(u,v) = 5([Ju+iwl® = [[ull® - [|v]|?)
Diikaz. (1)
Ju+v|? = (u+v,u+v)=
= (u,u) + (u,v) + (v,u) + (v,v) =
= (u,u) + (u,v) + (u,v) + (v,v) =
= [[ull® + 2re(u, v) + [lv]|?
Z toho dostaneme
re(u,v) = 5(Ju+vl* — [ul* - [[v]|*)
(2)
|u+iv]|* = (u+iv,u +iv) =
= (u,u) + (u,iv) + (iv,u) + (iv,iv) =
= (u,u) —i(u,v) +i(u,v) + (v,v) =
= [[ull® + 2im(u, v) + [lv]|?

v

o]

7 toho dostaneme

im(u, v) = 5(Ju+ivl* = [lul* — [[v]|*) m

14.2. Nerovnosti

Tvrzeni 14.2.1 (Cauchyho-Bunakovského-Schwarzova nerovnost). Necht V je prostor
se skalarnim soucinem a u,v € V. Pak
[(u, 0)| < [fullf|o]-

Rovnost nastava pravé tehdy, kdyz {u,v} je linedrné zdavisla mnozina.
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Dikaz. Je-li u = 0 nebo v = 0, (ne)rovnost plati a {u,v} je linedrné zavisla mnozina.
Necht u # 0 a v # 0. Stac¢i dokazovat piipad ||u|| = ||v|| = 1; obecny se na néj prevede
zaménou u za u/||ul| a v za v/||v|| (cviceni). V eukleidovském piipadé mame
1 1 1
0< 5”’& + UH2 - i(u + v, U + U) - 5((“’7 u) + (’LL,’U) + (’U,U,) + (U,U))
=1= (u,v).

Odtud F(u,v) <1, a tedy |(u,v)| < 1.
Jestlize plati rovnost |(u,v)| = 1, pak (u,v) = £1, nadez 0 = 1 F (u,v) = [ju Fv|?,
atedy u Fv=0a {u,v} je linedrné zavisl4 mnozina. O

Dulezity dusledek Cauchyho—Bunakovského—Schwarzovy nerovnosti je nasledujici tvr-
zeni, které je znamé jako trojihelnikova nerovnost.

Tvrzeni 14.2.2 (Trojahelnikova nerovnost). Necht V' je prostor se skaldrnim soucinem
au,ve€V. Pak

4ol < [Jull + [|v]-
Rovnost nastava pravé tehdy, kdyz {u,v} je linearné zavisla mnozina.
Dikaz.
ot vl2 = (4 v, 0) = (uy10) + (1, 0) + (0, 0) + (0,0) =
— Jull? + 2re(u,v) + Jol? < Jull? + 2)(u, 0)] + Jo]? <
< Jfull? + 2fullloll + oll? = (lull + [[o])?
Zbytek dtikazu je jednoduché cviceni. O



