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7. p¯ednáπka, 8. 4. 2024

D˘sledek. BuÔ g : U ! U nilpotentní transformace. Pak existuje báze prostoru U
taková, æe
(1) transformace g má blokovÏ diagonální matici, která je p¯ím˝m souËtem Jorda-
nov˝ch blok˘ Js(0);

(2) transformace f = g+⇠ id má blokovÏ diagonální matici, která je p¯ím˝m souËtem
Jordanov˝ch blok˘ Js(⇠).

D˘kaz. Báze sestavená z cyklick˝ch bází cyklick˝ch podprostor˘ v d˘kazu p¯edchozího
tvrzení má poæadované vlastnosti. ⇤
P¯íklad. Uvaæujme lineární transformaci C5 ! C5, v 7! Av, kde

A =

0

BBBB@

0 1 1 �2 0
�3 �4 �4 3 0
3 1 0 �3 3
4 1 1 �6 4
1 0 0 �1 0

1

CCCCA
.

Anulující polynom nejmenπího stupnÏ je x3+6x2+12x+8 = (x+2)3, s jedin˝m ko¯enem
�2, coæ je souËasnÏ jediná vlastní hodnota matice A. První rozklad má proto jediného
sËítance U = C5 a

B = A+ 2E =

0

BBBB@

2 1 1 �2 0
�3 �2 �4 3 0
3 1 2 �3 3
4 1 1 �4 4
1 0 0 �1 2

1

CCCCA

je nilpotentní matice, B3 = 0. SpoËítáme

B2 =

0

BBBB@

�4 �1 �2 4 �5
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

�4 �1 �2 4 �5
0 0 0 0 0

1

CCCCA
,

naËeæKerB2 = [[(5, 0, 0, 0,�4), (0, 5, 0, 0,�1), (0, 0, 5, 0,�2), (0, 0, 0, 5, 4)]]. Tento Ëty¯roz-
mÏrn˝ podprostor m˘æeme doplnit do báze v C5 libovoln˝m vektorem, kter˝ v nÏm
neleæí, zvolme nap¯íklad

e1 = (0, 0, 0, 0, 1).

Tím je ukonËen první krok. Ve druhém kroku spoËítáme

KerB = [[(1, 0, 0, 1, 0), (0,�5, 1,�2,�1)]],
a p¯idáme vektor

Be1 = (0, 0, 3, 4, 2).

Získanou sestavu t¯í lineárnÏ nezávisl˝ch vektor˘ je t¯eba doplnit do báze ve Ëty¯roz-
mÏrném KerB2 jedním vektorem; zvolme nap¯íklad

e2 = (0, 0, 0, 5, 4)

(mohli jsme zvolit kter˝koliv ze shora uveden˝ch generátor˘ podprostoru KerB2). Tím
je ukonËen druh˝ krok. Ve t¯etím kroku je KerB0 = KerE = 0 a doplÚujeme tedy dva
vektory

B2e1 = (�5, 0, 0� 5, 0) a Be2 = (�10, 15,�3,�4, 3)
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do báze v dvojrozmÏrném KerB, coæ ovπem nevyæaduje æádn˝ doplÚující vektor a jsme
hotovi.
Hledaná báze prostoru C5 je proto (e1, Be1, B2e1, e2, Be2). P¯ísluπn˝ diagram je

•
✏✏
•
✏✏

•
✏✏

• •

a jeho dva sloupky odpovídají dvÏma Jordanov˝m blok˘m rozmÏr˘ 3 a 2. Dostáváme
blokovÏ diagonální matice

0

BBBB@

0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0

1

CCCCA
resp.

0

BBBB@

�2 0 0 0 0
1 �2 0 0 0
0 1 �2 0 0
0 0 0 �2 0
0 0 0 1 �2

1

CCCCA

(p¯i obráceném po¯adí vektor˘ v cyklick˝ch bázích by jedniËky stály nad diagonálou;
odliπné m˘æe b˝t i po¯adí Jordanov˝ch blok˘). ⇤

13.2.2. Druh˝ rozklad a Jordan˘v tvar matice

Vraªme se nyní k obecné transformaci f : V ! V a prvnímu rozhladu V = U1+̇ · · · +̇Us

podle nÏkterého anulujícího polynomu. Pro kaæd˝ z prostor˘ Ul, l = 1, . . . , s dostáváme
rozklad na cyklické podprostory Tl,i, kde i = 1, . . . , kl, celkem tedy

V = T1,1+̇ · · · +̇T1,k1+̇ · · · +̇Ts,1+̇ · · · +̇Ts,ks .

Definice 13.2.4. Tento rozklad je druh˝ rozklad prostoru lineární transformace.

P¯ipomeÚme, æe cyklické podprostory Ti,j jsou invariantní a zobrazení f |Ti,j mají
v cyklické bázi matici tvaru Jr(⇠), r = dimTi,j .

Definice 13.2.5. Matice, která je p¯ím˝m souËtem Jordanov˝ch blok˘, je matice
v JordanovÏ tvaru.

P¯íklad. Matice
0

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

2 0 0
1 2 0
0 1 2

0 0
0 0
0 0

0 0
0 0
0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

0 0 0
0 0 0

2 0
1 2

0 0
0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

0 0 0
0 0 0

0 0
0 0

2 0
1 2

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

3 0
1 3

0 0
0 0

0
0
0
0

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

0 0
0 0

3 0
1 3

0
0
0
0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3

1

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
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je v JordanovÏ tvaru. Bloky prvního rozkladu jsou vyznaËeny dvojitou Ëarou. Blok˘m
druhého rozkladu odpovídají diagramy

•
✏✏
•
✏✏

•
✏✏

•
✏✏

• • •

resp. •
✏✏

•
✏✏

• • • •

©ipky zde znamenají zobrazení f�2 id resp. f�3 id. Délky spodních ¯ádk˘ jsou dimenze
prostor˘ vlastních vektor˘ s vlastními hodnotami 2 resp. 3. ⇤
D˘sledek. BuÔ f : V ! V lineární transformace. Pak existuje báze prostoru V, vzhle-
dem k níæ f má matici v JordanovÏ tvaru.

Definice 13.2.6. Báze z p¯edchozího d˘sledku je Jordanova báze a získáme ji sjed-
nocením cyklick˝ch bází v jednotliv˝ch cyklick˝ch podprostorech Ti,j .

P¯i praktickém p¯evodu na Jordan˘v tvar nejd¯íve nalezneme invariantní podprostory
U = Ker gk = Ker(f � ⇠ id)k prvního rozkladu, pro kaædou vlastní hodnotu ⇠ zvláπª.
V kaædém z nich pak hledáme cyklické podprostory a cyklické báze postupem uveden˝m
v d˘kazu Tvrzení 13.2.3.
Zb˝vá rozhodnout, nakolik je Jordan˘v tvar matice lineární transformace urËen jed-

noznaËnÏ. Postup k nalezení Jordanovy báze, kter˝ jsme popsali, udává jednoznaËnÏ
vπechny Jordanovy buÚky Jr(⇠). »ísla ⇠ probíhají vπechny vlastní hodnoty, rozmÏr r je
urËen prost¯ednictvím diagram˘ (13) a poËet bunÏk s dan˝m rozmÏrem je urËen pro-
st¯ednictvím Ëísel n1 � n2 � · · · � nk, která jsou zase jednoznaËnÏ urËena formulemi
(14), kde g = f � ⇠ id. NeurËeno pak z˘stává pouze po¯adí Jordanov˝ch bunÏk.

CviËení. SpoËtÏte Jordan˘v tvar transponované matice AT. (V˝sledek: je t˝æ.) ⇤

13.2.3. Minimální polynom

Minimální polynom m˘æeme jednoduπe stanovit z Jordanova tvaru jako polynom

(x� ⇠1)µ1 · · · (x� ⇠s)µs ,

kde ⇠1, . . . , ⇠s jsou vlastní hodnoty lineární transformace, resp. matice a µ1, . . . , µs

jsou v˝πky (maximální délky sloupk˘) diagram˘ (13) pro jednotlivé vlastní hodnoty
⇠1, . . . , ⇠s. (Dokaæte jako cviËení.)

P¯íklad. Matice z posledního p¯íkladu má minimální polynom (x� 2)3(x� 3)2. ⇤

13.3. Jordan˘v tvar matice a kritérium podobnosti matic

P¯ipomeÚme, æe dvÏ Ëtvercové matice A,B jsou podobné, jestliæe existuje invertibilní
matice Q taková, æe B = QAQ�1. Zapisujeme A ⇡ B. Dále p¯ipomeÚme, æe matice
jedné a téæe lineární transformace v r˘zn˝ch bázích jsou si podobné (maticí Q je v tomto
p¯ípadÏ matice p¯echodu mezi bázemi).

Tvrzení 13.3.1. Kaædá Ëtvercová komplexní matice je podobná matici v JordanovÏ
tvaru.

D˘kaz. BuÔ A Ëtvercová komplexní matice typu n ⇥ n. Potom A je maticí lineární
transformace f : Cn ! Cn, u 7! Au. V JordanovÏ bázi má transformace f matici B
v JordanovÏ tvaru. Pak B ⇡ A. ⇤
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Definice 13.3.1. Matice B z p¯edchozího d˘kazu je Jordan˘v tvar matice A.

Jordan˘v tvar je urËen jednoznaËnÏ aæ na po¯adí blok˘ a rozhoduje o podobnosti
matic:

Tvrzení 13.3.2. Matice jsou si podobné právÏ tehdy, kdyæ mají stejn˝ Jordan˘v tvar
aæ na po¯adí Jordanov˝ch blok˘.

D˘kaz. Jsou-li si matice A0, A00 podobné, pak zobrazení u 7! A0u, u 7! A00u mají stejné
charakteristické polynomy, stejné vlastní hodnoty a stejné jsou i dimenze a poËty in-
variantních podprostror˘ urËené diagramy (13) a formulemi (14) (cviËení). Proto jsou
stejné i Jordanovy tvary.
Naopak, buÔte B0 ⇡ A0 a B00 ⇡ A00 Jordanovy tvary matic A0 a A00. Jestliæe se B0 a

B00 liπí jen po¯adím Jordanov˝ch blok˘, pak jsou si podobné (cviËení), naËeæ A0 ⇡ B0 ⇡
B00 ⇡ A00. ⇤
CviËení. Dokaæte, æe pro libovolnou Ëtvercovou matici platí A ⇡ AT.
Návod: Dokaæte postupnÏ
(i) J ⇡ JT pro libovolnou Jordanovu matici J (staËí zp¯eházet vektory v JordanovÏ
bázi);

(ii) je-li A ⇡ J , pak AT ⇡ JT. ⇤
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14. Skalární souËin

OznaËení. »íslo komplexnÏ sdruæené k Ëíslu z oznaËujeme z. Je-li A = (Ai
j) matice,

oznaËujeme A =
⇣
Ai

j

⌘
.

Definice 14.0.1. BuÔ V vektorov˝ prostor nad P , kde P = R nebo P = C. Zobrazení
g : V ⇥ V ! P je skalární souËin na V, jestliæe pro libovolné u, v, w 2 V a p 2 P platí
(1) g(u+ v, w) = g(u,w) + g(v, w);
(2) g(pu, v) = pg(u, v);
(3) g(u, v) = g(v, u);
(4) g(v, v) > 0 pro v 6= 0.

»íslo g(v, v) je reálné pro kaæd˝ vektor v, i v p¯ípadÏ, æe P = C (cviËení). Díky tomu
lze ve Ëtvrté vlastnosti porovnávat g(v, v) s 0.

První dvÏ vlastnosti znamenají, æe skalární souËin je lineární v prvním argumentu,
t¯etí vlastnost je v reálném p¯ípadÏ symetrie, v komplexním p¯ípadÏ kosá symetrie,
Ëtvrtá vlastnost je pozitivní definitnost.

Definice 14.0.2. Vektorov˝ prostor nad P se skalárním souËinem je prostor se skalár-
ním souËinem. Pokud P = R, skalární souËin je eukleidovsk˝ a prostor je eukleidovsk˝.
Pokud P = C, skalární souËin je hermiteovsk˝ a prostor je hermiteovsk˝ nebo unitární.

OznaËení. Nem˘æe-li dojít k nedorozumÏní, místo g(u, v) píπeme jen (u, v).

Tvrzení 14.0.1. BuÔ V prostor se skalárním souËinem nad P. Pro libovolné u, v, w 2 V
a p 2 P platí
(1) (u, v + w) = (u, v) + (u,w);
(2) (u, pv) = p(u, v);
(3) (0, v) = (v, 0) = 0;
(4) (v, v) = 0, v = 0.

D˘kaz. (1)

(u, v + w) = (v + w, u) = (v, u) + (w, u) = (v, u) + (w, u) = (u, v) + (u,w).

(2)

(u, pv) = (pv, u) = p(v, u) = p(v, u) = p(u, v).

(3)

(0, v) = (0 · v, v) = 0 · (v, v) = 0 a (v, 0) = (0, v) = 0.
(4) D˘sledek podmínky (4) v definici skalárního souËinu a p¯edchozího bodu (3). ⇤
Podle (1) a (2) v p¯edchozím tvrzení Eukleidovsk˝ skalární souËin je lineární i v dru-

hém argumentu.

P¯íklad. (1) Standardní skalární souËin na Rn. Pro x, y 2 Rn, x = (x1, . . . , xn), y =
(y1, . . . , yn),

(x, y) = x1y1 + · · ·+ xnyn.

(2) Standardní skalární souËin na Cn. Pro x, y 2 Cn, x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn),

(x, y) = x1y1 + · · ·+ xnyn.
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(3) BuÔte a1, . . . , an kladná reálná Ëísla. Zobrazení Rn ⇥ Rn ! R, které vektor˘m
x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) 2 Rn p¯i¯adí Ëíslo

(x, y) = a1x
1y1 + · · ·+ anx

nyn,

je skalární souËin na Rn.
(4) BuÔte a1, . . . , an kladná reálná Ëísla. Zobrazení Cn ⇥ Cn ! C, které vektor˘m
x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) 2 Cn p¯i¯adí Ëíslo

(x, y) = a1x
1y1 + · · ·+ anx

nyn,

je skalární souËin na Cn.
(5) Zobrazení, které maticím A,B 2 Rm⇥n p¯i¯adí Ëíslo

(A,B) =
mX

i=1

nX

j=1

Ai
jB

i
j ,

je skalární souËin na Rm⇥n.
(6) Zobrazení, které maticím A,B 2 Cm⇥n p¯i¯adí Ëíslo

(A,B) =
mX

i=1

nX

j=1

Ai
jB

i
j ,

je skalární souËin na Cm⇥n.
(7) Zobrazení, které spojit˝m reáln˝m funkcím f, g na intervalu [0, 2⇡] p¯i¯adí reálné
Ëíslo

(f, g) =
Z 2⇡

0
f(x)g(x)dx,

je skalární souËin na prostoru vπech spojit˝ch reáln˝ch funkcí na intervalu [0, 2⇡]. ⇤

14.1. Délka (norma) vektoru

P¯ipomeÚme, æe (v, v) 2 R a (v, v) � 0 pro kaædé v.

Definice 14.1.1. BuÔ V prostor se skalárním souËinem, v 2 V. Délka nebo norma
vektoru v je Ëíslo

kvk =
p
(v, v).

Definice 14.1.2. Vektor délky 1 je jednotkov˝ nebo normovan˝.

Délka vektoru tedy závisí na skalárním souËinu, a tak uvedené znaËení lze pouæít jen,
je-li jasné, kter˝ skalární souËin je uvaæován a nem˘æe dojít k nedorozumÏní.

P¯íklad. (1) MÏjme standardní skalární souËin na R2. Délka vektoru (1, 2) je
p
5.

(2) Na R2 mÏjme skalární souËin ((x1, x2), (y1, y2)) = x1y1+2x2y2. Délka vektoru (1, 2)
je 3.
(3) Na prostoru vπech spojit˝ch reáln˝ch funkcí na intervalu [0, 1] mÏjme skalární souËin

(f, g) =
Z 1

0
f(x)g(x)dx.
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Takæe délka (norma) funkce f je

kfk =

sZ 1

0
(f(x))2dx.

Pokud, nap¯íklad, f(x) = x, potom

kfk =

sZ 1

0
x2dx =

1p
3
. ⇤

Tvrzení 14.1.1. BuÔ V prostor se skalárním souËinem nad P. Pro libovolné v 2 V
a p 2 P platí
(1) kvk � 0, navíc kvk = 0 právÏ tehdy, kdyæ v = 0,
(2) kpvk = |p|kvk,
(3) jestliæe v 6= 0, pak

����
v

kvk

���� = 1.

D˘kaz. (1) Jednoduch˝ d˘sledek definice skalárního souËinu a Tvrzení 14.0.1.
(2) kpvk =

p
(pv, pv) =

p
pp(v, v) =

p
|p|2(v, v) = |p|

p
(v, v) = |p|kvk.

(3) CviËení. ⇤
Lemma 14.1.2. (1) re(u, v) = 1

2(ku+ vk2 � kuk2 � kvk2)
(2) im(u, v) = 1

2(ku+ ivk
2 � kuk2 � kvk2)

D˘kaz. (1)

ku+ vk2 = (u+ v, u+ v) =

= (u, u) + (u, v) + (v, u) + (v, v) =

= (u, u) + (u, v) + (u, v) + (v, v) =

= kuk2 + 2 re(u, v) + kvk2

Z toho dostaneme

re(u, v) = 1
2(ku+ vk2 � kuk2 � kvk2)

(2)

ku+ ivk2 = (u+ iv, u+ iv) =
= (u, u) + (u, iv) + (iv, u) + (iv, iv) =

= (u, u)� i(u, v) + i(u, v) + (v, v) =
= kuk2 + 2 im(u, v) + kvk2

Z toho dostaneme

im(u, v) = 1
2(ku+ ivk

2 � kuk2 � kvk2) ⇤

14.2. Nerovnosti

Tvrzení 14.2.1 (Cauchyho-BuÚakovského-Schwarzova nerovnost). Nechª V je prostor
se skalárním souËinem a u, v 2 V. Pak

|(u, v)|  kukkvk.
Rovnost nastává právÏ tehdy, kdyæ {u, v} je lineárnÏ závislá mnoæina.



158 Skalární souËin

D˘kaz. Je-li u = 0 nebo v = 0, (ne)rovnost platí a {u, v} je lineárnÏ závislá mnoæina.
Nechª u 6= 0 a v 6= 0. StaËí dokazovat p¯ípad kuk = kvk = 1; obecn˝ se na nÏj p¯evede

zámÏnou u za u/kuk a v za v/kvk (cviËení). V eukleidovském p¯ípadÏ máme

0  1
2
ku± vk2 = 1

2
(u± v, u± v) =

1
2
((u, u)± (u, v)± (v, u) + (v, v))

= 1± (u, v).
Odtud ⌥(u, v)  1, a tedy |(u, v)|  1.
Jestliæe platí rovnost |(u, v)| = 1, pak (u, v) = ±1, naËeæ 0 = 1⌥ (u, v) = 1

2ku⌥ vk2,
a tedy u⌥ v = 0 a {u, v} je lineárnÏ závislá mnoæina. ⇤
D˘leæit˝ d˘sledek Cauchyho–BuÚakovského–Schwarzovy nerovnosti je následující tvr-

zení, které je známé jako trojúhelníková nerovnost.

Tvrzení 14.2.2 (Trojúhelníková nerovnost). Nechª V je prostor se skalárním souËinem
a u, v 2 V. Pak

ku+ vk  kuk+ kvk.
Rovnost nastává právÏ tehdy, kdyæ {u, v} je lineárnÏ závislá mnoæina.

D˘kaz.

ku+ vk2 = (u+ v, u+ v) = (u, u) + (u, v) + (u, v) + (v, v) =

= kuk2 + 2 re(u, v) + kvk2  kuk2 + 2|(u, v)|+ kvk2 
 kuk2 + 2kukkvk+ kvk2 = (kuk+ kvk)2

Zbytek d˘kazu je jednoduché cviËení. ⇤


