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6. prednaska, 25. 3. 2024

13.1.3. Prvni rozklad linearni transformace

Tvrzeni 13.1.3. Bud q anulujici polynom linedrni transformace f:V — V a necht
existuje rozklad ¢ = q1-- - qn, kde q1, ..., qn jsou po dvou nesoudélné (D(q;,q;) = 1 pro
i#3j). Proi€{l,...,n} oznaéme U; = Ker¢;(f). Pak plati:

(1) kazdy podprostor U; je invariantni;

(8) pro kazdéi € {1,...,n} polynom ¢; je anulujicim polynomem transformace f|y,.
Dikaz. (1) Necht u € U;, tj. ¢;(f)(u) = 0. Potom

() (f(w) = (a(f) o f)w) = (f o a(f))(w) = fla(f)(w) = f(0) =0
(pouzili jsme to, ze f a ¢;(f) spolu komutuji podle Disledku Tvrzeni 11.5.7). Tudiz,
(2) Nejdiive pfipad n = 2. Necht ¢ = ¢1¢g2 a D(q1,q2) = 1. Pak existuji polynomy
p1, p2 takové, ze 1 = q1p1 + qops. Dosazenim f ziskdvame rovnost

id = qi(f) o p1(f) + @2(f) o p2(f);
takze pro libovolny vektor v € V plati

v =@ () P1(F)©) + () P2(f)(v)). (12)

Ukazme, ze prvni séitanec q1(f)(p1(f)(v)) z (12) lezi v Us. Oznacime-li w = p1(f)(v),
sta¢i ovétit, ze ¢1(f)(w) € Kerga(f):

a2(f)(q1(f)(w)) = (q2(f) o q1(f))(w) = (q2q1) (f)(w) = q(f)(w) =0,

protoze g je anulujici polynom pro f. Podobné se ukéze, ze druhy ze s¢itanci lezi v Uy.
Tudiz, v € Uy + Us. Protoze v byl libovolny vektor z V', mame V = U; + Us.

Ukazme jesté, ze Uy NUz = 0. Necht tedy v € Uy NUq, tj. q1(f)(v) = 0 a g2(f)(v) = 0.
Rovnost (12) plati i po zaméné p < ¢ (protoze p;(f) a ¢;(f) spolu komutuji podle
Dusledku Tvrzeni 11.5.7), nacez

v =p1(f) (@ ()W) +p2(f)(q2(f)(v)) = p1(f)(0) + p2(f)(0) =0,

protoze p1(f), p2(f) jsou linedrni zobrazeni. Dokézali jsme tedy, ze V = U;+Us.
Obecny pripad n > 2 se dokaze indukci (cviceni).
(3) Polynom ¢; je anulujicim polynomem transformace f|y,, protoze Kerg;(f) = Ui,
nacez

Ker qi(f[v;) = Ker(¢i(f)|v,) = Ui N Ker q;(f) = Us, a tedy q:(f|v,) = 0. O
Tvrzeni 13.1.4. Necht existuje primy rozklad V. = Uy+Us, kde Uy,Us jsou invari-
antni podprostory vzhledem k linedrni transformaci f. Zvolme néjakou bdzi (e1, ..., en)
podprostoru Uy a néjakou bdzi (em+1, ..., €n) podprostoru Us. Pak (e1,...,e,) je baze
prostoru V' a transformace f v ni md matici tvaru

Al ooAL o ... 0

A= AT ... AT 0 0
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o ... 0 Ay, ... A}
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Oznacime-li

1 1 m+1 +1
Al AL ATl A
A= s A= : N
m m n n
AT AT noo...  An

pak A; je matice linedrni transformace f|y,.

Dikaz. Ovéite, ze (eq,...,ep) je baze prostoru V.

Prvnich m sloupki matice A je tvofeno souradnicemi vektori f(e1),. .., f(en) v bazi
(e1,...,en). Vektory f(e1),..., f(em) ovSsem lezi v U; s bazi (e, ..., ey), takze koefici-
enty u vektorli e,,41, ..., e, v prislusné linedrni kombinaci budou nulové.

Ovéite, ze A; je matice linedrni transformace f|y, vzhledem k bézi (eq, ..., en).

Zbytek analogicky. O

O shora uvedené matici A fikame, ze je v blokové diagondlnim tvaru s bloky Aj, Ag
na diagonale. Strucné zapisujeme

(A0
A_<0 A2>.

Rikdme téz, ze A je primy soucet submatic Ay a As.
Podobné se v piipadé piimého souétu V = U+ ...+U, invariantnich podprostort

Ui, ...,U, matice zobrazeni f rozpada na pfimy soucet submatic Ay, ..., A, odpovida-
jicich linedrnim zobrazenim f|y,, ..., flu,:

Ay 0 ... 0

0 Ay, ... O

0o 0 ... A,

O matici A rovnéz pravime, Ze je blokové diagondini.

V idealnim piipadé lze prostor V' rozlozit na piimy soucet jednorozmeérnych inva-
riantnich podprostorti, generovanych vlastnimi vektory, coz je nam jiz znamy piipad
diagonalizovatelné matice.

Priklad. Necht

1 -1 1
A= 0 2 -1
-1 0 2

Charakteristicky polynom je 3 — 522 4+ 9x — 5 = (z — 1)(2? — 4z + 5) (ovéite). Vidime,
7e polynom x4 je sou¢inem nesoudélnych polynomt ¢; = = — 1 a qo = 2 — 4z + 5.

Matice A pfedstavuje linedrni zobrazeni a: R3 — R3, u +— Au. Pocitejme U; =
Ker g1 () = Ker(a —id). Jadro Ker(a — id) vypocteme fesenim rovnice (o —id)(u) = 0,
coz je homogenni soustava s matici

1 -1 1 100 0 -1 1
@pA)=A-E=[ 0 2 -1|-(o10|=] 0 1 -1
-1 0 2 00 1 -1 0 1

a fundamentalnim fesenim e; = (1,1, 1) (ovéite). Dostavame jednorozmérny invariantni
podprostor

Up =Kerqi(a) =[(1,1,1)].
Podobné Uy = Ker g2(a) = Ker(a? — 4a + 5id). Toto jadro vypocteme fesenim rovnice

(o — 4a + 5id)(u) = 0,
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coz je homogenni soustava s matici

@A) = A? —4A + 5E =

—_ =

1
1
1

S OO

a fundamentélnim feSenim ey = (0,0,1),e3 = (1,—1,0) (ovéite). Dostavame dvojroz-
mérny invariantni podprostor

Us = Ker g2(ax) = [(0,0,1), (1, —1,0)].

Ziskali jsme (a) piimy rozklad R3 = U;+U, na invariantni podprostory Uy a Us;
(b) ,novou* bazi (e1, ea, e3). Matici pfechodu od ,staré” kanonické béze k ,nové“ bazi
ozna¢me Q. Inverzni matice Q™! je matice pfechodu od ,nové“ baze ke kanonické bazi.
Tedy

/2 1/2 0 10 1
Q=1-1/2 -1/2 1| a Q'=[1 0 -1
/2 —-1/2 0 11 0

Matice zobrazeni o vzhledem k ,nové“ bazi je tedy blokové diagonalni matice

10 0
QAQ'=10 2 —-1]|. O
01 2

Piiklad. Necht a: R3 — R3 je linearni zobrazeni, jehoZ matice vzhledem ke kanonické
(,staré*) bézi ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) je

1 -1 2
A=1|3 -3 6
2 -2 4
Charakteristicky polynom matice 4 je xa = —2?(z — 2) a miiZeme jej zapsat jako
soucin nesoudélnych polynomi ¢; = —2% a ga = x—2. Vlastni ¢isla jsoud; =0a Ay =2.
Tedy
-2 2 -4 -1 -1 2
q(A)=-A*=|[-6 6 —12| a @A) =A-2E=| 3 -5 6
-4 4 -8 2 =2 2

Potom U; = Kergq;(A) = Ker(—A?%) je mnozina viech feseni homogenni soustavy
linearnich rovnic s matici —A? a U = Ker g2(A) = Ker(A —2F) je mnozina viech feseni
homogenni soustavy linearnich rovnic s matici A — 2E. Tedy U; = [(—2,0,1),(1,1,0)]
alUs =1(1,3,2)].

Takze prostor R? je piimym souétem invariantnich podprostortt Uy, Us a vektory
(-2,0,1),(1,1,0),(1,3,2) tvoii ,novou“ bazi prostoru R3. Matice pfechodu od ,staré"
baze k ,nové“ bazi je

-1 -2 11
Q=1-3/2 5/2 01 3
1/2 —-1/2 1 0 2
a matice zobrazeni o vzhledem k ,nové“ bazi je
0 00
=Q-A-Q'=(0 0 0f. O
0 0 2
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13.2. Druhy rozklad linearni transformace

Umluva. Vsude P = C.

V prednésce o vlastnich vektorech jsme se seznamili s diagonalizovatelnymi transfor-
macemi. V bazi slozené z vlastnich vektorti v; maji diagonalni matici s vlastnimi ¢isly
A; na diagonéle.

Obecna linearni transformace nemusi mit bazi sloZenou z vlastnich vektorti. Nicméné,
jak ukézeme, lze zkonstruovat jinou vyznamnou bézi — Jordanovu. Matice linedrni
transformace v Jordanové bazi je tzv. Jordanova matice. Opét mé na diagonéle vlastni
Cisla, ale muze obsahovat i nenulové prvky v fadé sousedici s diagonalou (v8echny ovSem
rovny 1).

Vychodiskem pro nalezeni Jordanovy baze bude prvni rozklad, pfislusny rozkladu
charakteristického polynomu (nebo libovolného jiného anulujicitho polynomu) x s na ne-
soudélné soucinitele. Pii P = C ovSem existuje rozklad na kofenové ¢initele

Xp=(@—&)M o (w— &), & #£E& proi # j,

a pro i # j jsou polynomy (z — &)¥ a (x — &;)* nesoudélné. Invariantni podprostory
prvniho rozkladu pak jsou

U; = Ker(f — & id)".

Na jednotlivych invariantnich podprostorech vznikaji restrikce f|y, : U; — U;. Oznadime-
li g; = f — &id, pak Ker g = Uj, a tedy (g|u,)" = 0.

Ma tedy smysl studovat transformace f: U — U takové, ze pro nékteré ¢islo £ trans-
formace g = f —£id splituje g = 0. Vysledky pouzijeme pro U = U; a g = f|y, — & idy,,
1=1,...,s.

13.2.1. Rozklad na soucdet cyklickych podprostoru

Definice 13.2.1. Transformace g: U — U (resp. ¢tvercovd matice B) se nazyva nil-
potentni, jestlize existuje celé ¢islo k > 1 takové, ze g% = 0 (resp. B¥ = 0).

Cviceni. Transformace g je nilpotentni pravé tehdy, kdyz je jeji matice B (v libovolné

bézi) nilpotentni. O
Definice 13.2.2. Podprostor T C U se nazyva cyklicky vzhledem k transformaci
g: U — U, jestlize mé bazi (e1, ea,. .., e,) takovou, ze
g(el) = €2, 9(62) = €3, ey g(en—l) = €n, g(en) =0.
Bézi (e, e9,...,e,) nazyvame cyklickd bdze.
Schematicky,

e1—reg—>---ep_1—re, —>0.
g g g g
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Definice 13.2.3. Matice

€0 £ 00
nO=© wo=(5 7). wo=(1 ¢ o),
01 ¢
€000
ne=g 8 2 1. ata
00 1 ¢

se nazyvaji Jordanovy bloky (téz Jordanovy buriky).

Tvrzeni 13.2.1. Bud T cyklicky podprostor nilpotentni transformace g, bud f = g +
£id. Pak

(1) T je invariantni vzhledem k linedrnim transformacim g i f;

(2) glr md v cyklické bdzi matici J,(0);

(8) flr ma v cyklické bazi matici Jy,(§).

Diikaz. Cviceni. ]

Casto se setkavame s jinou definici Jordanovych bunék — jednicky stoji v fadé tésné
nad diagonélou. To odpovida opa¢nému poradi vektoru cyklické baze, tj. (en, ..., e2,€1).

Lemma 13.2.2. Bud h: U — V linedrni zobrazeni mezi konecnérozmérnymi vektoro-
vyma prostory. Zvolme libovolné bazi v Ker h a doplnime ji do baze v U nejakymi vektory
€l,...,em. Pak vektory h(e1),...,h(em) tvort bdzi v Im h.

Diikaz. Cviceni (viz dukaz formule dim U = dim Ker h+dimIm A v Tvrzeni 11.2.3). O

Tvrzeni 13.2.3. Bud g: U — U nilpotentni transformace. Pak existuji cyklické pod-
prostory Ty, ..., T, C U takové, Ze U = T+ ---+T,.

Dikaz. Tvrzeni dokdzeme uvedenim praktického algoritmu pro nalezeni cyklickych pod-
prostorti a jejich cyklickych bazi. Popis algoritmu tvoii véty psané kurzivou.

Méme U = Ker g* pro jisté k (protoze g je nilpotentni). Bez Gijmy na obecnosti je
¢islo k minimalni, to jest, g*~! # 0, a tudiz Ker g*~1 £ U.

1. Zvolime libovolné bdzi v Ker g*~1 a doplnime ji do bdze v U = Ker g* néjakymi vektory

€1,--+,Emy-
Podle lemmatu vektory g¥~!(e1),...,g" 1(em,) tvoii bazi v Im g1 a jsou tedy
linearné nezavislé. Navic, jelikoz ¢* = 0, mame g(e1), ..., g(em,) € Ker g*~1.

2. Zvolime libovolné bdzi v Ker g* =2 a priddme k ni vektory g(e1),. .., g(em,) € Ker ¢~ 1.

Tato sestava je linedrné nezavisla. Skutecné, vezméme si linearni kombinaci vSech
vektorti z této sestavy, kterd je rovna nulovému vektoru. Mame tedy skalary

€1y, Cmy, takové, Ze cig(er) + --- + cmyg(em,) € Kergh~2. Pak oviem 0 =
gk_Q(Clg(el) + ot emglem,)) = Clgk_l(el) +oee Cm1gk_1(em1)v a tedy c1 =
<o = ¢y = 0, protoze vektory g 1(e1),. .., " H(em,) jsou linedrné nezavislé (viz

vyse). A potom také ostatni koeficienty v uvazované linearni kombinaci jsou nulové,
protoze prislusné vektory tvori bazi.
Sestavu doplnime do bdze v Ker g" 1 néjakymi vektory em,+1, - - -, €my-
Tim se vlastné baze v Kerg" 2 doplni do baze v KergF~ ! vektory
g(e1),. . 9(emy), €my+1s---s€my. Z lemmatu potom vyplyva, Ze vektory
g Her), o g emy) 672 (em41)s - - -, 952 (emy) tvoid bézi v Im(g" 2 ke gi-1)
a jsou tedy linedrné nezavislé.
k—3

1

3. Zvolime libovolné bdzi v Ker g*=3 a pripojime k ni vektory g?(e1), ..., g*(emy), 9(€mys1),

., g(em,) € Ker gk=2.
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Tato sestava je linedrné nezavisla. Skutecné, vezméme si linearni kombinaci
vSech vektorti z této sestavy, kterd je rovna nulovému vektoru. Mame tedy
skaldry c1,...,Cmys Cmytls---sCmy, takové, Ze cig’(e1) + -+ + cmg%(emy) +
Cmy419(€myt1) + -+ Cmag(em,) € Ker gF=3. Pak oviem 0 = ¢"3(c19%(e1) +--- +
legz(eml ) + cm1+lg(em1+1) +eeet Cm2g(€m2)) = Clgkil (61) +eee Cm1gk71(em1 ) +
Cm1+1gk72(€m1+1) +eee cm29k72(€m2)7 atedy g = -+ = Cmy = Cmi4+1 = =
Cm, = 0, protoze vektory ¢*1(e1),..., g em,), 9" 2(emys1), - - > 9" 2(em,) jsou
linedrné nezavislé (viz vyse). A potom také ostatni koeficienty v uvazované linearni
kombinaci jsou nulové, protoze prislusné vektory tvori bézi.

U = Ker ¢¥
€1 ... Emy
4 N
Ker gF—1
® ... @ €4l ... Emy
4 I
Ker gF—2
e ... © [ ] oo @ Cmot] - Epg
4 N
Ker gF—3
o ... o e ... o ° cee ® Cmadl .. €y
4 N
~
Sestavu doplnime do bdze v Ker ¢*=2 néjakymi vektory €ma+ls- -3 Cms-
Tim jsme tedy bézi v Kergt3 dophili do baze v Kergb¥ 2 vektory
gi(el), e ,g2(ekm1), g(emlzl), ooy g(emsy), e,;?“, e ,eyzg. A potomk vektory
g 71(61)7 -eesg 71(em1)7g 72(em1+1)7 -5 g 72(em2)7g 73(em2+1)7 -5 g 73(em3)

tvor{ podle lemmatu bazi v Im(g* 3|, s—2) a jsou tedy linearné nezavislé.

Podobnych krokt provedeme k (v poslednim kroku dopliiujeme béazi podprostoru
Ker g° = Kerid = {0} do baze v podprostoru Ker g).
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Z uvedeného postupu vyplyva, ze celkové ziskdme bazi

€1,---3Emy,

9(61)7 cee ag(6m1)76m1+17 <5 €mg,

92(61)7 s ,92(€m1),g(€m1+1), s 7g(eTrL2)7 €mao+15---5Emg;

gk_1(61)7 s agk_l(em1)>gk_2(em1+l)7 s agk_z(emg)a
gk_3(6m2+1)7 R ’gk_3(em3)? sy Cmp_ 11y Emy

v prostoru U. Podprostory
lei,g(e1),. .. ,gkil(el)]], oo [emys g(emy), - - ,gkil(eml)]],

[[€m1+1,g(€m1+1), R >gk_2(€m1+1)]]7 ceey [[emzvg(em2)7 s 7gk_2(em2)]]?

[[emk—1+1]]7 SRR [[emk]]
jsou pak cyklické podprostory s pfislusnymi cyklickymi bazemi.
Oznacime-li pocet téchto cyklickych podprostortu r := Z?Zl m; a jednotlivé podpro-
story T; prot=1,...,r, dostavame U =T} + - - - + T,.. Jelikoz dim T} + - - - +dim 7T, =
dim(7y + - - - 4+ T}), podle Tvrzeni 10.3.3 se jednd o pfimy soucet podprostoru. ]

Nalezli jsme cyklické podprostory a v kazdém z nich cyklickou bazi. Situaci mizeme
zndzornit diagramem, jehoz vrcholy jsou vektory cyklickych bazi a Sipky znamenaji
zobrazeni g:

(13)

0O<—0<— 0
0o<—0<— 0
oe<—0<— 0

o<—0
o<—0

o o
o o
Sloupky znamenaji jednotlivé cyklické podprostory. Vektory spodni fady se zobrazuji na

nulovy vektor. Tvofi vlastné bazi v Ker g = Ker(f — £id) = V¢, coz je prostor vlastnich
vektori s vlastnim ¢islem £. Tudiz, pocet sloupktt = pocet cyklickych podprostort =

dim V¢.
Velftory dolnich j tadki tvoii bazi v Ker g/. V j-tém fadku zdola je proto pravé
kt1—j
n; = dimKer g/ — dimKer ¢/ ! = Z m; (14)
=1
bodt, kde m; jsou koeficienty z diikazu piedchoziho tvrzeni. Cisla ny > ng > -+ >

ny jednoznacné urcuji délky radkd diagramu, a tim i pocty cyklickych podprostori
prislusnych dimenzi.

Formule (14) ukazuje, ze ¢isla n; > ng > --- > ny zavisi jen a jen na nilpotentni
transformaci ¢ a nikoliv na konkrétnim postupu, kterym byly ziskany jednotlivé cyklické
baze. Jsou to invarianty linedrni transformace g.



