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6. p¯ednáπka, 25. 3. 2024

13.1.3. První rozklad lineární transformace

Tvrzení 13.1.3. BuÔ q anulující polynom lineární transformace f : V ! V a nechª
existuje rozklad q = q1 · · · qn, kde q1, . . . , qn jsou po dvou nesoudÏlné (D(qi, qj) = 1 pro
i 6= j). Pro i 2 {1, . . . , n} oznaËme Ui = Ker qi(f). Pak platí:

(1) kaæd˝ podprostor Ui je invariantní;
(2) V = U1+̇ · · · +̇Un;
(3) pro kaædé i 2 {1, . . . , n} polynom qi je anulujícím polynomem transformace f |Ui.

D˘kaz. (1) Nechª u 2 Ui, tj. qi(f)(u) = 0. Potom

qi(f)(f(u)) = (qi(f) � f)(u) = (f � qi(f))(u) = f(qi(f)(u)) = f(0) = 0

(pouæili jsme to, æe f a qi(f) spolu komutují podle D˘sledku Tvrzení 11.5.7). Tudíæ,
f(u) 2 Ui.
(2) Nejd¯íve p¯ípad n = 2. Nechª q = q1q2 a D(q1, q2) = 1. Pak existují polynomy

p1, p2 takové, æe 1 = q1p1 + q2p2. Dosazením f získáváme rovnost

id = q1(f) � p1(f) + q2(f) � p2(f),

takæe pro libovoln˝ vektor v 2 V platí

v = q1(f)(p1(f)(v)) + q2(f)(p2(f)(v)). (12)

Ukaæme, æe první sËítanec q1(f)(p1(f)(v)) z (12) leæí v U2. OznaËíme-li w = p1(f)(v),
staËí ovÏ¯it, æe q1(f)(w) 2 Ker q2(f):

q2(f)(q1(f)(w)) = (q2(f) � q1(f))(w) = (q2q1)(f)(w) = q(f)(w) = 0,

protoæe q je anulující polynom pro f . PodobnÏ se ukáæe, æe druh˝ ze sËítanc˘ leæí v U1.
Tudíæ, v 2 U1 + U2. Protoæe v byl libovoln˝ vektor z V , máme V = U1 + U2.
Ukaæme jeπtÏ, æe U1\U2 = 0. Nechª tedy v 2 U1\U2, tj. q1(f)(v) = 0 a q2(f)(v) = 0.

Rovnost (12) platí i po zámÏnÏ p $ q (protoæe pi(f) a qi(f) spolu komutují podle
D˘sledku Tvrzení 11.5.7), naËeæ

v = p1(f)(q1(f)(v)) + p2(f)(q2(f)(v)) = p1(f)(0) + p2(f)(0) = 0,

protoæe p1(f), p2(f) jsou lineární zobrazení. Dokázali jsme tedy, æe V = U1+̇U2.
Obecn˝ p¯ípad n > 2 se dokáæe indukcí (cviËení).
(3) Polynom qi je anulujícím polynomem transformace f |Ui , protoæe Ker qi(f) = Ui,

naËeæ

Ker qi(f |Ui) = Ker(qi(f)|Ui) = Ui \Ker qi(f) = Ui, a tedy qi(f |Ui) = 0. ⇤
Tvrzení 13.1.4. Nechª existuje p¯ím˝ rozklad V = U1+̇U2, kde U1, U2 jsou invari-
antní podprostory vzhledem k lineární transformaci f . Zvolme nÏjakou bázi (e1, . . . , em)
podprostoru U1 a nÏjakou bázi (em+1, . . . , en) podprostoru U2. Pak (e1, . . . , en) je báze
prostoru V a transformace f v ní má matici tvaru
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OznaËíme-li

A1 =

0

B@
A11 . . . A1m
...

...
Am
1 . . . Am

m

1

CA , A2 =

0

B@
Am+1

m+1 . . . Am+1
n

...
...

An
m+1 . . . An

n

1

CA ,

pak Ai je matice lineární transformace f |Ui.

D˘kaz. OvÏ¯te, æe (e1, . . . , en) je báze prostoru V .
Prvních m sloupk˘ matice A je tvo¯eno sou¯adnicemi vektor˘ f(e1), . . . , f(em) v bázi

(e1, . . . , en). Vektory f(e1), . . . , f(em) ovπem leæí v U1 s bází (e1, . . . , em), takæe koefici-
enty u vektor˘ em+1, . . . , en v p¯ísluπné lineární kombinaci budou nulové.
OvÏ¯te, æe A1 je matice lineární transformace f |U1 vzhledem k bázi (e1, . . . , em).
Zbytek analogicky. ⇤
O shora uvedené matici A ¯íkáme, æe je v blokovÏ diagonálním tvaru s bloky A1, A2

na diagonále. StruËnÏ zapisujeme

A =
✓
A1 0
0 A2

◆
.

ÿíkáme téæ, æe A je p¯ím˝ souËet submatic A1 a A2.
PodobnÏ se v p¯ípadÏ p¯ímého souËtu V = U1+̇ . . . +̇Un invariantních podprostor˘

U1, . . . , Un matice zobrazení f rozpadá na p¯ím˝ souËet submatic A1, . . . , An odpovída-
jících lineárním zobrazením f |U1 , . . . , f |Un :
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O matici A rovnÏæ pravíme, æe je blokovÏ diagonální.

V ideálním p¯ípadÏ lze prostor V rozloæit na p¯ím˝ souËet jednorozmÏrn˝ch inva-
riantních podprostor˘, generovan˝ch vlastními vektory, coæ je nám jiæ znám˝ p¯ípad
diagonalizovatelné matice.

P¯íklad. Nechª
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Charakteristick˝ polynom je x3� 5x2+9x� 5 = (x� 1)(x2� 4x+5) (ovÏ¯te). Vidíme,
æe polynom �A je souËinem nesoudÏln˝ch polynom˘ q1 = x� 1 a q2 = x2 � 4x+ 5.
Matice A p¯edstavuje lineární zobrazení ↵ : R3 ! R3, u 7! Au. PoËítejme U1 =

Ker q1(↵) = Ker(↵� id). Jádro Ker(↵� id) vypoËteme ¯eπením rovnice (↵� id)(u) = 0,
coæ je homogenní soustava s maticí
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a fundamentálním ¯eπením e1 = (1, 1, 1) (ovÏ¯te). Dostáváme jednorozmÏrn˝ invariantní
podprostor

U1 = Ker q1(↵) = [[(1, 1, 1)]].

PodobnÏ U2 = Ker q2(↵) = Ker(↵2 � 4↵+ 5 id). Toto jádro vypoËteme ¯eπením rovnice
(↵2 � 4↵+ 5 id)(u) = 0,
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coæ je homogenní soustava s maticí

q2(A) = A2 � 4A+ 5E =

0
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a fundamentálním ¯eπením e2 = (0, 0, 1), e3 = (1,�1, 0) (ovÏ¯te). Dostáváme dvojroz-
mÏrn˝ invariantní podprostor

U2 = Ker q2(↵) = [[(0, 0, 1), (1,�1, 0)]].

Získali jsme (a) p¯ím˝ rozklad R3 = U1+̇U2 na invariantní podprostory U1 a U2;
(b) „novouˇ bázi (e1, e2, e3). Matici p¯echodu od „staréˇ kanonické báze k „novéˇ bázi
oznaËme Q. Inverzní matice Q�1 je matice p¯echodu od „novéˇ báze ke kanonické bázi.
Tedy
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Matice zobrazení ↵ vzhledem k „novéˇ bázi je tedy blokovÏ diagonální matice
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P¯íklad. Nechª ↵ : R3 ! R3 je lineární zobrazení, jehoæ matice vzhledem ke kanonické
(„staréˇ) bázi ((1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)) je
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Charakteristick˝ polynom matice A je �A = �x2(x � 2) a m˘æeme jej zapsat jako
souËin nesoudÏln˝ch polynom˘ q1 = �x2 a q2 = x�2. Vlastní Ëísla jsou �1 = 0 a �2 = 2.
Tedy
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Potom U1 = Ker q1(A) = Ker(�A2) je mnoæina vπech ¯eπení homogenní soustavy
lineárních rovnic s maticí �A2 a U2 = Ker q2(A) = Ker(A�2E) je mnoæina vπech ¯eπení
homogenní soustavy lineárních rovnic s maticí A � 2E. Tedy U1 = [[(�2, 0, 1), (1, 1, 0)]]
a U2 = [[(1, 3, 2)]].
Takæe prostor R3 je p¯ím˝m souËtem invariantních podprostor˘ U1, U2 a vektory

(�2, 0, 1), (1, 1, 0), (1, 3, 2) tvo¯í „novouˇ bázi prostoru R3. Matice p¯echodu od „staréˇ
báze k „novéˇ bázi je
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a matice zobrazení ↵ vzhledem k „novéˇ bázi je

A0 = Q ·A ·Q�1 =
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13.2. Druh˝ rozklad lineární transformace

Úmluva. Vπude P = C.

V p¯ednáπce o vlastních vektorech jsme se seznámili s diagonalizovateln˝mi transfor-
macemi. V bázi sloæené z vlastních vektor˘ vi mají diagonální matici s vlastními Ëísly
�i na diagonále.
Obecná lineární transformace nemusí mít bázi sloæenou z vlastních vektor˘. NicménÏ,

jak ukáæeme, lze zkonstruovat jinou v˝znamnou bázi — Jordanovu. Matice lineární
transformace v JordanovÏ bázi je tzv. Jordanova matice. OpÏt má na diagonále vlastní
Ëísla, ale m˘æe obsahovat i nenulové prvky v ¯adÏ sousedící s diagonálou (vπechny ovπem
rovny 1).
V˝chodiskem pro nalezení Jordanovy báze bude první rozklad, p¯ísluπn˝ rozkladu

charakteristického polynomu (nebo libovolného jiného anulujícího polynomu) �f na ne-
soudÏlné souËinitele. P¯i P = C ovπem existuje rozklad na ko¯enové Ëinitele

�f = (x� ⇠1)k1 · · · (x� ⇠s)ks , ⇠i 6= ⇠j pro i 6= j,

a pro i 6= j jsou polynomy (x � ⇠i)ki a (x � ⇠j)kj nesoudÏlné. Invariantní podprostory
prvního rozkladu pak jsou

Ui = Ker(f � ⇠i id)ki .

Na jednotliv˝ch invariantních podprostorech vznikají restrikce f |Ui : Ui ! Ui. OznaËíme-
li gi = f � ⇠i id, pak Ker g

ki
i = Ui, a tedy (g|Ui)

ki = 0.
Má tedy smysl studovat transformace f : U ! U takové, æe pro nÏkteré Ëíslo ⇠ trans-

formace g = f�⇠ id splÚuje gk = 0. V˝sledky pouæijeme pro U = Ui a g = f |Ui �⇠i idUi ,
i = 1, . . . , s.

13.2.1. Rozklad na souËet cyklick˝ch podprostor˘

Definice 13.2.1. Transformace g : U ! U (resp. Ëtvercová matice B) se naz˝vá nil-
potentní, jestliæe existuje celé Ëíslo k � 1 takové, æe gk = 0 (resp. Bk = 0).

CviËení. Transformace g je nilpotentní právÏ tehdy, kdyæ je její matice B (v libovolné
bázi) nilpotentní. ⇤

Definice 13.2.2. Podprostor T ✓ U se naz˝vá cyklick˝ vzhledem k transformaci
g : U ! U , jestliæe má bázi (e1, e2, . . . , en) takovou, æe

g(e1) = e2, g(e2) = e3, . . . , g(en�1) = en, g(en) = 0.

Bázi (e1, e2, . . . , en) naz˝váme cyklická báze.

Schematicky,

e1�!
g

e2�!
g

· · · en�1�!
g

en�!
g
0.
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Definice 13.2.3. Matice

J1(⇠) = (⇠), J2(⇠) =
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se naz˝vají Jordanovy bloky (téæ Jordanovy buÚky).

Tvrzení 13.2.1. BuÔ T cyklick˝ podprostor nilpotentní transformace g, buÔ f = g +
⇠ id. Pak
(1) T je invariantní vzhledem k lineárním transformacím g i f ;
(2) g|T má v cyklické bázi matici Jn(0);
(3) f |T má v cyklické bázi matici Jn(⇠).

D˘kaz. CviËení. ⇤

»asto se setkáváme s jinou definicí Jordanov˝ch bunÏk — jedniËky stojí v ¯adÏ tÏsnÏ
nad diagonálou. To odpovídá opaËnému po¯adí vektor˘ cyklické báze, tj. (en, . . . , e2, e1).

Lemma 13.2.2. BuÔ h : U ! V lineární zobrazení mezi koneËnÏrozmÏrn˝mi vektoro-
v˝mi prostory. Zvolme libovolnÏ bázi v Kerh a doplÚme ji do báze v U nÏjak˝mi vektory
e1, . . . , em. Pak vektory h(e1), . . . , h(em) tvo¯í bázi v Imh.

D˘kaz. CviËení (viz d˘kaz formule dimU = dimKerh+dim Imh v Tvrzení 11.2.3). ⇤
Tvrzení 13.2.3. BuÔ g : U ! U nilpotentní transformace. Pak existují cyklické pod-
prostory T1, . . . , Tr ✓ U takové, æe U = T1+̇ · · · +̇Tr.

D˘kaz. Tvrzení dokáæeme uvedením praktického algoritmu pro nalezení cyklick˝ch pod-
prostor˘ a jejich cyklick˝ch bází. Popis algoritmu tvo¯í vÏty psané kurzívou.
Máme U = Ker gk pro jisté k (protoæe g je nilpotentní). Bez újmy na obecnosti je

Ëíslo k minimální, to jest, gk�1 6= 0, a tudíæ Ker gk�1 6= U .
1. Zvolíme libovolnÏ bázi v Ker gk�1 a doplníme ji do báze v U = Ker gk nÏjak˝mi vektory
e1, . . . , em1 .
Podle lemmatu vektory gk�1(e1), . . . , gk�1(em1) tvo¯í bázi v Im gk�1 a jsou tedy
lineárnÏ nezávislé. Navíc, jelikoæ gk = 0, máme g(e1), . . . , g(em1) 2 Ker gk�1.

2. Zvolíme libovolnÏ bázi v Ker gk�2 a p¯idáme k ní vektory g(e1), . . . , g(em1) 2 Ker gk�1.
Tato sestava je lineárnÏ nezávislá. SkuteËnÏ, vezmÏme si lineární kombinaci vπech
vektor˘ z této sestavy, která je rovna nulovému vektoru. Máme tedy skaláry
c1, . . . , cm1 , takové, æe c1g(e1) + · · · + cm1g(em1) 2 Ker gk�2. Pak ovπem 0 =
gk�2(c1g(e1) + · · · + cm1g(em1)) = c1gk�1(e1) + · · · + cm1g

k�1(em1), a tedy c1 =
· · · = cm1 = 0, protoæe vektory g

k�1(e1), . . . , gk�1(em1) jsou lineárnÏ nezávislé (viz
v˝πe). A potom také ostatní koeficienty v uvaæované lineární kombinaci jsou nulové,
protoæe p¯ísluπné vektory tvo¯í bázi.

Sestavu doplníme do báze v Ker gk�1 nÏjak˝mi vektory em1+1, . . . , em2.
Tím se vlastnÏ báze v Ker gk�2 doplní do báze v Ker gk�1 vektory
g(e1), . . . , g(em1), em1+1, . . . , em2 . Z lemmatu potom vypl˝vá, æe vektory
gk�1(e1), . . . , gk�1(em1), g

k�2(em1+1), . . . , g
k�2(em2) tvo¯í bázi v Im(g

k�2|Ker gk�1)
a jsou tedy lineárnÏ nezávislé.

3. Zvolíme libovolnÏ bázi v Ker gk�3 a p¯ipojíme k ní vektory g2(e1), . . . , g2(em1), g(em1+1),
. . . , g(em2) 2 Ker gk�2.
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Tato sestava je lineárnÏ nezávislá. SkuteËnÏ, vezmÏme si lineární kombinaci
vπech vektor˘ z této sestavy, která je rovna nulovému vektoru. Máme tedy
skaláry c1, . . . , cm1 , cm1+1, . . . , cm2 , takové, æe c1g2(e1) + · · · + cm1g

2(em1) +
cm1+1g(em1+1) + · · ·+ cm2g(em2) 2 Ker gk�3. Pak ovπem 0 = gk�3(c1g2(e1) + · · ·+
cm1g

2(em1)+cm1+1g(em1+1)+ · · ·+cm2g(em2)) = c1gk�1(e1)+ · · ·+cm1g
k�1(em1)+

cm1+1g
k�2(em1+1) + · · · + cm2g

k�2(em2), a tedy c1 = · · · = cm1 = cm1+1 = · · · =
cm2 = 0, protoæe vektory gk�1(e1), . . . , gk�1(em1), g

k�2(em1+1), . . . , g
k�2(em2) jsou

lineárnÏ nezávislé (viz v˝πe). A potom také ostatní koeficienty v uvaæované lineární
kombinaci jsou nulové, protoæe p¯ísluπné vektory tvo¯í bázi.

U = Ker gk

e1

✏✏

. . . em1

✏✏
Ker gk�1

•

✏✏

. . . •

✏✏

em1+1

✏✏

. . . em2

✏✏
Ker gk�2

•

✏✏

. . . •

✏✏

•

✏✏

. . . •

✏✏

em2+1

✏✏

. . . em3

✏✏
Ker gk�3

•

✏✏

. . . •

✏✏

•

✏✏

. . . •

✏✏

•

✏✏

. . . •

✏✏

em3+1

✏✏

. . . em4

✏✏
...

✏✏

...

✏✏

...

✏✏

...

✏✏

...

✏✏

...

✏✏

...

✏✏

...

✏✏

...

✏✏

...

✏✏
Ker g

•

,,

. . . •

++

•

**

. . . •

''

•

##

. . . •

✏✏

•

⇥⇥

. . . •

vv

•

tt

. . . •

ss0 emk�1+1
oo . . . emk
jj

Sestavu doplníme do báze v Ker gk�2 nÏjak˝mi vektory em2+1, . . . , em3.
Tím jsme tedy bázi v Ker gk�3 doplnili do báze v Ker gk�2 vektory
g2(e1), . . . , g2(em1), g(em1+1), . . . , g(em2), em2+1, . . . , em3 . A potom vektory
gk�1(e1), . . . , gk�1(em1), g

k�2(em1+1), . . . , g
k�2(em2), g

k�3(em2+1), . . . , g
k�3(em3)

tvo¯í podle lemmatu bázi v Im(gk�3|Ker gk�2) a jsou tedy lineárnÏ nezávislé.

Podobn˝ch krok˘ provedeme k (v posledním kroku doplÚujeme bázi podprostoru
Ker g0 = Ker id = {0} do báze v podprostoru Ker g).
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Z uvedeného postupu vypl˝vá, æe celkovÏ získáme bázi

e1, . . . , em1 ,

g(e1), . . . , g(em1), em1+1, . . . , em2 ,

g2(e1), . . . , g2(em1), g(em1+1), . . . , g(em2), em2+1, . . . , em3 ,

· · ·
gk�1(e1), . . . , gk�1(em1), g

k�2(em1+1), . . . , g
k�2(em2),

gk�3(em2+1), . . . , g
k�3(em3), . . . , emk�1+1, . . . , emk

v prostoru U . Podprostory

[[e1, g(e1), . . . , gk�1(e1)]], . . . , [[em1 , g(em1), . . . , g
k�1(em1)]],

[[em1+1, g(em1+1), . . . , g
k�2(em1+1)]], . . . , [[em2 , g(em2), . . . , g

k�2(em2)]],

. . .

[[emk�1+1]], . . . , [[emk ]]

jsou pak cyklické podprostory s p¯ísluπn˝mi cyklick˝mi bázemi.
OznaËíme-li poËet tÏchto cyklick˝ch podprostor˘ r :=

Pk
j=1mj a jednotlivé podpro-

story Ti pro i = 1, . . . , r, dostáváme U = T1 + · · ·+ Tr. Jelikoæ dimT1 + · · ·+ dimTr =
dim(T1 + · · ·+ Tr), podle Tvrzení 10.3.3 se jedná o p¯ím˝ souËet podprostor˘. ⇤
Nalezli jsme cyklické podprostory a v kaædém z nich cyklickou bázi. Situaci m˘æeme

znázornit diagramem, jehoæ vrcholy jsou vektory cyklick˝ch bází a πipky znamenají
zobrazení g:

•
✏✏

•
✏✏

•
✏✏

•
✏✏

•
✏✏

•
✏✏

•
✏✏

•
✏✏

•
✏✏

•
✏✏

• • • • • • • • • • • • •

(13)

Sloupky znamenají jednotlivé cyklické podprostory. Vektory spodní ¯ady se zobrazují na
nulov˝ vektor. Tvo¯í vlastnÏ bázi v Ker g = Ker(f � ⇠ id) = V⇠, coæ je prostor vlastních
vektor˘ s vlastním Ëíslem ⇠. Tudíæ, poËet sloupk˘ = poËet cyklick˝ch podprostor˘ =
dimV⇠.
Vektory dolních j ¯ádk˘ tvo¯í bázi v Ker gj . V j-tém ¯ádku zdola je proto právÏ

nj = dimKer gj � dimKer gj�1 =
k+1�jX

i=1

mi (14)

bod˘, kde mi jsou koeficienty z d˘kazu p¯edchozího tvrzení. »ísla n1 � n2 � · · · �
nk jednoznaËnÏ urËují délky ¯ádk˘ diagramu, a tím i poËty cyklick˝ch podprostor˘
p¯ísluπn˝ch dimenzí.
Formule (14) ukazuje, æe Ëísla n1 � n2 � · · · � nk závisí jen a jen na nilpotentní

transformaci g a nikoliv na konkrétním postupu, kter˝m byly získány jednotlivé cyklické
báze. Jsou to invarianty lineární transformace g.


