136 Vlastni vektory

5. prednéska, 18. 3. 2024

Vlastni hodnoty linearni transformace miuzeme hledat jako vlastni hodnoty matice
transformace.

Tvrzeni 12.2.5. Budte V koneénérozmérny vektorovy prostor nad polem P, f: V —V
linedrni transformace a A matice transformace f vzhledem k néjaké bdzi prostoru V.
Potom A € P je vlastni hodnota transformace f prdavé tehdy, kdyz \ je vlastni hodnota
matice A.

Dikaz. Tvrzeni vyplyva z toho, ze vektortim z V' jsou jednoznacné piitfazeny jejich sou-
fadnice (zobrazeni pfifazujici vektortim jejich soufadnice je izomorfismus), transformace
f je uréena svou matici A a soufadnice obrazu f(v) vektoru v o soufadnicich z jsou
rovny soucinu matic Ax, vSe vzhledem k jedné bazi. O

Vlastni hodnoty linearni transformace f tedy ziskdvame jako vlastni hodnoty matice
A transformace f vzhledem k néjaké bazi, tedy jako kofeny charakteristického polynomu
matice A. Pfi volbé jiné baze dostaneme jinou matici A’ transformace f, jejiz vztah k A
je A = QAQ™!, kde Q je matice pfechodu mezi bazemi. Je otdzkou, zda matice A a A’
maji stejné charakteristické polynomy a tedy stejné vlastni hodnoty.

Definice 12.2.2. Budte A, B ¢tvercové matice. Matice B je podobnd matici A, jestlize
existuje invertibilni matice @) takova, ze B = QAQ~!. Zapisujeme B ~ A.
Zobrazeni A — QAQ™" je podobnostni transformace.

Cviceni. Dokazte, Ze relace = je relace ekvivalence. O
Tvrzeni 12.2.6. Podobné matice maji stejné charakteristické polynomy.
Diikaz. Necht B = QAQ!. Potom
xB = det(B — AE) = det(QAQ ™! — AF) = det(QAQ ™! — QA\EQ™ 1) =
= det(Q(A—-AE)Q ) =det@ - det(A — \E) -det Q! =

:detQ-det(A—)\E)-detQ:det(A—)\E):XA. 0

Diky predchozimu tvrzeni miZzeme pomoci charakteristického polynomu matice defi-
novat charakteristicky polynom linearni transformace kone¢nérozmérného prostoru.

Definice 12.2.3. Bud f: V — V linearni transformace kone¢nérozmérného vektoro-
vého prostoru V. Charakteristicky polynom x s transformace f je roven charakteristic-
kému polynomu x4 matice A transformace f vzhledem k libovolné bazi.

Diky Tvrzeni 12.2.6 je pfedchozi definice korektni a kofeny charakteristického poly-
nomu transformace f jsou vSechny vlastni hodnoty transformace f.

Tvrzeni 12.2.7. Linedrni transformace n-rozmérného vektorového prostoru md nejvyse
n vlastnich hodnot.

Diikaz. Charakteristicky polynom je stupné n a mé tedy nejvyse n kofent. O

Definice 12.2.4. Necht f (resp. A) je linedrni transformace kone¢nérozmérného vek-
torového prostoru (resp. ¢tvercova matice) a A je jeji vlastni hodnota.

Algebraickd ndsobnost vlastni hodnoty A je jeji nasobnost jako kofene charakteristic-
kého polynomu transformace f (resp. matice A).

Geometrickd ndsobnost vlastni hodnoty A je dimenze podprostoru vlastnich vektoru
transformace f (resp. matice A) pfislusnych vlastni hodnoté A.
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12.3. Diagonalizovatelné transformace

Definice 12.3.1. Linearni transformace kone¢nérozmérného prostoru je diagonalizo-
vatelnd, jestlize mé vzhledem k néjaké bazi diagonalni matici.

Tvrzeni 12.3.1. Bud [: V — V linedrn{ transformace konecnérozmérného vektorového
prostoru V', (vi,...,v,) baze prostoru V a A matice transformace f vzhledem k uvedené
bazi. Potom

A0 .00
A= 0 A ... O
0 0 ... X\

pravé tehdy, kdyz \1, . .., A, jsou vlastni hodnoty transformace f a pro kazdéi € {1,...,n}
vektor v; je vlastni vektor prislusny vlastnimu cislu X;.

Dikaz. Cviceni. O

Dusledek. Linedrni transformace konecnérozmeérného prostoru je diagonalizovatelnd
prave tehdy, kdyZ existuje bdze prostoru tvorend vlastnimi vektory transformace.

Definice 12.3.2. Matice je diagonalizovatelnd, jestlize je podobna diagonalni matici.

Tvrzeni 12.3.2. Matice A typu n X n nad polem P je diagonalizovatelnd prdvé tehdy,
kdyz existuje baze prostoru P™ tvofend vlastnimi vektory matice A.

Diikaz. Cviceni. O

Tvrzeni 12.3.3. Linearni transformace koneénérozmérného vektorového prostoru je
diagonalizovatelnd prdve tehdy, kdyz jeji matice vzhledem k libovolné bazi je diagonali-
zovatelnd.

Diikaz. Bud f: V — V linearni transformace kone¢nérozmérného vektorového prostoru
V, (v1,...,v,) baze prostoru V a A matice transformace f vzhledem k uvedené bazi.
Predpokladejme, Ze transformace f je diagonalizovatelnd, tedy Zze vzhledem k néjaké
béazi ma diagonalni matici B. Potom B je podobna A, tedy A je diagonalizovatelna.
Predpokladejme, Ze A je diagonalizovatelnd, ¢ili je podobnd diagonalni matici B
a existuje tedy reguldrni matice @ takova, ze B = QAQ L Potom vektory z V, jejichZ
soutadnice vzhledem k bézi (v1, . .., v,) jsou pravé sloupky matice @), tvofi bazi prostoru
V, vzhledem k niz je matice transformace f pravé diagonalni matice B. Tedy, f je
diagonalizovatelna transformace. O

Tvrzeni 12.3.4. Budte vy, ...,v, nenulové vlastni vektory pFislusné po fadé riznym
vlastnim hodnotam A1, ..., N\, linedrni transformace f:V — V. Potom {vy,...,v,} je
linedrné nezavisld mnoZina.

Dikaz. Tvrzeni dokazeme matematickou indukci podle n. Pro n = 1 tvrzeni plati,
protoze v; # 0. Bud n > 1 a predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro n — 1, tedy Ze
mnozina {v1,...,v,—1} je linedrné nezavisla. Budte a1, ..., a,_1,a, skalary takové, ze

a1v1 + -+ ap—1Vp—1 + apv, = 0. (10)
Potom
(f = Apidy)(a1v1 4+ -+ - + ap—1Vp—1 + apvy) =
=a1(f = Anidy)(v1) + -+ an—1(f — A idv)(vn-1) + an(f — Anidy)(vn) =
=a1(M = AW)vr+ -+ a1 (An—1 — M) Un—1 + an(An — ) =
=a1(M1 = M)vr+ -+ an—1(An—1 — M) vp—1 =
= (f — A\ idy)(0) = 0.



138 Vlastni vektory

Podle indukéniho pfedpokladu mnozina {vy,...,v,_1} je linedrné nezavisla, takze
a1(A1 — M) = =ap—1(Ap—1 — Ap) =0.
Jelikoz vlastni hodnoty A1, ..., A, jsou navzajem ruzné, tedy A\; — A\, # 0 pro vSechna
ie€{l,...,n— 1}, dostdvame
ap=--=ap-1=0.

Po dosazeni do (10) dostaneme a,v, = 0 a tedy také a,, = 0, protoZe v, je nenulovy
vektor. Takze mnozina {v1,...,v,} je linedrné nezavisla. O

Dusledek. Md-li linedrni transformace n-rozmérného prostoru n vlastnich hodnot, je
diagonalizovatelna.

Diikaz. Jsou-li A1,..., A\, navzdjem ruzné vlastni hodnoty transformace f: V — V,
potom pro kazdé i € {1,...,n} existuje nenulovy vlastni vektor v; pfislusny \;. MnozZina
{v1,...,v,} je linedrné nezavisla a tvori tedy béazi prostoru V. Matice transformace f
vzhledem k bazi tvorené vlastnimi vektory je diagonalni, takZze f je diagonalizovatelna
transformace. O

Dusledek. Ma-li matice typu n X n n vlastnich hodnot, je diagonalizovatelnd.

P#iklad. M&jme f: R? — R2, f(z!, 2?) = (221 + 22, 32! +42?) (ovéite, ze f je linearni)
a na R? uvazujme kanonickou bazi.

Matici zobrazeni ziskame tak, ze do sloupkt budeme psat soufadnice obrazt vektortu
baze (v tomto pfipadé souradnice jsou stejné jako vektory).

Obrazy bazovych vektoru jsou f(1,0) = (2,3), f(0,1) = (1, 4), takze matice zobrazeni

[ je
2 1
()

Charakteristicky polynom je

2-A 1
3 4—- A

a jeho kofeny, tedy vlastni cisla jsou Ay =1, Ay = 5.
Podle ptredchozich tvrzeni je matice A podobna matici

, (10
we (1)

Vlastni vektory ziskame jako FeSeni soustavy linedrnich rovnic (A — AE)z = 0 pro
jednotlivé vlastni hodnoty.
Pro A\; = 1 feSime soustavu

11\ (z'\ _ (o ted 1ot + 122 =0
3 3) \a2) = \o Y 32l 4322=0"

Mnozina v8ech FeSeni této soustavy je [(1, —1)] a prislusné vlastni vektory jsou tedy
v8echny skaldrni nasobky vektoru vy = (1,—1). Vektor vy se skuteéné zobrazi na svij
1-nésobek, f(1,—-1) = (1,-1).

Pro Ay = 5 fesime soustavu

-3 1\ («'\ _ (0 ted =3z +12° =0
3 —1) \22) " \o Y 3l — 122 =0"

Mnozina vSech feSeni této soustavy je [(1,3)] a pfislusné vlastni vektory jsou tedy
vSechny skaldrni nasobky vektoru ve = (1,3). Vektor vy se skuteéné zobrazi na svij
5-nasobek, f(1,3) = (5,15).

Podle Tvrzeni 12.3.4 vektory vy, vy tvoii ,novou“ bazi prostoru R2

= 0-10-9
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Matice prechodu @ od kanonické baze k nové bézi (ve sloupcich jsou nové souradnice
vektortl kanonické baze) a matice k ni inverzni Q !, tedy matice pfechodu od nové baze
ke kanonické bazi (ve sloupcich jsou kanonické souradnice vektorti nové béaze) jsou

_(3/4 —1/4 4 (11
Q_<1/4 1/4) . Ql_(—l 3)'
A skutecné
A’:Q-A-Q‘1:<(1) g)

Poznamka. Pfi hledani vlastnich vektort tedy hledame jadra linearnich transformaci
f — A -id pro jednotlivé hodnoty A.
Pro \; = 1 je (f —id)(a!,2%) = (2! + 22, 32! + 32?) a jadro tohoto zobrazeni je
Ker(f —id) = [(1, -1)].
Pro A2 = 5 je (f — 5id)(z!, 22) = (=32! + 22, 32! — 2?) a jadro tohoto zobrazeni je
Ker(f —5id) = [(1, 3)]. d
Priklad. M&jme f: R? — R2 f(x!,2?) = (22! + 22, 22?) (ovéite, 7e f je linearni) a na
R? uvazujme kanonickou bazi.
Matici zobrazeni ziskdme tak, Ze do sloupkti budeme psat soufadnice obrazi vektort

baze (v tomto pfipadé soufadnice jsou stejné jako vektory).
Obrazy bazovych vektoru jsou f(1,0) = (2,0), f(0,1) = (1, 2), takZze matice zobrazeni

e
2 1
(2 )

Charakteristicky polynom je
2—A 1
0 2—A

a jeho dvojnasobny kofen, tedy vlastni ¢islo je A = 2.

Vlastni vektory, presné€ji jejich souradnice, které jsou vsak v tomto pripadé stejné
jako vektory, ziskdme jako FeSeni soustavy linedrnich rovnic (A — 2E)z = 0.

Resime soustavu

0 1\ [z} _ (0 ted 0! +12° =0
0 0/ \«2) = \o edy 0z +022=0"

Mnozina vSech FeSeni této soustavy je [(1,0)] a pfislusné vlastni vektory jsou tedy
v8echny skaldrni nasobky vektoru v = (1,0). Vektor v se skuteéné zobrazi na svij 2-
nasobek, f(1,0) = (2,0).

Jinak formulovéano, opét, pfi hledani vlastnich vektoru tedy hledame jadro linedrni
transformace f — 2 -id, (f — 2-id)(z!,2%) = (22,0) a jadro tohoto zobrazeni je

Ker(f — 2-id) = [(1,0)].

Z vlastnich vektortl tedy nelze sestavit bazi prostoru R? a podle Dtisledku Tvrzeni
12.3.1 transformace f neni diagonalizovatelna. O

=(A-2)
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13. JORDANUV KANONICKY TVAR

Umluva. V této kapitole V je vektorovy prostor (obvykle koneé¢nérozmérny) nad polem
P a f: V —V jelinearni transformace.

13.1. Prvni rozklad linearni transformace

13.1.1. Anulujici polynom a minimalni polynom

Definice 13.1.1. Necht p € Pz|, p # 0. Polynom p je anulujici polynom &tvercové
matice A (resp. linearni transformace f), jestlize p(A) = 0 (resp. p(f) =0).

Tvrzeni 13.1.1 (Cayleyho-Hamiltonova véta). Charakteristicky polynom matice je jeji
anulujict polynom.

Dikaz. Pro libovolnou ¢tvercovou matici B jsme v zimnim semestru odvodili vztah
B -adjB = det B- E. Dosadme za B matici A — zE:

(A—zF)-adj(A—zFE) = xa(x) - E. (11)

Je-li matice A typu n x n, pak jeji charakteristicky polynom x4 je polynomem stupné
n, feknéme y 4 = cpz™ +- -+ c1x + ¢g. Déle je (z definice adjungované matice) jasné, Ze
prvky matice adj(A — zE) jsou polynomy stupné n — 1 v x. Sdruzime-li sé¢itance s tymiz
mocnimani x, ziskdme vyjadieni adj(A —2E) = C,,_12" 1 +-- -+ C12 + Cp, kde C; jsou
¢tvercové matice typu n x n.

Po dosazeni do (11) mame

(A—2zE)- (Cn_lx”_l +--+Ciz+Ch) = (cpa" + - +cax+c) - E,
tj.
— Cp12™ + (ACy_1 — Cp9)z™ 4+ (AC) — Cp)x + ACy =
=c, Ex"+ - +c1Ex+ cFE.
Porovnanim koeficientd u stejnych mocnin x obdrzime
—Cpo1 =cF,
— Cp—2+ ACy—1 = cp1 F,

—Cyo+ ACy =1 E,
ACy = ¢F.

Vynasobime-li i-tou rovnost (n+1—i)-tou mocninou A"*1~% matice A a vzniklé rovnosti
secteme, ziskame

0=c, A" + Cn_lAn_l 4+ -+ A+ ok,
coz se mélo dokézat. O
Dusledek. Charakteristicky polynom linedrni transformace je jeji anulujici polynom.

Priklad. Matice

-1 0 2
A=|-2 1 2
0 01

mé charakteristicky polynom x4 =23 — 2?2 —2+1=(z+1)(z —1)% aleqg=22 -1 =
(x 4+ 1)(x — 1) je také anulujici polynom matice A (ovéite). O
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Posledni priklad ukazuje, ze charakteristicky polynom mize mit netrividlniho délitele,
ktery je rovnéz anulujicim polynomem. Ukazme, Ze mezi anulujicimi polynomy existuje
jeden, ktery déli vSechny ostatni.

Definice 13.1.2. Anulujici polynom se nazyva minimdilni polynom, je-li normovany
a nejmensiho stupné ze vsech anulujicich polynom.

Tvrzeni 13.1.2. KaZdy anulujici polynom je délitelng minimdlnim polynomem.

Diikaz. Bud f anulujici polynom matice A, bud ¢ minimdlni polynom matice A. Dé&lme
se zbytkem: f = qg + r, kde bud » = 0 nebo degr < degg. Do rovnosti dosadime A
a dostaneme

0= f(4) = q(A)g(A4) + r(4) = r(A),

protoZe f a g jsou anulujici polynomy. Kdyby r # 0, byl by to anulujici polynom nizsiho
stupné nez miniméalni polynom g, coz je spor, a proto r =0 a g je délitelem f. g

Dusledek. Ke kazZdé linedrni transformaci konecnérozmérného vektorového prostoru
resp. ke kaZdé ctvercové matici existuje minimadlni polynom a je jeding.

Cvicéeni. Dokazte jednozna¢nost minimalniho polynomu. ]
13.1.2. Invariantni podprostory

Je-li U C V podprostor, pak symbolem fU oznac¢ujeme jeho obraz pri zobrazeni f,
to jest, podprostor {f(u)| u € U}.

Definice 13.1.3. Podprostor U C V je invariantni vzhledem k linedrni transformaci
f, jestlize fU C U, tj. kdyz pro kazdé u € U je f(u) € U.

Je-li U invariantni podprostor, pak zobrazeni U — U, zadané piedpisem u — f(u),
nazyvame restrikce (¢esky ohranicend nebo zuzent) linedrniho zobrazeni f na invariantni
podprostor U. Znadi se f|y: U — U a je zfejmé opét linedrni (ovéite).

Priklad. (1) Cely prostor V a nulovy podprostor jsou invariantni podprostory vzhle-
dem ke kazdé linearni transformaci.

(2) Je-li f: v cv, pak je kazdy podprostor invariantni.

(3) Je-li u vlastni vektor s vlastni hodnotou ¢, pak [u] je invariantni podprostor a f]f
je zobrazeni v — cv.

(4) Méjme rotaci p: E3 — E3 kolem zvolené pevné osy L prochazejici pocatkem 0
o thel a € (0,27). Invariantni podprostory jsou nulovy podprostor {0}, osa rotace L,
jeji ortogonélni doplnék L+ (rovina prochazejici po¢atkem kolmo k L) a cely prostor
E3. Libovolny vektor u € L se zobrazi sim na sebe, proto ¢|;, je identické zobrazeni
idz. Libovolny vektor v € L+ zfistane v roviné L a ¢|; 1 je otdCeni roviny L' o tihel
a.

(5) Mé&jme zrcadleni ¢ v prostoru E? vzhledem k roviné U prochazejici pocatkem 0.
Invariantni podprostory jsou nulovy podprostor {0}, rovina U a kazdy jeji podprostor
V C U, ortogonalni doplnék U~ (pifmka prochazejici pocatkem kolmo k U) a cely
prostor E3. Zobrazeni (| je identické zobrazeni idy . Zobrazeni (|1 je zrcadleni ptimky
U+ vzhledem k pocatku 0. O

Cviceni. (1) Jednorozmeérny podprostor [u], u # 0, je invariantni pravé tehdy, kdyz
u je vlastni vektor. Dokazte.

(2) Prunik a soucet invariantnich podprostort jsou invariantni podprostory. Dokazte.
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(3) Ker f je invariantni podprostor. Dokazte. Co je f|ker f7?
(4) Im f je invariantni podprostor. Dokazte.
(

5) Bud v € V libovolny vektor. Dokazte, ze [v, f(v), f(f(v)), f(f(f(v))),...] je inva-
riantni podprostor.

(6) Necht linearni transformace f,g: V' — V komutuji, to jest, fog = go f. Bud
U C V invariantni podprostor vzhledem k transformaci f. Pak gU je téz invariantni
podprostor vzhledem k transformaci f. O



