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5. p¯ednáπka, 18. 3. 2024

Vlastní hodnoty lineární transformace m˘æeme hledat jako vlastní hodnoty matice
transformace.

Tvrzení 12.2.5. BuÔte V koneËnÏrozmÏrn˝ vektorov˝ prostor nad polem P , f : V ! V
lineární transformace a A matice transformace f vzhledem k nÏjaké bázi prostoru V.
Potom � 2 P je vlastní hodnota transformace f právÏ tehdy, kdyæ � je vlastní hodnota
matice A.

D˘kaz. Tvrzení vypl˝vá z toho, æe vektor˘m z V jsou jednoznaËnÏ p¯i¯azeny jejich sou-
¯adnice (zobrazení p¯i¯azující vektor˘m jejich sou¯adnice je izomorfismus), transformace
f je urËena svou maticí A a sou¯adnice obrazu f(v) vektoru v o sou¯adnicích x jsou
rovny souËinu matic Ax, vπe vzhledem k jedné bázi. ⇤
Vlastní hodnoty lineární transformace f tedy získáváme jako vlastní hodnoty matice

A transformace f vzhledem k nÏjaké bázi, tedy jako ko¯eny charakteristického polynomu
matice A. P¯i volbÏ jiné báze dostaneme jinou matici A0 transformace f , jejíæ vztah k A
je A0 = QAQ�1, kde Q je matice p¯echodu mezi bázemi. Je otázkou, zda matice A a A0

mají stejné charakteristické polynomy a tedy stejné vlastní hodnoty.

Definice 12.2.2. BuÔte A,B Ëtvercové matice. Matice B je podobná matici A, jestliæe
existuje invertibilní matice Q taková, æe B = QAQ�1. Zapisujeme B ⇡ A.
Zobrazení A 7! QAQ�1 je podobnostní transformace.

CviËení. Dokaæte, æe relace ⇡ je relace ekvivalence. ⇤
Tvrzení 12.2.6. Podobné matice mají stejné charakteristické polynomy.

D˘kaz. Nechª B = QAQ�1. Potom

�B = det(B � �E) = det(QAQ�1 � �E) = det(QAQ�1 �Q�EQ�1) =

= det(Q(A� �E)Q�1) = detQ · det(A� �E) · detQ�1 =

= detQ · det(A� �E) · 1
detQ

= det(A� �E) = �A. ⇤

Díky p¯edchozímu tvrzení m˘æeme pomocí charakteristického polynomu matice defi-
novat charakteristick˝ polynom lineární transformace koneËnÏrozmÏrného prostoru.

Definice 12.2.3. BuÔ f : V ! V lineární transformace koneËnÏrozmÏrného vektoro-
vého prostoru V. Charakteristick˝ polynom �f transformace f je roven charakteristic-
kému polynomu �A matice A transformace f vzhledem k libovolné bázi.

Díky Tvrzení 12.2.6 je p¯edchozí definice korektní a ko¯eny charakteristického poly-
nomu transformace f jsou vπechny vlastní hodnoty transformace f .

Tvrzení 12.2.7. Lineární transformace n-rozmÏrného vektorového prostoru má nejv˝πe
n vlastních hodnot.

D˘kaz. Charakteristick˝ polynom je stupnÏ n a má tedy nejv˝πe n ko¯en˘. ⇤

Definice 12.2.4. Nechª f (resp. A) je lineární transformace koneËnÏrozmÏrného vek-
torového prostoru (resp. Ëtvercová matice) a � je její vlastní hodnota.
Algebraická násobnost vlastní hodnoty � je její násobnost jako ko¯ene charakteristic-
kého polynomu transformace f (resp. matice A).
Geometrická násobnost vlastní hodnoty � je dimenze podprostoru vlastních vektor˘
transformace f (resp. matice A) p¯ísluπn˝ch vlastní hodnotÏ �.
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12.3. Diagonalizovatelné transformace

Definice 12.3.1. Lineární transformace koneËnÏrozmÏrného prostoru je diagonalizo-
vatelná, jestliæe má vzhledem k nÏjaké bázi diagonální matici.

Tvrzení 12.3.1. BuÔ f : V ! V lineární transformace koneËnÏrozmÏrného vektorového
prostoru V , (v1, . . . , vn) báze prostoru V a A matice transformace f vzhledem k uvedené
bázi. Potom

A =

0

BB@

�1 0 . . . 0
0 �2 . . . 0

. . .
0 0 . . . �n

1

CCA

právÏ tehdy, kdyæ �1, . . . ,�n jsou vlastní hodnoty transformace f a pro kaædé i 2 {1, . . . , n}
vektor vi je vlastní vektor p¯ísluπn˝ vlastnímu Ëíslu �i.

D˘kaz. CviËení. ⇤
D˘sledek. Lineární transformace koneËnÏrozmÏrného prostoru je diagonalizovatelná
právÏ tehdy, kdyæ existuje báze prostoru tvo¯ená vlastními vektory transformace.

Definice 12.3.2. Matice je diagonalizovatelná, jestliæe je podobná diagonální matici.

Tvrzení 12.3.2. Matice A typu n⇥ n nad polem P je diagonalizovatelná právÏ tehdy,
kdyæ existuje báze prostoru Pn tvo¯ená vlastními vektory matice A.

D˘kaz. CviËení. ⇤
Tvrzení 12.3.3. Lineární transformace koneËnÏrozmÏrného vektorového prostoru je
diagonalizovatelná právÏ tehdy, kdyæ její matice vzhledem k libovolné bázi je diagonali-
zovatelná.

D˘kaz. BuÔ f : V ! V lineární transformace koneËnÏrozmÏrného vektorového prostoru
V , (v1, . . . , vn) báze prostoru V a A matice transformace f vzhledem k uvedené bázi.
P¯edpokládejme, æe transformace f je diagonalizovatelná, tedy æe vzhledem k nÏjaké

bázi má diagonální matici B. Potom B je podobná A, tedy A je diagonalizovatelná.
P¯edpokládejme, æe A je diagonalizovatelná, Ëili je podobná diagonální matici B

a existuje tedy regulární matice Q taková, æe B = QAQ�1. Potom vektory z V, jejichæ
sou¯adnice vzhledem k bázi (v1, . . . , vn) jsou právÏ sloupky matice Q, tvo¯í bázi prostoru
V, vzhledem k níæ je matice transformace f právÏ diagonální matice B. Tedy, f je
diagonalizovatelná transformace. ⇤
Tvrzení 12.3.4. BuÔte v1, . . . , vn nenulové vlastní vektory p¯ísluπné po ¯adÏ r˘zn˝m
vlastním hodnotám �1, . . . ,�n lineární transformace f : V ! V. Potom {v1, . . . , vn} je
lineárnÏ nezávislá mnoæina.

D˘kaz. Tvrzení dokáæeme matematickou indukcí podle n. Pro n = 1 tvrzení platí,
protoæe v1 6= 0. BuÔ n > 1 a p¯edpokládejme, æe tvrzení platí pro n � 1, tedy æe
mnoæina {v1, . . . , vn�1} je lineárnÏ nezávislá. BuÔte a1, . . . , an�1, an skaláry takové, æe

a1v1 + · · ·+ an�1vn�1 + anvn = 0. (10)

Potom

(f � �n idV )(a1v1 + · · ·+ an�1vn�1 + anvn) =

= a1(f � �n idV )(v1) + · · ·+ an�1(f � �n idV )(vn�1) + an(f � �n idV )(vn) =

= a1(�1 � �n)v1 + · · ·+ an�1(�n�1 � �n)vn�1 + an(�n � �n)vn =

= a1(�1 � �n)v1 + · · ·+ an�1(�n�1 � �n)vn�1 =

= (f � �n idV )(0) = 0.
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Podle indukËního p¯edpokladu mnoæina {v1, . . . , vn�1} je lineárnÏ nezávislá, takæe
a1(�1 � �n) = · · · = an�1(�n�1 � �n) = 0.

Jelikoæ vlastní hodnoty �1, . . . ,�n jsou navzájem r˘zné, tedy �i � �n 6= 0 pro vπechna
i 2 {1, . . . , n� 1}, dostáváme

a1 = · · · = an�1 = 0.

Po dosazení do (10) dostaneme anvn = 0 a tedy také an = 0, protoæe vn je nenulov˝
vektor. Takæe mnoæina {v1, . . . , vn} je lineárnÏ nezávislá. ⇤
D˘sledek. Má-li lineární transformace n-rozmÏrného prostoru n vlastních hodnot, je
diagonalizovatelná.

D˘kaz. Jsou-li �1, . . . ,�n navzájem r˘zné vlastní hodnoty transformace f : V ! V ,
potom pro kaædé i 2 {1, . . . , n} existuje nenulov˝ vlastní vektor vi p¯ísluπn˝ �i. Mnoæina
{v1, . . . , vn} je lineárnÏ nezávislá a tvo¯í tedy bázi prostoru V. Matice transformace f
vzhledem k bázi tvo¯ené vlastními vektory je diagonální, takæe f je diagonalizovatelná
transformace. ⇤
D˘sledek. Má-li matice typu n⇥ n n vlastních hodnot, je diagonalizovatelná.

P¯íklad. MÏjme f : R2 ! R2, f(x1, x2) = (2x1+x2, 3x1+4x2) (ovÏ¯te, æe f je lineární)
a na R2 uvaæujme kanonickou bázi.
Matici zobrazení získáme tak, æe do sloupk˘ budeme psát sou¯adnice obraz˘ vektor˘

báze (v tomto p¯ípadÏ sou¯adnice jsou stejné jako vektory).
Obrazy bázov˝ch vektor˘ jsou f(1, 0) = (2, 3), f(0, 1) = (1, 4), takæe matice zobrazení

f je

A =
✓
2 1
3 4

◆
.

Charakteristick˝ polynom je
����
2� � 1
3 4� �

���� = (�� 1)(�� 5)

a jeho ko¯eny, tedy vlastní Ëísla jsou �1 = 1,�2 = 5.
Podle p¯edchozích tvrzení je matice A podobná matici

A0 =
✓
1 0
0 5

◆
.

Vlastní vektory získáme jako ¯eπení soustavy lineárních rovnic (A � �E)x = 0 pro
jednotlivé vlastní hodnoty.
Pro �1 = 1 ¯eπíme soustavu✓

1 1
3 3

◆
·
✓
x1

x2

◆
=

✓
0
0

◆
tedy

1x1 + 1x2 = 0
3x1 + 3x2 = 0 .

Mnoæina vπech ¯eπení této soustavy je [[(1,�1)]] a p¯ísluπné vlastní vektory jsou tedy
vπechny skalární násobky vektoru v1 = (1,�1). Vektor v1 se skuteËnÏ zobrazí na sv˘j
1-násobek, f(1,�1) = (1,�1).
Pro �2 = 5 ¯eπíme soustavu✓

�3 1
3 �1

◆
·
✓
x1

x2

◆
=

✓
0
0

◆
tedy

�3x1 + 1x2 = 0
3x1 � 1x2 = 0 .

Mnoæina vπech ¯eπení této soustavy je [[(1, 3)]] a p¯ísluπné vlastní vektory jsou tedy
vπechny skalární násobky vektoru v2 = (1, 3). Vektor v2 se skuteËnÏ zobrazí na sv˘j
5-násobek, f(1, 3) = (5, 15).
Podle Tvrzení 12.3.4 vektory v1, v2 tvo¯í „novouˇ bázi prostoru R2.
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Matice p¯echodu Q od kanonické báze k nové bázi (ve sloupcích jsou nové sou¯adnice
vektor˘ kanonické báze) a matice k ní inverzní Q�1, tedy matice p¯echodu od nové báze
ke kanonické bázi (ve sloupcích jsou kanonické sou¯adnice vektor˘ nové báze) jsou

Q =
✓
3/4 �1/4
1/4 1/4

◆
a Q�1 =

✓
1 1

�1 3

◆
.

A skuteËnÏ

A0 = Q ·A ·Q�1 =
✓
1 0
0 5

◆
.

Poznámka. P¯i hledání vlastních vektor˘ tedy hledáme jádra lineárních transformací
f � � · id pro jednotlivé hodnoty �.
Pro �1 = 1 je (f � id)(x1, x2) = (x1 + x2, 3x1 + 3x2) a jádro tohoto zobrazení je

Ker(f � id) = [[(1,�1)]].
Pro �2 = 5 je (f � 5 id)(x1, x2) = (�3x1 + x2, 3x1 � x2) a jádro tohoto zobrazení je

Ker(f � 5 id) = [[(1, 3)]]. ⇤
P¯íklad. MÏjme f : R2 ! R2, f(x1, x2) = (2x1+ x2, 2x2) (ovÏ¯te, æe f je lineární) a na
R2 uvaæujme kanonickou bázi.
Matici zobrazení získáme tak, æe do sloupk˘ budeme psát sou¯adnice obraz˘ vektor˘

báze (v tomto p¯ípadÏ sou¯adnice jsou stejné jako vektory).
Obrazy bázov˝ch vektor˘ jsou f(1, 0) = (2, 0), f(0, 1) = (1, 2), takæe matice zobrazení

f je

A =
✓
2 1
0 2

◆
.

Charakteristick˝ polynom je
����
2� � 1
0 2� �

���� = (�� 2)2

a jeho dvojnásobn˝ ko¯en, tedy vlastní Ëíslo je � = 2.
Vlastní vektory, p¯esnÏji jejich sou¯adnice, které jsou vπak v tomto p¯ípadÏ stejné

jako vektory, získáme jako ¯eπení soustavy lineárních rovnic (A� 2E)x = 0.
ÿeπíme soustavu✓

0 1
0 0

◆
·
✓
x1

x2

◆
=

✓
0
0

◆
tedy

0x1 + 1x2 = 0
0x1 + 0x2 = 0 .

Mnoæina vπech ¯eπení této soustavy je [[(1, 0)]] a p¯ísluπné vlastní vektory jsou tedy
vπechny skalární násobky vektoru v = (1, 0). Vektor v se skuteËnÏ zobrazí na sv˘j 2-
násobek, f(1, 0) = (2, 0).
Jinak formulováno, opÏt, p¯i hledání vlastních vektor˘ tedy hledáme jádro lineární

transformace f � 2 · id, (f � 2 · id)(x1, x2) = (x2, 0) a jádro tohoto zobrazení je
Ker(f � 2 · id) = [[(1, 0)]].

Z vlastních vektor˘ tedy nelze sestavit bázi prostoru R2 a podle D˘sledku Tvrzení
12.3.1 transformace f není diagonalizovatelná. ⇤
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13. Jordan˘v kanonick˝ tvar

Úmluva. V této kapitole V je vektorov˝ prostor (obvykle koneËnÏrozmÏrn˝) nad polem
P a f : V ! V je lineární transformace.

13.1. První rozklad lineární transformace

13.1.1. Anulující polynom a minimální polynom

Definice 13.1.1. Nechª p 2 P [x], p 6= 0. Polynom p je anulující polynom Ëtvercové
matice A (resp. lineární transformace f), jestliæe p(A) = 0 (resp. p(f) = 0).

Tvrzení 13.1.1 (Cayleyho-Hamiltonova vÏta). Charakteristick˝ polynom matice je její
anulující polynom.

D˘kaz. Pro libovolnou Ëtvercovou matici B jsme v zimním semestru odvodili vztah
B · adjB = detB · E. DosaÔme za B matici A� xE:

(A� xE) · adj(A� xE) = �A(x) · E. (11)

Je-li matice A typu n⇥ n, pak její charakteristick˝ polynom �A je polynomem stupnÏ
n, ¯eknÏme �A = cnxn+ · · ·+ c1x+ c0. Dále je (z definice adjungované matice) jasné, æe
prvky matice adj(A�xE) jsou polynomy stupnÏ n�1 v x. Sdruæíme-li sËítance s t˝miæ
mocnimani x, získáme vyjád¯ení adj(A�xE) = Cn�1xn�1+ · · ·+C1x+C0, kde Ci jsou
Ëtvercové matice typu n⇥ n.
Po dosazení do (11) máme

(A� xE) · (Cn�1x
n�1 + · · ·+ C1x+ C0) = (cnxn + · · ·+ c1x+ c0) · E,

tj.

� Cn�1x
n + (ACn�1 � Cn�2)xn�1 + · · ·+ (AC1 � C0)x+AC0 =

= cnExn + · · ·+ c1Ex+ c0E.

Porovnáním koeficient˘ u stejn˝ch mocnin x obdræíme

� Cn�1 = cnE,

� Cn�2 +ACn�1 = cn�1E,

...

� C0 +AC1 = c1E,

AC0 = c0E.

Vynásobíme-li i-tou rovnost (n+1�i)-tou mocninou An+1�i matice A a vzniklé rovnosti
seËteme, získáme

0 = cnA
n + cn�1A

n�1 + · · ·+ c1A+ c0E,

coæ se mÏlo dokázat. ⇤
D˘sledek. Charakteristick˝ polynom lineární transformace je její anulující polynom.

P¯íklad. Matice

A =

0

@
�1 0 2
�2 1 2
0 0 1

1

A

má charakteristick˝ polynom �A = x3 � x2 � x+ 1 = (x+ 1)(x� 1)2, ale q = x2 � 1 =
(x+ 1)(x� 1) je také anulující polynom matice A (ovÏ¯te). ⇤
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Poslední p¯íklad ukazuje, æe charakteristick˝ polynom m˘æe mít netriviálního dÏlitele,
kter˝ je rovnÏæ anulujícím polynomem. Ukaæme, æe mezi anulujícími polynomy existuje
jeden, kter˝ dÏlí vπechny ostatní.

Definice 13.1.2. Anulující polynom se naz˝vá minimální polynom, je-li normovan˝
a nejmenπího stupnÏ ze vπech anulujících polynom˘.

Tvrzení 13.1.2. Kaæd˝ anulující polynom je dÏliteln˝ minimálním polynomem.

D˘kaz. BuÔ f anulující polynom matice A, buÔ g minimální polynom matice A. DÏlme
se zbytkem: f = qg + r, kde buÔ r = 0 nebo deg r < deg g. Do rovnosti dosadíme A
a dostaneme

0 = f(A) = q(A)g(A) + r(A) = r(A),

protoæe f a g jsou anulující polynomy. Kdyby r 6= 0, byl by to anulující polynom niæπího
stupnÏ neæ minimální polynom g, coæ je spor, a proto r = 0 a g je dÏlitelem f . ⇤
D˘sledek. Ke kaædé lineární transformaci koneËnÏrozmÏrného vektorového prostoru
resp. ke kaædé Ëtvercové matici existuje minimální polynom a je jedin˝.

CviËení. Dokaæte jednoznaËnost minimálního polynomu. ⇤

13.1.2. Invariantní podprostory

Je-li U ✓ V podprostor, pak symbolem fU oznaËujeme jeho obraz p¯i zobrazení f ,
to jest, podprostor {f(u)| u 2 U}.

Definice 13.1.3. Podprostor U ✓ V je invariantní vzhledem k lineární transformaci
f , jestliæe fU ✓ U , tj. kdyæ pro kaædé u 2 U je f(u) 2 U .

Je-li U invariantní podprostor, pak zobrazení U ! U , zadané p¯edpisem u 7! f(u),
naz˝váme restrikce (Ëesky ohraniËení nebo zúæení) lineárního zobrazení f na invariantní
podprostor U . ZnaËí se f |U : U ! U a je z¯ejmÏ opÏt lineární (ovÏ¯te).

P¯íklad. (1) Cel˝ prostor V a nulov˝ podprostor jsou invariantní podprostory vzhle-
dem ke kaædé lineární transformaci.
(2) Je-li f : v 7! cv, pak je kaæd˝ podprostor invariantní.
(3) Je-li u vlastní vektor s vlastní hodnotou c, pak [[u]] je invariantní podprostor a f |[[u]]
je zobrazení v 7! cv.
(4) MÏjme rotaci ' : E3 ! E3 kolem zvolené pevné osy L procházející poËátkem 0
o úhel ↵ 2 (0, 2⇡). Invariantní podprostory jsou nulov˝ podprostor {0}, osa rotace L,
její ortogonální doplnÏk L? (rovina procházející poËátkem kolmo k L) a cel˝ prostor
E3. Libovoln˝ vektor u 2 L se zobrazí sám na sebe, proto '|L je identické zobrazení
idL. Libovoln˝ vektor v 2 L? z˘stane v rovinÏ L? a '|L? je otáËení roviny L? o úhel
↵.
(5) MÏjme zrcadlení ⇣ v prostoru E3 vzhledem k rovinÏ U procházející poËátkem 0.
Invariantní podprostory jsou nulov˝ podprostor {0}, rovina U a kaæd˝ její podprostor
V ✓ U , ortogonální doplnÏk U? (p¯ímka procházející poËátkem kolmo k U) a cel˝
prostor E3. Zobrazení ⇣|V je identické zobrazení idV . Zobrazení ⇣|U? je zrcadlení p¯ímky
U? vzhledem k poËátku 0. ⇤
CviËení. (1) JednorozmÏrn˝ podprostor [[u]], u 6= 0, je invariantní právÏ tehdy, kdyæ
u je vlastní vektor. Dokaæte.
(2) Pr˘nik a souËet invariantních podprostor˘ jsou invariantní podprostory. Dokaæte.
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(3) Ker f je invariantní podprostor. Dokaæte. Co je f |Ker f?
(4) Im f je invariantní podprostor. Dokaæte.
(5) BuÔ v 2 V libovoln˝ vektor. Dokaæte, æe [[v, f(v), f(f(v)), f(f(f(v))), . . .]] je inva-
riantní podprostor.
(6) Nechª lineární transformace f, g : V ! V komutují, to jest, f � g = g � f . BuÔ
U ✓ V invariantní podprostor vzhledem k transformaci f . Pak gU je téæ invariantní
podprostor vzhledem k transformaci f . ⇤


