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3. prednaska, 4. 3. 2024

Jsou-li oba prostory U,V kone¢nérozmérné, pak se Cislo dim Ker f nazyva defekt
a Cislo dim Im f hodnost linedrniho zobrazeni. Plati o nich nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 11.2.3. Budte U,V konecénérozmérné vektorové prostory a f: U — V linedrni
zobrazeni. Pak

dimKer f + dimIm f = dim U.

Dikaz. Oznaéme dimU = n a dimKer f = m. Bud (uq, ..., u,,) baze Ker f a dopliime
ji vektory wm41, ..., u, do baze U.

Potom vektory f(u1),...,f(u,) generuji f(U) = Im f (ovéfte podrobné), pric¢emz
f(u1) =--+ = f(um) = 0 a nulovy vektor mizeme z mnoziny generatori bez nasledki
vylou¢it. Zustane nam tedy mnozina generatoru {f(um+1),--., f(un)}.

Ukazme, Ze tato mnozina je linedrné nezavisla. Necht

xm—&—lf(um—l-l) + -+ xnf(un) =0.
Potom f(Zmt1Ums1 + -+ + zpun) =0, Gl Zpp1Umsr + -+ - + Tpuy € Ker f a

Tm+1Um+1 + -+ TpUp = T1UL + - - + TiU;m,

pro vhodné koeficienty x1, ..., x,. Z linedrni nezavislosti mnoziny {u1, ..., u,} vyplyva,
ze vSechny koeficienty x1, ..., z, jsou nulové, zejména x,,11 = --- = x, = 0 a mnozina
{f(um+1),..-, f(un)} je tedy linedrné nezavisla.

Mame tedy bazi podprostoru Im f tvorenou n—m vektory, takze dimIm f = n—m =
dim U — dim Ker f. O

11.3. Izomorfismy

Stejné jako u jinych algebraickych struktur, bijektivni homomorfismy se nazjvaji
izomorfismy.

‘ Definice 11.3.1. Izomorfismus vektorovych prostori je bijektivni linearni zobrazeni.

Tvrzeni 11.3.1. Budte f: U — V linedrni zobrazeni a (e1,...,e,) bdze U. Potom
(1) f je injektivni prdavé tehdy, kdyZ mnozina {f(e1),..., f(en)} je linedrné nezd-
visld;
(2) f je surjektivni pravé tehdy, kdyz vektory f(ei1),..., f(en) generuji V.
Dikaz. (1) Predpoklddejme, ze f je injektivni. Necht
wlf(el) + T+ wnf(en) =0.

Potom f(zie1 + - - + xpe,) = 0, tj. zie1 + -+ + xne, € Ker f. Z injektivnosti f
podle Tvrzeni 11.2.2 vyplyva, ze z1e; +- - - +zpe, = 0, a z linedrni nezavislosti mnoziny

{e1,...,en} vyplyva, ze x1 = - - - = x,, = 0. Tedy, mnozina { f(e1),. .., f(en)} je linedrné
nezavisla.

Predpokladejme, ze mnozina {f(e1),..., f(e,)} je linedrné nezavisla a f(u1) = f(us2)
pro néjaké ui,us € U. Tedy uy = x1€1 + - + Tpepn, U2 = y1e1 + -+ + ypen a

0= f(u1) — f(u2) = z1f(e1) + - +xnflen) —v1fler) = —ynflen) =
= (z1 —y1)fler) + -+ (xn — yn) flen).

Z linearni nezavislosti mnoziny {f(e1), ..., f(en)} dostaneme z;—y; = - -+ = x,,—y, = 0,
¢ili x1 =y1,...,Tn = Yn. Takze u; = ue a f je injektivni.

(2) Cviceni. O
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Dausledek. Budte f: U — V linedrni zobrazeni a (e1,...,e,) bdze U. Potom f je
izomorfismus pravé tehdy, kdyz {f(e1),..., f(en)} je baze V.

Tvrzeni 11.3.2. Bud f: U — V izomorfismus. Pak f~': V — U je také izomorfismus.

Diikaz. Zobrazeni f je bijektivni, takZe k nému existuje inverzni zobrazeni f~!, a to
je také bijektivni. Zbyva dokézat, ze je linearni. Budte v1,vo € V. Diky bijektivnosti
zobrazeni f existuji uy,us € U takové, ze f(ui) =v1 a f(u2) = va. Potom
7 or+v2) = fHf(w) + flug)) =
= 71 f(u +u2)) =
= ul —|— U/Q =

= 7 v) + f7H(v2).

Dtikaz homogenity nechame jako cviceni. O

Definice 11.3.2. Vektorové prostory, mezi nimiz existuje izomorfismus, jsou izo-
morfni. Zapisujeme U = V.

Cviceni. Dokazte, ze relace ,byt izomorfni“ je relace ekvivalence (reflexivni, symet-
rickd, tranzitivni). O

Cviceni. (1) Homotetie f.: a — ca z pfikladu (3) je izomorfismus pravé tehdy, kdyz
c#0.

(2) Homomorfismus z — z* z piikladu (8) je izomorfismus C = C.

(3) Homomorfismus re z prikladu (9) neni izomorfismus (neni injektivni).

(4) Otéceni je izomorfismus. Rovnobé&zné promitani £% — E? neni izomorfismus. [

Cviceni. Bud f: U — V izomorfismus kone¢nérozmérnych prostort. Jestlize (uq, .. ., uy)
je baze prostoru U, pak (f(u1),..., f(uy)) je baze prostoru V. Dokazte. Totéz pro mno-
Ziny generatort, resp. linedrné nezavislé mnoziny. O

Izomorfni prostory se z hlediska linearni algebry lisi jen v oznaceni prvku a operaci,
neni mezi nimi zddny rozdil odhalitelny prostiedky linearni algebry.

V konec¢nérozmérném piipadé je situace obzvlast piijemna: kazdy prostor je izomorfni
s nékterym prostorem P".

Tvrzeni 11.3.3. Kazdy konecnérozmeérny vektorovy prostor U nad polem P je izo-
morfni s prostorem PV,

Diikaz. Zobrazeni U — PYmU | které vektortim piifazuje jejich soufadnice vzhledem
k pevné zvolené bazi, je izomorfismus (ovéfte podrobné). O

Poéitani se soufadnicemi vektorti z U je tedy poéitani v izomorfnim prostoru P4V,
Na druhé strané, tento izomorfismus zavisi na volbé baze, a to je d@vod, pro¢ neni
vhodné prostory U a PV ztotoziiovat.

Tvrzeni 11.3.4. Konecnérozmérné vektorové prostory nad stejnym polem jsou izo-
morfni pravé tehdy, kdyzZ maji stejnou dimenzi.

Dikaz. Bud f: U — V izomorfismus (mimo jiné, tedy injekce a surjekce). Podle Tvr-
zeni 11.2.2 mame dimKer f = 0 a dimIm f = dimV, a proto diky Tvrzeni 11.2.3
dimU = dimKer f + dimIm f = dim V.

Jestlize dim U = dim V, pak U = pdimU = pdimV ~ a
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11.3.1. Pfimé soucty vektorovych (pod)prostoru

Uz znédme piimy soucet prostorti a piimy soucet podprostord. Jsou-li Uy,...,U,
podprostory vektorového prostoru U, pak mohou existovat dva rtzné piimé soucty,
Ui+...+U, aU; @---®U,. Prvni z nich je podprostor prostoru U, kdezto druhy neni.
Nicméné, podle nasledujiciho tvrzeni tyto pfimé soucty jsou izomorfni.

Tvrzeni 11.3.5. Budte Uy, ...,U, podprostory konecnérozmérného vektorového pro-
storu U. Pak nasledujict vyroky jsou ekvivalentni:

(1) soucet Uy + --- + Uy, je primy;

) Ui+ +U,=2U1 & & U,.

Diikaz. Piedpokladejme, ze soucet Uy + --- + Uy, je pfimy. Bud p: U1 & --- & U,, —
Ui+ -+ Up, (ug,...,up) — ug + -+ + uy,. Zobrazeni p je linedrni (cviceni). Jelikoz
soucet Uy +- - - + U, je pfimy, kazdé u € Uy + - - - + U, lze zapsat pravé jednim zpisobem
jako v = ui + -+ + uy, kde u; € U; pro kazdé ¢ = 1,...,n. MiZeme tedy definovat
zobrazeni Uy + -+ U, - U1 @ --- ® Uy, ur (u1,...,u,). Toto zobrazeni je inverzni
k p, tudiz p je bijekce, a tedy izomorfismus.

Piedpokladejme, ze Uy + -+ U, 2 Uy @ --- ® U,. Potom dim(U; + --- + Uy,) =
dim(U; @ ---@Uy,) =dimU; +- - -+ dim U, a podle Tvrzeni 10.3.3 soucet Uy +---+ U,

je primy. O
Cviceni. Dokazte, Zze zobrazeni p z predchoziho diikazu je linerni. O
Cviceni. Pro kazdé i = 1,...,n zobrazeni m;: Uy & --- ® U, — U; zadané predpisem
(u1,...,up) — u; se nazyva i-ta projekce.
Pro kazdé ¢« = 1,...,n zobrazeni ¢;: U; — Uy & --- & U, zadané predpisem u +—>
0,...,0,u,0,...,0), kde u stoji na i-tém misté, se nazyva vlozeni i-tého s¢itance.
Ukazte, Ze projekce m; a vlozeni ¢; jsou linedrni zobrazeni. Spoctéte m; o ¢;. ([l

11.4. Matice linearniho zobrazeni

V prikladu (7) v 11.1 pro kazdou matici A typu m x n nad polem P je f4: P" — P™,
x — Az, linedrni zobrazeni.

Na druhou stranu, pro kazdé linedrni zobrazeni f: P" — P™ existuje jedina matice
A takové, ze f = fa. Pro kazdé i € {1,...,n} bud e; i-ty vektor kanonické baze
P" tedy e; = (0,...,0,1,0,...,0), kde 1 je na i-tém misté. Potom pro libovolné = =
(x!,...,2") € P" plati

f@) = f(zler+ -+ aen) = ' fler) + - + 2" f(en).
Cili pro matici A, jejiz sloupky jsou f(e1),..., f(en), plati f(x) = Az a f = fa.

Obdobné lze libovolnému linedrnimu zobrazeni mezi konec¢nérozmérnymi vektorovymi
prostory priradit matici, ktera toto zobrazeni popisuje, a to sice matici reprezentujici
prislusné linedrni zobrazeni mezi prostory soufadnic vektor vzhledem ke zvolenym
béazim vektorovych prostort.

Definice 11.4.1. Budte U,V vektorové prostory, (ui,...,u,) baze U a (v1,...,vn)
béze V. Bud f: U — V lineadrni zobrazeni. Matice A typu m X n, jejiz i-ty sloupek

je tvofen soufadnicemi vektoru f(u;) € V' v bazi (v1,...,vn), je matice linedrniho
zobrazeni f vzhledem k bazim (uq,...,u,) a (v1,...,0m).
Presnéji, Ag je j-ta soufadnice obrazu f(u;) v bazi (v1,...,vy). Plati tedy

J
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Tvrzeni 11.4.1. Budte U,V wvektorové prostory, (ui,...,uy) bdze U, (v1,...,vy) bdze

V, f: U — V linedrni zobrazeni, uw € U, A matice f, v = (x',...,2") souradnice u,
y=(y',...,y™) souradnice f(u) € V vzhledem ke zvolengym bdzim. Pak
y = Azx.

Diikaz. Jelikoz u = Y, x'u;, tak
flu)y=f (Zz xluz> = Zl f(z'u;) = Zl 2 f(u;) = ZZ z’ Zj Agvj =
= Zj ZZ xiA{vj = <ZZ xZAzl) v+ -+ (ZZ xZA:n> Um.

Cili j-t4 soufadnice vektoru f(u) v bazi (vi,...,vm) je v =3, xZAZ => AZ:E"7 coz je
pravé vysledek ziskdvany pii nasobeni matic A a x. O

Piiklad. Mé&jme a: Rao[z] — Ry[z], f — f’. Je to tedy zobrazeni z prostoru polynomt
stupné nejvyse 2 do prostoru polynomi stupné nejvyse 1, které polynomu pfirazuje jeho
derivaci. Ovérte, ze se jedna o linearni zobrazeni.

V Ry [x] uvazujme bézi (1, z, 2%) a v Ry[z] bazi (1, ). Ovéite, Ze jsou to baze. Najdeme
obrazy vektorti baze (1,z,x?) pti zobrazeni « a jejich souradnice v béazi (1,z).

a(l) =0, soutadnice vektoru 0 v bazi (1,z) jsou (0,0);
a(r) =1, soutadnice vektoru 1 v bazi (1,z) jsou (1,0);
a(z?) = 2z, soutadnice vektoru 2z v bazi (1, z) jsou (0, 2).

Matice zobrazeni o vzhledem k bazim (1,z,22%) a (1, ) tedy je

01 0
A‘<o 0 2>'

Naptiklad, (322 +22+7) = 6x+2. Vektor 322 +22+7 ma v bazi (1, z, 2%) soufadnice
x = (7,2,3) a vektor 6x + 2 ma v bazi (1, x) souradnice y = (2,6). Ovéfte. A plati

7
010 2
A'x—<0 0 2)- :2)) —<6>—y. O

Priklad. Matice identického zobrazeni id: U — U, id(u) = wu, vzhledem k béazim

(e1,...,6n) a (€),...,€) (v tomto pofadi) je matice pfechodu od béze (e1,...,ey)
k bazi (e},...,e}) O
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