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1. prednaska, 19. 2. 2024

10. VEKTOROVE PODPROSTORY

10.1. Definice, priklady, zakladni vlastnosti

Definice 10.1.1. Budte V vektorovy prostor nad polem P a U C V. U je vektorovy
podprostor prostoru V, jestlize
(i) 0 € U;
(ii) w1 4+ u2 € U pro kazdé uy,ug € U (uzavienost na séitani);
(iii) pu € U pro kazdé v € U a kazdé p € P (uzavienost na nasobeni skalarem).

Podle (iii) pro kazdy vektor u € U mame —u = (—1) -u € U, ¢ili s kazdym vektorem
lezi v U i vektor k nému opaé¢ny. To spolu s (i) a (ii) znamend, Ze podprostor je podgrupa
abelovské grupy (V,+,0, —).

Axiomy vektorového prostoru jsou splnény na V' a tim spise na U (cviceni). Tudiz,
podobné jako u ostatnich algebraickych podstruktur, podprostor je sam téz vektorovym
prostorem.

Pfiklad. (1) V kazdém vektorovém prostoru je nulovy podprostor obsahujici jen nu-
lovy vektor.

(2) Kazdy prostor je sim svym podprostorem.
(3) R je podprostorem vektorového prostoru C nad polem R (ovéite).

(4) {(a,0)| a € R} je podprostor vektorového prostoru R? nad polem R (ovéite). [

Tvrzeni 10.1.1. MnoZina véech TeSeni homogenni soustavy linedrnich rovnic o n ne-
znamych s matici A nad polem P je podprostor prostoru P" s dimenzi n — rank A.

Drikaz. Tvrzeni vyplyva z kapitoly 3.5. Kazda homogenni soustava rovnic mé nulové
FeSeni, soucet feseni je feseni a skalarni nasobek feseni je feseni. Mnozina vsech feSeni
tedy ma vlastnosti pozadované v definici vektorového podprostoru. Navic, fundamen-
talni systém feseni méa n — rank A prvku a tvori bazi prostoru vSech feSeni. O

Mnoho dalsich prikladd miZzeme ziskat jako linearni obaly.

Tvrzeni 10.1.2. Bud W podmnoZina vektorového prostoru V- nad polem P. Pak plati:

(1) [W] je podprostor prostoru V.
(2) Je-li U podprostor V obsahugjici W, pak [W] C U.

Dikaz. (1) Ukdzeme, ze mnozina [W] spliiuje podminky (i)—(iii) z definice vektorového
podprostoru. Podminka (i): Je-li W = (), potom [W] = {0}, takze 0 € [W]. Je-li W # 0,
potom pro libovolny vektor v € W je 0 = Ov € [W]. Podminka (ii): Jsou-li u,v € [W],
potom u = x1uy + - + Ty, @ U = Y101 + - - - + Ypv, pro néjaké x;,y; € P, u;,v; € W
am,n € N. Tedy u4+v = x1u1 + - + Ty, + Y101 + - - - + Yoy, € [W]. Podminka (iii):
Cviceni.

(2) Bud w € [W], tedy w = x1wy + -+ - + zpw, pro néjaké x; € P, w; € W an € N.
Jelikoz W C U, vSechny vektory w; jsou prvky U, a jelikoz U je vektorovy podprostor,
tedy uzavreny na nasobeni skalarem a séitani vektoru, w € U. O
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Tudiz, [W] je nejmensi podprostor prostoru V' obsahujici mnozinu W.

Tvrzeni 10.1.3. Libovolny podprostor koneénérozmérného vektorového prostoru je ko-
necnérozmerny.

Diikaz. Bud V' koneénérozmérny prostor, dimV = n, bud U C V podprostor. Zkon-
struujeme bazi postupem, ktery jsme pouzili pfi dopliiovani linedrné nezavislé mnoziny
vektori do baze v dikazu druhého Ditisledku Tvrzeni 9.3.3.
0-ty krok: Je-li U nulovy prostor, jsme hotovi (U je 0-rozmérny).
1-ni krok: Kdyz U # {0}, pak existuje vektor u; € U \ {0}. Je-li U = [u1], pak jsme
hotovi (U je 1-rozmérny).
k-ty krok: Kdyz U # [ui,...,ur—1], pak existuje vektor uy € U\ Ju1, ..., ugp—_1]. Je-li
U = [ui,...,ux], pak jsme hotovi (U je k-rozmérny).
Mnozina {ui,...,u;} je linedrné nezavisla, protoze zadny z jejich vektori neni linedrni
kombinaci predchozich (podle konstrukce u; ¢ [ui,...,u;i—1]). Podle Tvrzeni 9.2.5 li-
nearné nezavisla mnozina nemé vice prvkd nez mnozina generatort, takze pro néjaké
m < n dostaneme U = [ui, ..., up]. O

Dusledek. Vektorovy prostor, ktery md nekonecnérozmérny podprostor, je nekonecné-
roZmerny.

Priiklad. Prostor C"R vSech funkci R — R, spojitych se vSemi derivacemi az do fadu
r véetné, je nekone¢nérozmérny, protoze obsahuje podprostor polynomi R[z], ktery je
nekonecnérozmérny. O

Tvrzeni 10.1.4. Bud V konecénérozmeérny vektorovy prostor, bud U jeho podprostor.
Jestlize dimU = dimV, pak U = V.

Dikaz. Bud (ui,...,uy,) libovolna baze U. Predpoklddejme, ze U # V, tedy Ze existuje
vektor v € V\U. V prostoru V' tak mame (n+ 1)-prvkovou linedrné nezavislou mnozinu

vektortt {uy,...,un,v} (Zddny z nich neni linedrni kombinaci pfedchozich: vektory u;
protoze jsou bazové, vektor v proto, ze jinak by lezel v U). Tedy dimV >n+1>n =
dimU. O

Piiklad. (1) Podprostory R.
(2) Podprostory R2.
(3) Podprostory R3. O

10.2. Prunik a soucet podprostort

Tvrzeni 10.2.1. Budte Uy,Us podprostory V. Pak Uy N Uy je podprostor V.

Dikaz. Ukazeme, ze mnozina Uy N Us spliiuje podminky (i)—(iii) z definice vektorového
podprostoru. Podminka (i): 0 € Uy N Uy, protoze 0 € Uy a 0 € Us. Podminka (ii): Necht
ui,ug € Uy N Us. Pak uy,us € Uy, takie u; + ug € Uy, a zaroven ui,us € Us, takze
u1 + ug € Us. Tudiz, uy + ug € Uy N Us. Podminka (iii): Cviceni. O

Cviceni. Prunik libovolného systému podprostori je podprostor. O
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Definice 10.2.1. Budte Uy, ..., U, podprostory V. Ozna¢me
U+ 4+U,={ur+ - +uy| ug €U1,...,u, €Uy}.
Mnozina Uy + - - - + U, je soucet podprostord Uy, ..., U,.

Prvky mnoziny U; + - - - + U, jsou vSechny vektory v € V, pro néz existuje vyjadieni
v=uy + -+ Uy, kde uy € Uy, ..., u, € U,.

Tvrzeni 10.2.2. Budte Uy,...,U, podprostory V. Pak Uy + --- + U, je podprostor V.

Dikaz. Ukdzeme, Ze mnozina Uy + - -+ + U, spliiuje podminky (i)—(iii) z definice vek-
torového podprostoru. Podminka (i): 0 =04 ---4+0 € Uy + --- 4+ Uy, kde 0 € U; pro
kazdé i € {1,...,n}. Podminka (ii): Necht u,v € Uy +--- + Uy,. Pak u = uy + - - - + u,
av=uv]+--+uvy, kde u;,v; € U; prokazdéi € {1,...,n}, nacez u+v =uy;+---+u,+
v+t vy = (up+v1)+ -+ (up +v,) € Up + - - - 4+ Uy Podminka (iii): Cviceni. O

Cvicéeni. Dokazte, ze (1) Ui, Uy C Uy + Us.

(2) Je-li U podprostor ve V takovy, ze Uy CU a Uy C U, pak Uy +Us C U.

Navod: (1) Je-li uy € U; libovolny prvek, pak u; = u; + 0 € Uy + Us.

(2) Bud uy + ug obecny vektor z Uy + Uy, uy € Uy, ug € Us. Protoze Uy, Us C U,
mame uy,us € U, nacez u; + ug € U. O

Mnozina S(V') v8ech podprostort vektorového prostoru V' je uspofddana inkluzi C.
Z dokézanych tvrzeni o prunicich a sou¢tech podprostorii plyne, ze mnozina S(V) je
svazové usporadana, pricemZ infimem je prunik a supremem je soucet podprostori.
Tudiz, (S(V),N,+) je svaz.

Tvrzeni 10.2.3. Budte Uy, Us koneénérozmérné podprostory jednoho vektorového pro-
storu. Pak

dimU; +dim Uy = dim(Ul + Uz) + dim(Ul N Ug).

Dikaz. Ozna¢me dimU; = nj, dimU; = ng a dim(U; N Uz) = m. Bud {uy,...,un}
baze v U1 N Us. To je linedrné nezavislda mnozina vektord v Uy i v Uy a muzeme ji tedy

v obou prostorech doplnit do baze vektory u%, e ,u}“,m resp. u%, cee uirm. Ukazme,
. 1 1 2 2 4
7€ {U1, .oy Uy UL,y ey Uy s UL, ooy Uy b j€ baze v Uy + Us.
Nejdfive ukdzeme, ze mnozina {u Uy, Ui ulk u? u? ..} je linedrné
.] ) 1yeveyUmy gy ooy ni—m:> @1y Ynog—m .]

nezavisla. Necht

1,1 1 1 2,2 2 2
crut + -+ CpUm + cyuy + -+ Gy Uy g UL+ Gy U =0
pro néjaké skalary ci, ..., cm, c%, ... ,cklfm, c%, e ,C%E,m € P. Pak
1,1 1 1 2,2 2 2
ClUl + * -+ Cplm + CPUy + -+ + Cni—mUni—m = —CU1 = = Cpy—mUns—m>
kde na levé strané je prvek z U; a na pravé prvek z Us, ale protoze jsou si rovny, lezi
v U1 N Us, a lze je jednoznacné vyjadrit jako linedrni kombinace vektord ui, ..., Un,.
Vyjadreme tak vektor na pravé strané: existuji skalary xi,...,x,, € P takové, ze
22 2 2
iU + - TplUm = —CTUT — = Gy Uy -
] . v 2 2 . / >
Z nezavislosti mnoziny {u1, ..., um,uf, .., us, .} (je to baze v Uz) plyne, Ze
L _ 2.2 _
Ty = =Tym=c] =" =Ch_m =0

Odtud

1,1 1 1
ciuy + -+ eyt eguy + o+ G Uy o = 0,
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a z nezavislosti mnoziny {u1, ..., um,ul,... 7%111—m} (je to baze v Uy) plyne, ze
61Z"'ZCm:C%:"'ZC}H_m:O-
Vsechny koeficienty ci, ..., cp, c%, e ,c}ll_m, c%, e ,c?bz_m jsou tedy nulové, takze mno-
zina {u1, ..., Up,ui, ... ,u}“,m, u?, ... ,u%rm} je linedrné nezavisla.
Snadno se dokaze, ze vektory uy, ..., um, ul, ... ,u}brm, ul, ... ,uirm generuji Uy +

Us (cviceni).
Mame tedy bazi v Uy + Uz o m+ (n1 —m) + (n2 —m) = ny + ng — m vektorech, takze
dim(U1 + UQ) =ni1+nyg—m=dimU; +dim U — dim(U1 N UQ). O

Piiklad. V prostoru E? bud U C E? néjaka rovina prochézejici pocatkem a L C E3
libovolnd pfimka prochézejici pocatkem a nelezici v U. Pak U je podprostor a podobné
L je podprostor, pficemz evidentné U N L = {0}. Proto dim(U + L) = dim U + dim L —
dim(UNL) =2+1—0 =3 = dim E3. Tudiz, E3 = U + L a kazdy vektor v € E? je
souctem v = u + [, kde u € U a l € L. Jak najdeme vektory u,!, je-li dan vektor v? [J

Cviceni. Budte Uy, Us podprostory ve vektorovém prostoru V, necht dim U; +dim Uy >
dim V. Ukazte, Ze existuje nenulovy vektor v € Uy N Us. O

Cviceni. Ukazte, ze [ui,...,u] + [v1,.. . 0m] = [u1, ..., tun,v1,. .., 0m]. O



