8. prednagka, 21. 11. 2023

6. OKRUHY A POLE

Definice 6.0.1. Mnozina P se dvémi bindrnimi operacemi + a - je okruh, jestlize
(1) 4+ a - jsou asociativni a komutativni operace,
(2) + ma neutréalni prvek, znac¢ime ho 0,
(3) - mé neutralni prvek rizny od 0, znacime ho 1,
(4) ke kazdému prvku z existuje inverzni prvek vzhledem k operaci +,
(5) pro libovolné z,y,z € Pplatiz - (y+z2)=x-y+x- 2.
Pokud navic
(6) ke kazdému prvku = # 0 existuje inverzni prvek vzhledem k operaci -,

mnozina P s operacemi + a - je pole.

Inverzni prvek k x vzhledem k operaci + se nazyva opacng k x a znac¢i se —z. Inverzni
prvek k x vzhledem k operaci - se zna¢i 1
Podminka (5) v pfedchozi definici je distributioni zdkon.

Priklad. (1) Mnoziny Q, R, C s operacemi s¢itani a nasobeni jsou pole.
2) Mnozina Z s operacemi sc¢itani a nidsobeni je okruh, ale neni pole.

Mnozina Ny s operacemi sc¢itani a nasobeni neni okruh.

Mnozina P[z] s operacemi s¢itani a nédsobeni polynomu je okruh, ale neni pole.

Mnozina M, (P) s operacemi s¢itdni a ndsobeni matic neni okruh.

AAAA,_\
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6) Necht P = {0,1} a binarni operace + a - na P jsou takové, Ze
+(0 1
0]0 1 a 00 O

110 1

Pro operaci + neutralni prvek je 0 a inverzni (opac¢né) prvky jsou —0=0a —1=1.
Pro operaci - neutralni prvek je 1 a inverzni prvek k 1 je 1 (17 = 1), inverzni prvek k 0
neexistuje. Mnozina {0, 1} s témito operacemi je pole.

(7) Necht P ={0,1,2,3} a bindrni operace + a - na P jsou takové, ze

+]/0 1 2 3 -]0 1 2 3
0/0 1 2 3 0/0 0 0 O
111 2 3 0 a 110 1 2 3
212 3 01 210 2 0 2
313 0 1 2 310 3 21
Potom neutralni prvek operace + je 0, neutralni prvek operace - je 1 a
—-0=0 0! neex1stuJe
-1=3 171 =
—2=2 a 21 neex1stuJe
-3=1 371=3
Mnozina {0, 1,2,3} s témito operacemi je okruh, ale neni pole. O

Tvrzeni 6.0.1. Bud P okruh. Pak pro libovolné prvky x,y,z € P plati
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(i) x-0=0;
(i) ©- (1) = —x;

(iti) v- (y—2)=z-y—x- 2.
Dikaz. (i) Plati
z-0=x-(0+0)=
=z-0+z-0

a po pficteni —(z - 0) k obéma strandam rovnosti dostaneme 0 = z - 0.
(ii) Plati

0=z-0=z-(1+(-1)=x-1+x-(-1) =

=z+ax-(-1)
a po pri¢teni —z k obéma strandm rovnosti dostaneme —z = x - (—1).
(iii) Cviceni. O

Cviceni. Dokazte, ze v kazdém okruhu plati:
1) (=1)-(-1) =1,
2) (=2)-y=2z-(-y)=—(z-y) 0

Tvrzeni 6.0.2. Bud P pole a budte z,y,z € P.
(1) -y =0 prdavé tehdy, kdyz x = 0 nebo y = 0.
(2) Jestlizex-y=x-z ax#0, paky=z.

Dikaz. (1) Jestlize x = 0 nebo y = 0, pak podle Tvrzeni 6.0.1(i) také = - y = 0.
Necht = - y = 0. Predpokladejme, Ze jeden z prvkil z,y je nenulovy, napiiklad = # 0.
Potom s vyuzitim Tvrzeni 6.0.1(i) dostaneme
y:ly:(x_lx)y:x_l(:L'y):x_l():()

(2)

Ty =22 k obéma strandm pricteme — xz
xy —xz =0 pouzijeme (iii) z pFedchoziho tvrzeni
z(y—2)=0 pouzijeme prvni ¢ast tvrzeni a x # 0
y—z=10 k obéma stranam pii¢teme z
Y=z O

Piiklad. (1) V piikladu (7) mame okruh, v némz 2-2=0a 2-1 = 2 - 3. To ukazuje,
ze predchozi tvrzeni neplati pro okruhy.

(2) Pro okruh Plz] ale pfedchozi tvrzeni plati, viz kapitolu o polynomech. O

Obdobné jako v kapitole 5 P* oznac¢uje mnozinu P \ {0}.

Je-li P okruh, pak P s operaci 4+ je komutativni grupa. Pro pole mame navic nasle-
dujici tvrzeni.

Tvrzeni 6.0.3. Je-li P pole, pak P* s operaci - je komutativni grupa.

Dikaz. Budte z,y € P* tedy x # 0 a y # 0. Podle Tvrzeni 6.0.2(i) = -y # 0, tedy
x -y € P* a mnozina P* je uzaviena vzhledem k operaci -. Zbytek tvrzeni plyne z toho,
Ze operace - je asociativni a komutativni, 1 € P* je neutralni prvek, kazdy nenulovy
prvek je invertibilni a pfislusné inverze jsou nenulové. O
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Tvrzeni 6.0.4. Mnozina Z,, zbytkovych trid je pole pravé tehdy, kdyz m je prvodislo.

Drikaz. Cislo 1 neni prvoéislo a Z1 neni pole (cvi¢eni). Bud m > 1. Podle kapitol 5.5 a 5.6
Zy, spliiuje podminky (1)—(4) z definice okruhu a pole. Ovéfeni, Ze plati distributivni
zékon (5), ponechame jako cviceni. Zbyva ukazat, ze ke kazdému prvku [z]m, # [0]m
existuje inverzni prvek vzhledem k operaci - pravé tehdy, kdyz m je prvocislo.

Piedpokladejme, ze ke kazdému prvku [z],, # [0],, existuje inverze. Podle Tvr-
zeni 5.6.1 kazdé takové x je nesoudélné s m, tedy m je prvodislo.

Na druhou stranu, je-li m prvodislo, pak kazdé = € Z takové, Ze [x],, # [O]m, je
nesoudélné s m. Opét podle Tvrzeni 5.6.1 [z],, m4 inverzi.

Jiny dikaz tohoto tvrzeni lze nalézt v [Marvan, 3. Pole]. O

Takze, napiiklad, Z4 neni pole. Ctyiprvkové pole ale existuje.

Priklad. Necht X = {0,1,a,b} a bindrni operace + a - na X jsou takové, ze

+]/0 1 a b -J0 1 ab
0|0 1 a b 0/0 0 0 0
111 0 b a a 110 1 a b
ala b 0 1 al0 a b 1
b|b a 1 0 b|0 b 1 a
Mnozina X s témito operacemi + a - je pole. O

Poznamka. Bud n libovolné pfirozené ¢islo. Potom existuje n-prvkové pole prave tehdy,
kdyZ n je mocnina prvoéisla, ¢ili n = p¥ kde p je prvoéislo a k je pFirozené &slo.

Stejné jako mame podgrupy grup (a podstruktury dalsich algebraickych struktur),
existuji podokruhy okruhti a podpole poli. Zminime jen podpole.

Definice 6.0.2. Bud P pole. Bud @Q C P podmnozina takova, ze

(1) 0,1 € @;

(2) jeliz,ycQ,pak z+y € Q axy € Q;

(3) je-liz € Q, pak —x € Q;

(4) jelliz e @,z #0,pak 27! € Q.
Potom @ je podpole pole P.

Aby podmnozina pole byla podpole, musi obsahovat neutralni prvky obou binarnich
operaci, musi byt uzaviend vzhledem k obéma bindrnim operacim a musi byt uzaviena
vzhledem k inverzim vzhledem k obéma bindrnim operacim.

Kazdé podpole je pole.

Priklad. (1) Pole Q je podpole poli R a C. Pole R je podpole pole C.

(2) Z neni podpole pole Q, nebot neobsahuje inverzi k 2 vzhledem k operaci -.

(3) Mnozina {0, 1} neni podpole pole Q (a samoziejmeé ani R a C), protoze 1 +1 =2 ¢
{0,1}. Ackoliv, jak uz vime, na mnoziné {0, 1} lze definovat operace s¢itani a nasobeni
tak, Ze to je pole. O

‘Deﬁnice 6.0.3. Podpole pole C je ciselné pole.
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7. USPORADANI A SVAZY

7.1. Usporadané mnozZiny

Definice 7.1.1. Relace p na mnozin€ X je usporddani, jestlize je
(1) reflexivni, tj. x p x pro kazdé x € X,
(2) antisymetricka, tj. z py, y p x implikuje = = y,
(3) tranzitivni, tj. x py, y p z implikuje z p z.

Potom dvojice (X, p) je usporddand mnoZina.

Priklad. (1) Pro libovolnou mnozinu X relace = je usporadani.

(2) (N,<), (Z,<) (R, <), kde < je obvyklé uspofadani podle velikosti, jsou usporadané
mnoziny.

(3) Budte X mnozina a P(X) mnozina vsech podmnozin mnoziny X. Inkluze C je
uspotradani na P(X).

(4) Relace | (déli) na mnoziné N (tj. = | y pravé tehdy, kdyz existuje n € N takové,
ze x -n = y) je usporadani, nazyva se relace délitelnosti. Je ziejmé, ze tato relace je
reflexivni a tranzitivni.

Ukazeme, ze | je i antisymetricka relace. Predpoklddejme, ze = | y a y | =, tedy
existuji m,n € N takova, ze zm = y a yn = x. Potom zmn = x a jelikoz = # 0, mn = 1.
V pfirozenych cislech to lze jedin€ tak, ze m=1lan=1.Tedyx =2 -1 =y.

Upozortieme, Ze obdobné definovana relace délitelnosti na Z neni antisymetricka,
protoze 1 # —1, pfestoze 1 | —1 a —1 | 1 (rovnice mn = 1 ma v celych ¢islech dalsi
feSenim = —1an=—1). O

Bud p uspofddani na mnoziné X . Inverzni (opa¢na) relace p~! (tj. relace definovana
piedpisem ,x p~!y pravé tehdy, kdyz y p 2“) je také usporadani. Nazyva se dudini
uspordddni. Mame-li uspofadani <, potom dudlni usporadani <~ se oznac¢uje symbolem
>. Podobné je to se symboly C atp.

Definice 7.1.2. Bud (X, <) uspofddand mnozina, ¥ C X. Relace <y na mnoziné Y
zadané predpisem z <y y < z < y je usporfadani na mnoziné Y. Nazyva se indukované
uspordddni a znaci se rovnéz <.

Definice 7.1.3. Prvky x,y usporadané mnoziny jsou srovnatelné, plati-li x < y nebo
y < z. Uspofddand mnozina je retézec, jsou-li kazdé dva jeji prvky srovnatelné.

Priklad. (R, <), (Z,<) (N, <) jsou fetézce. O

Bud < uspofadéni na X. Oznaéme x < y, jestlize x < y a zéroven x # y. Déle
zavedme oznaceni x <y, jestlize < y a neexistuje z € X takové, ze x < z, z < y. Je-li
xr <y, pak fikdme, ze x je bezprostiednim predchiudcem 1y, nebo y pokryvd x.

Priklad. (1) V mnoziné N s pfirozenym usporadanim podle velikosti plati 1 < 2 a 142,
1 < 3, ale neplati 1< 3.

(2) V mnoziné N s relaci délitelnosti 6 pokryva 3.

(3) V mnoziné Q vsech racionalnich ¢isel s pfirozenym uspofddanim podle velikosti
neplati z <y pro zddnou dvojici z,y € Q. Pro libovolné z,y € Q takové, ze x < y, plati
z=%z+y)€eQar<z z<y. O
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Koneénou uspofadanou mnozinu (X, <) miizeme zndzornit diagramem. Prvky mno-
ziny X znazornime jako body v roviné. Prvky z,y spliiujici x <y vyznacime tak, ze x
leZi niZe nez y a spojime je tiseckou.

Z diagramu pak mutzeme urcit usporadani mnoziny X: x < y pravé tehdy, kdyz = lezi
nize nez y a existuje zdola nahoru smérujici kone¢na posloupnost na sebe navazujicich
usecek z bodu x do bodu y.

Priklad. V uspofddané mnoziné Y = {a,b,c,d} s diagra- a b
mem vpravo plati: \ /
e d<c,cda, cab, c
e d < a, ale nikoliv d < a, |
e prvky a, b nejsou srovnatelné. d U

Definice 7.1.4. Bud (X, <) uspofddand mnozina, Y C X. Prvek = € X je
e dolnt zdvora mnoziny Y, je-li x < y pro kazdé y € Y;
e hornt zdvora mnoziny Y, je-li y < x pro kazdé y € Y.

Priklad. V uspofddané mnoziné Y z predchoziho pfikladu plati:
e ¢,d jsou dolni zavory podmnoziny {a, b},
e podmnozina {a, b} nem4 zadnou horni zavoru. O

Definice 7.1.5. Bud (X, <) uspofddana mnozina. Prvek z € X je
e nejmensi (minimdlni) prvek mnoziny X, je-li x <y pro kazdé y € X, v tako-
vém pripadé piSeme x = min X;
o nejuétsi (mazimdlnt) prvek mnoziny X, je-li x > y pro kazdé y € X, v takovém
ptipadé piseme x = max X.

Priklad. V uspofddané mnoziné Y z predchoziho pfikladu plati:
e d je jeji nejmensi prvek,
e jeji nejveétsi prvek neexistuje. O

Cviceni. Kazda uspofadand mnozina ma nejvyse jeden nejvétsi prvek a nejvyse jeden
nejmensi prvek. O

Definice 7.1.6. Bud (X, <) uspofddana mnozina, Y C X. Prvek z € X je
e infimum mnoziny Y, je-li z nejvétsi prvek mnoziny vsech dolnich zévor mnoziny
Y, v takovém pripadé piSeme z = inf Y,
e supremum mnoziny Y, je-li z nejmensi prvek mnoziny vSech hornich zavor
mnoziny Y, v takovém ptipadé piseme x = supY.

Priklad. V uspofddané mnoziné Y z predchoziho pfikladu plati:
e mnozina dolnich zévor podmnoziny {a, b} je {c, d}, jeji nejvétsi prvek je ¢, a proto

inf{a,b} = ¢,
e podmnozina {a,b} nemda zaddnou horni zavoru, ¢ili mnozina hornich zavor je
prazdné, nemé tedy nejvétsi prvek, a proto sup{a, b} neexistuje. O

Cviceni. (1) Kazd4d podmnozina mé nejvysSe jedno supremum a nejvyse jedno infi-
mum.
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(2) Jestlize x <y, pak inf{z,y} = = a sup{z,y} = v.
(3) Jestlize inf{z,y} = z, pak = < y.
(4) Jestlize sup{z,y} =y, pak = < y. O

Cviceni. Bud X usporddand mnozina. Supremum préazdné mnoziny je nejmensi prvek
mnoziny X (pokud existuje) a infimum prazdné mnoziny je nejvétsi prvek mnoziny X
(pokud existuje). O

7.2. Svazové usporadané mnoZiny a svazy

Definice 7.2.1. Usporadand mnozina je svazové usporadand, jestlize kazda jeji dvou-
prvkova podmnoZina ma infimum i supremum.

Kazda kone¢né podmnozina svazové uspoiadané mnoziny mé infimum i supremum.
Priklad. (1) Pro libovolnou mnozinu X je (P(X),C) svazové usporddand mnozina,
pficemz pro libovolné YV, Z € P(X) inf{Y, Z} =Y NZ asup{Y,Z} =Y U Z.

(2) (N,]) je svazové usporadand mnozina, pficemz inf{z,y} je nejvétsi spolecény délitel
¢isel z,y, sup{x,y} je nejmensi spoleény nasobek ¢isel z, y.

(3) ({1,3,5,6,9,10,12},|) neni svazové uspofadand mnozina.

(4) Kazdy fetézec je svazové uspofdadand mnozina, pficemz inf{z,y} = min{x,y} je
mensi z prvka z,y, sup{z,y} = max{z,y} je vétsi z prvka z,y. O

Definice 7.2.2. Mnozina X se dvéma binarnimi operacemi A a V je svaz, jestlize pro
kazdé z,y, z € X plati

T ANy=yAuz, xVy=yVuz, (komutativita A a V)
(xAy)ANz=xzAN(yAz), (xVyVz=zxV(yVz), (asociativita A a V)
zA(yVaz)=uw, xV(yNz)=um. (zdkon absorpce)

Binarni operace A je prisek, binarni operace V je spojeni.

Piiklad. (1) Pro libovolnou mnozinu X mnozina P(X) s operacemi N a U je svaz.

(2) Mnozina N s operacemi D a N, kde x D y je nejvétsi spoleény délitel ¢isel z,y a x Ny
je nejmensi spolecny nasobek cisel x,y, je svaz.

(3) MnozZina R s operacemi min a max je svaz.

(4) Mnozina {0, 1} pravdivostnich hodnot s operacemi konjunkce a disjunkce je svaz. [J

Tvrzeni 7.2.1. Bud (X, A, V) svaz. Pro libovolné x € X plati

rAx =z, AV E (idempotentnost A a V)
Diikaz.

T ANr = (zdkon absorpce)
=zA(zV(yAz)) = (komutativita V)
=sAN((yAz)Vz)= (zékon absorpce)
=zx.

Druhou ¢ast tvrzeni nechame jako cviceni. O
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Ve svazové uspofadané mnoziné X pro kazdé x,y existuji inf{x, y} a sup{x, y} a jsou
jednozna¢né urcena, proto muzeme na X definovat binarni operace A a V:

x Ay :=inf{z,y}, xVy:=sup{z,y}.
Podle néasledujiciho tvrzeni kazda svazové usporadanad mnozina s témito operacemi je
svaz.
Tvrzeni 7.2.2. Svazové usporadand mnoZina X s bindrnimi operacemi N, x Ny =

inf{z,y}, a V, zVy =sup{z,y}, je svaz.

Dikaz. Cviceni.

Asociativita V: Navod: Ukazte, ze x V (y V z) = sup{z,y, 2} = (x Vy) V z. O
Cviceni. Dokazte, 7e x1 V xg V -+ -V x,, = sup{xy, xa,...,x,}. (Vlevo nezédlezi na uza-
vorkovani). O

Podle nasledujiciho tvrzeni kazdy svaz je svazové usporddand mnozina.

Tvrzeni 7.2.3. Bud (X, A,V) svaz.
(1) Poloime x <y pravé tehdy, kdyz x Ny = x. Pak <, je uspofdaddini na X.
(2) Polozme x <\, y pravé tehdy, kdyz xV y =1y. Pak < je usporadani na X.
(8) Uspordddni <, je shodné s uspordadanim <, a (X,<,) je svazové uspofd-
dand mnoZzina, pricemz
inf{z,y} =2z Ay, sup{z,y}=zVy.

Diikaz. Cviceni. g

Svazy i svazové usporddané mnoziny tedy mizeme chapat jak jako algebraické struk-
tury tak jako usporfddané mnoziny. Usporadani totiz jednoznacné uréuje algebraickou
strukturu a algebraicka struktura zase jednoznac¢né urcuje usporadani.

Bud (X, A, V) svaz. Identity v definici svazu jsou symetrické vzhledem k vzajemné
zaméné A a V, proto (X, V,A) je také svaz. Nazyva se dudlni svaz a znaci se X*

Cviceni. Ovéite, Ze dudlni svaz ma dudlni usporadani. O

Tvrzeni 7.2.4. Bud X svaz. Pro kazdé x,a,b € X plati
(i) jestlize a < b, pak a Nx < bAx;
(i) jestlize a < b, pak aVax <bVx;
(iii) jestlize x < a, x < b, pak x < a A b;
(iv) jestlize x > a, x > b, pak x > a \V b.

Dikaz. (i) Necht a < b, pak a Ab = a, nacez (a Ax) AN(bAxz) =aAbAx = aAx; odtud

tvrzeni. (ii) Cviceni. (iii) a (iv) plynou ihned z definice infima a suprema (cviéeni). [

Obsahuje-li podmnozina svazu vSechna infima a suprema vsech dvojic svych prvki,
je to také svaz.

Definice 7.2.3. Podsvaz svazu (X, A, V) je podmnozina Y C X takovd, ze pro kazdé
z,yeYplatizAyeYaxVyey.
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Priklad. Svaz X a jeho podsvazy Y a Z:

o o (e)
]
Cviceni. (1) Kazda podmnozina Fetézce je podsvaz.
(2) Kazdé podmnozina svazu, ktera je fetézcem, je podsvaz. O

Podmnozina svazu mtze byt svazem vzhledem k indukovanému usporadani, aniz by
byla podsvazem.

Priklad. Svaz X a jeho podmnozina Y, ktera je svazem, ale neni podsvazem.

VAN
N

Supremum z Vy y v Y je rtzné od suprema x Vx y v X. O

7.3. Uplné svazy

‘Deﬁnice 7.3.1. Svaz je uplny, ma-li kazda jeho podmnozina supremum i infimum.

Priklad. (1) Kazdy koneény svaz je tplny a platiinf{z1, z2,...,z,} = z1Az2A. . . Azp,
sup{z1,z2,...,Tp} =x1 Vo V...V Iy
(2) Svaz (P(M), <) je uplny. Infima jsou pruniky, suprema jsou sjednoceni.

(3) Svaz (N, <) neni tplny. Schazi naptiklad supremum celé mnoziny N. O

Kazdy tplny svaz mé nejvétsi prvek, je to jeho supremum, i nejmensi prvek, je to
jeho infimum.

Tvrzeni 7.3.1. Bud X uspotddand mnoZina, jejiz kazdd podmnozina md infimum. Pak
X je uplny svaz.

Drikaz. Stadl ukazat, Ze kazdd podmnozina mé supremum. Bud Y C X. Ozna¢me Z
mnozZinu vSech hornich zavor mnoziny Y a polozme s = inf Z. Dokazme, %e s = supY.
Kazdy prvek mnoziny Z je horni zavora mnoziny Y, takze kazdy prvek mnoziny Y
je dolni zévora mnoziny Z. Jelikoz s je nejvétsi dolni zavora mnoziny Z, tak y < s pro
kazdé y € Y, Cili s je zaroven horni zdvora mnoziny Y. A kdyZ s € Z a souCasné s je
(nejvétsi) dolni zadvora mnoziny Z, je to nejmensi prvek mnoziny Z, ¢ili nejmensi horni
zavora mnoziny Y. O
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Priklad. Pfedpoklad, ze kazda (i prazdnd) podmnozina mnoziny X mé infimum, zna-
mend, ze X mé nejvétsi prvek. Napiiklad (N, <) neni uplny svaz, pfestoze kazda ne-
prazdnd podmnoZina méa infimum. O

Priklad. Bud G grupa. Ozna¢me P(G) mnozinu vSech podgrup grupy G. Pak (P(G), Q)
je uplny svaz.

Bud {4,[. € I} C P(G), tedy néjaky systém podgrup grupy G. Potom (),.; A, je
také podgrupa (cviceni), kterd je zaroven inf{A,|: € I} (cviceni). Podle pfedchoziho
tvrzeni je (P(G),C) Gplny svaz. Proto existuje i sup{A4,|¢ € I} a je to prinik vSech
podgrup, které obsahuji vSechny podgrupy A,.

Priklad je zformulovan pro grupy, ale jeho analogie plati i pro jiné algebraické struk-
tury. O

Cvi€eni. Ozna¢me F(X) mnozinu vSech relaci ekvivalence na mnoziné X. Protoze
E(X) C P(X x X), vznikd na E(X) indukované uspofadani. Dokazte, ze E(X) je
uplny svaz. O



