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7. p¯ednáπka, 14. 11. 2023

5.4. Podgrupy aditivní grupy Z

Najdeme vπechny podgrupy aditivní grupy Z = (Z,+, 0,�). Pro celé nezáporné Ëíslo
m 2 N0 oznaËme

mZ = {mk | k 2 Z} = {. . . ,�2m,�m, 0,m, 2m, . . .}.

Tvrzení 5.4.1. Mnoæiny mZ, m 2 N0, jsou podgrupy aditivní grupy Z a jiné podgrupy
v Z nejsou.

D˘kaz. BuÔ m 2 N0 libovolné. Ukáæeme, æe mZ je podgrupa. Pro libovolné mk,ml 2
mZ platímk+ml = m(k+l) 2 mZ, Ëímæ je dokázána uzav¯enost mnoæinymZ vzhledem
ke sËítání. Mnoæina mZ obsahuje neutrální prvek 0 grupy Z. Nakonec, pro libovolné
mk 2 mZ platí �(mk) = m(�k) 2 mZ, Ëímæ je dokázána uzav¯enost mnoæiny mZ
vzhledem k inverzi (opaËn˝m prvk˘m).
BuÔ B ✓ Z libovolná podgrupa grupy Z. Ukáæeme, æe B je rovna nÏkteré podgrupÏ

mZ. Jelikoæ B je podgrupa, obsahuje neutrální prvek 0. Pokud B = {0}, pak B = 0Z
(m = 0). P¯edpokládejme, æe B 6= {0}, tedy existuje nenulové Ëíslo b 2 B. Navíc existuje
kladné Ëíslo b+ 2 B, buÔ b+ = b, nebo b+ = �b (�b 2 B, protoæe B je podgrupa).
OznaËme m nejmenπí kladné Ëíslo v B (v kaædé neprázdné mnoæinÏ kladn˝ch cel˝ch
Ëísel existuje nejmenπí Ëíslo).
Dokáæeme, æe toto Ëíslo m je hledané Ëíslo, pro nÏæ B = mZ. Nejd¯íve ukáæeme,

æe mZ ✓ B. Jiæ víme, æe 0 2 B a m 2 B. P¯edpokládejme, æe mk 2 B. Potom
i m(k+1) = mk+m 2 B a díky matematické indukci dostáváme, æe mk 2 B pro kaædé
k 2 N. A potom i inverzní prvky �mk leæí v B, a tím je ukázáno, æe vπechny prvky
mnoæiny mZ leæí v B.
Zb˝vá dokázat, æe B ✓ mZ. BuÔ b 2 B libovolné a p¯edpokládejme, æe b /2 mZ. Pak

existují q, r 2 Z taková, æe

b = mq + r a 0 < r < m.

Potom r = b � mq = b + m(�q) je kladn˝ prvek B, menπí neæ m, coæ je v rozporu
s definicí prvku m. Proto b 2 mZ. ⇤

5.5. Faktorové grupy

Definice 5.5.1. Relace na mnoæinÏ X je podmnoæina kartézského souËinu X ⇥X.

Je-li ⇢ relace, místo „(x, y) je v relaci ⇢ˇ se obvykle ¯íká „x je v relaci ⇢ s yˇ a místo
(x, y) 2 ⇢ se obvykle píπe x ⇢ y.

Definice 5.5.2. Relace ⇢ na mnoæinÏ X je relace ekvivalence, jestliæe je
(1) reflexivní, tj. x ⇢ x pro kaædé x 2 X,
(2) symetrická, tj. x ⇢ y implikuje y ⇢ x,
(3) tranzitivní, tj. x ⇢ y, y ⇢ z implikuje x ⇢ z.
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Definice 5.5.3. BuÔte ⌘ relace ekvivalence na mnoæinÏ X a x, y 2 X. Jestliæe x ⌘ y,
potom x je ekvivalentní y vzhledem k ⌘. Mnoæina

{y 2 X |x ⌘ y}
vπech prvk˘ ekvivalentních prvku x je t¯ída ekvivalence p¯ísluπná x vzhledem k ⌘,
oznaËujeme ji [x]⌘ nebo jen [x], je-li z¯ejmé, o jakou relaci ekvivalence se jedná, tedy

[x]⌘ = {y 2 X |x ⌘ y}.

Definice 5.5.4. BuÔ ⌘ relace ekvivalence na mnoæinÏ X. Mnoæina
{[x]⌘ |x 2 X}

vπech p¯ísluπn˝ch t¯íd ekvivalence je faktorová mnoæina vzhledem k ⌘, oznaËujeme ji
X̃⌘ nebo jen X̃, je-li z¯ejmé, o jakou relaci ekvivalence se jedná, tedy

X̃⌘ = {[x]⌘ |x 2 X}.

Poznamenejme, æe X̃ je rozklad mnoæiny X, to znamená, æe mnoæiny [x] jsou ne-
prázdné, po dvou disjunktní a jejich sjednocení je X.

Definice 5.5.5. BuÔte X mnoæina s binární operací ⇤ a ⌘ relace ekvivalence na
mnoæinÏ X. Relace ⌘ je kongruence na X s ⇤, jestliæe platí podmínka kompatibility,
Ëili implikace

jestliæe x1 ⌘ x2 a y1 ⌘ y2, pak x1 ⇤ y1 ⌘ x2 ⇤ y2,
nebo ekvivalentnÏ

jestliæe [x1] = [x2] a [y1] = [y2], pak [x1 ⇤ y1] = [x2 ⇤ y2].

Tvrzení 5.5.1. BuÔte ⌘ kongruence na mnoæinÏ s asociativní binární operací a x, y
invertibilní prvky. Pak platí implikace

jestliæe x ⌘ y, pak x�1 ⌘ y�1

nebo ekvivalentnÏ zapsáno

jestliæe [x] = [y], pak [x�1] = [y�1].

D˘kaz. Nechª x ⌘ y. Jelikoæ x�1 ⌘ x�1 a y�1 ⌘ y�1, z podmínky kompatibility dosta-
neme x ⇤ x�1 ⌘ y ⇤ x�1, tedy e ⌘ y ⇤ x�1, a y�1 ⇤ e ⌘ y�1 ⇤ y ⇤ x�1, tedy y�1 ⌘ x�1. ⇤

P¯íklad. (1) MÏjme grupu (Z,+, 0,�) a relaci ⌘ na Z danou p¯edpisem: x ⌘ y právÏ
tehdy, kdyæ x, y jsou obÏ sudá nebo obÏ lichá, tedy Z̃ = {[0], [1]}. Potom⌘ je kongruence,
protoæe souËet jak˝chkoliv sud˝ch Ëísel je sudé Ëíslo, souËet jak˝chkoliv dvou lich˝ch Ëísel
je sudé Ëíslo a souËet jakéhokoliv sudého Ëísla a jakéhokoliv lichého Ëísla je liché Ëíslo.
(2) MÏjme grupu (Z,+, 0,�) a relaci ⌘ na Z danou p¯edpisem: x ⌘ y právÏ tehdy,
kdyæ x, y jsou obÏ záporná nebo obÏ kladná nebo obÏ nulová, tedy Z̃ = {[�1], [0], [1]}.
Potom ⌘ je relace ekvivalence, platí implikace

jestliæe x ⌘ y, pak � x ⌘ �y,

ale existují x1, x2, y1, y2 2 Z taková, æe x1 ⌘ x2 a y1 ⌘ y2, ale x1 + y1 6⌘ x2 + y2. »ili ⌘
nesplÚuje podmínku kompatibility a není to tedy kongruence na Z.
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(3) MÏjme grupu (Z,+, 0,�) a relaci ⌘ na Z danou p¯edpisem: x ⌘ y právÏ tehdy,
kdyæ x, y jsou obÏ záporná nebo obÏ nezáporná, tedy Z̃ = {[�1], [0]}. Potom ⌘ je relace
ekvivalence, ale existují x, y 2 Z taková, æe x ⌘ y, ale �x 6⌘ �y. Podle Tvrzení 5.5.1 ⌘
není kongruence na Z, a nesplÚuje tedy podmínku kompatibility. ⇤

Máme-li kongruenci a t¯ídy [x], [y], pak díky podmínce kompatibility t¯ída [x ⇤ y] je
jednoznaËnÏ urËena t¯ídami [x], [y], Ëili nezávisí na konkrétním v˝bÏru jejich prvk˘ x, y
(reprezentant˘). Na mnoæinÏ X̃ tedy m˘æeme zavést binární operaci ⇤̃ p¯edpisem

[x]⇤̃[y] = [x ⇤ y]. (9)

P¯íklad. MÏjme grupu (Z,+, 0,�) a kongruenci ⌘ danou p¯edpisem: x ⌘ y právÏ tehdy,
kdyæ x, y jsou obÏ sudá nebo obÏ lichá, tedy Z̃ = {[0], [1]}.
Na Z̃ máme binární operaci +̃ definovanou p¯edpisem (9), tedy [x]+̃[y] = [x + y].

Takæe

[0]+̃[0] = [0 + 0] = [2 + 6] = [8 + (�14)] = [0],
[0]+̃[1] = [0 + 1] = [2 + 7] = [(�6) + 11] = [1],
[1]+̃[0] = [1 + 0] = [7 + 6] = [17 + (�2)] = [1],
[1]+̃[1] = [1 + 1] = [3 + 13] = [(�7) + 5] = [0]. ⇤

Tvrzení 5.5.2. MÏjme kongruenci na mnoæinÏ X s binární operací ⇤. BuÔ ⇤̃ binární
operace na X̃ definovaná p¯edpisem (9). Potom
(i) je-li ⇤ asociativní, pak ⇤̃ je asociativní;
(ii) je-li e neutrální prvek ⇤, pak [e] je neutrální prvek ⇤̃;
(iii) je-li x�1 inverze k x vzhledem k ⇤, pak [x�1] je inverze k [x] vzhledem k ⇤̃;
(iv) je-li ⇤ komutativní, pak ⇤̃ je komutativní.

D˘kaz. (i) Jestliæe ⇤ je asociativní, potom pro libovolné t¯ídy [x], [y], [z] 2 X̃ platí

[x]⇤̃([y]⇤̃[z]) = [x]⇤̃[y ⇤ z] =
= [x ⇤ (y ⇤ z)] =
= [(x ⇤ y) ⇤ z] =
= [x ⇤ y]⇤̃[z] =
= ([x]⇤̃[y])⇤̃[z],

takæe ⇤̃ je asociativní.
(ii) Jestliæe e je neutrální prvek oparace ⇤, potom pro libovolnou t¯ídu [x] 2 X̃ platí

[x]⇤̃[e] = [x ⇤ e] = [x],
[e]⇤̃[x] = [e ⇤ x] = [x],

takæe [e] je neutrální prvek operace ⇤̃.
(iii) Jestliæe x�1 je inverzní prvek k x vzhledem k ⇤, pak

[x]⇤̃[x�1] = [x ⇤ x�1] = [e],
[x�1]⇤̃[x] = [x�1 ⇤ x] = [e],

takæe [x�1] je inverzní prvek k [x] vzhledem k operaci ⇤̃.
(iv) Z (9) je z¯ejmé, æe je-li ⇤ komutativní, pak i ⇤̃ je komutativní. ⇤

D˘sledek. Pro kaædou (komutativní) grupu a kaædou kongruenci na této grupÏ p¯í-
sluπná faktorová mnoæina s operací definovanou p¯edpisem (9) je (komutativní) grupa.
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D˘kaz. Tvrzení je jednoduch˝m d˘sledkem p¯edchozího tvrzení. ⇤

Jelikoæ kaæd˝ prvek mnoæiny s asociativní operací má nejv˝πe jeden inverzní prvek,
viz Tvrzení 5.1.2 nebo Tvrzení 5.5.1, t¯ída [x�1] je v takovém p¯ípadÏ jednoznaËnÏ
urËena t¯ídou [x], Ëili nezávisí na konkrétním v˝bÏru jejího prvku x, a proto je korektní
ji oznaËovat [x]�1.

Definice 5.5.6. Faktorová mnoæina s operací definovanou p¯edpisem (9) z p¯edcho-
zího D˘sledku je faktorová grupa.

P¯íklad. MÏjme grupu (Z,+, 0,�) a kongruenci danou p¯edpisem: x ⌘ y právÏ tehdy,
kdyæ x, y jsou obÏ sudá nebo obÏ lichá, tedy Z̃ = {[0], [1]}.
Na Z̃ máme asociativní binární operaci +̃: [x]+̃[y] = [x+ y], neutrální prvek operace

+̃ je [0] a opaËn˝ prvek �[x] k prvku [x] je [�x], Ëili �[0] = [0], �[1] = [�1] = [1]. ⇤

5.6. Zbytkové t¯ídy

MÏjme aditivní grupu (Z,+, 0,�) a buÔ m libovolné p¯irozené (kladné celé) Ëíslo.
Definujme relaci ⌘m na Z p¯edpisem:

x ⌘m y právÏ tehdy, kdyæ x� y je celoËíseln˝ násobek Ëísla m

(Ëili m | (x� y) a existuje tedy k 2 Z takové, æe x� y = km a x = y + km).

Potom ⌘m je relace ekvivalence (cviËení), p¯ísluπné t¯ídy ekvivalence [i]⌘m se znaËí
[i]m a

...

[�2]m = {�2 + km | k 2 Z} = {. . . ,�2� 2m,�2�m,�2,�2 +m,�2 + 2m, . . .},
[�1]m = {�1 + km | k 2 Z} = {. . . ,�1� 2m,�1�m,�1,�1 +m,�1 + 2m, . . .},
[0]m = {km | k 2 Z} = {. . . ,�2m,�m, 0,m, 2m, . . .},
[1]m = {1 + km | k 2 Z} = {. . . , 1� 2m, 1�m, 1, 1 +m, 1 + 2m, . . .},
[2]m = {2 + km | k 2 Z} = {. . . , 2� 2m, 2�m, 2, 2 +m, 2 + 2m, . . .},

...

[i]m = {i+ km | k 2 Z} = {. . . , i� 2m, i�m, i, i+m, i+ 2m, . . .},
...

Pro i 2 {0, . . . ,m�1} t¯ída ekvivalence [i]m obsahuje právÏ ta celá Ëísla z, po jejichæ ce-
loËíselném dÏlení Ëíslemm Ëíslo i je zbytek. T¯ídám [i]m, kde i 2 {0, . . . ,m�1}, se proto
¯íká zbytkové t¯ídy. P¯i dÏlení Ëíslem m vπechny moæné zbytky jsou právÏ 0, 1, . . . ,m�1,
takæe kaædé celé Ëíslo leæí v právÏ jedné ze zbytkov˝ch t¯íd [0]m, [1]m, . . . , [m� 1]m. P¯í-
sluπná faktorová mnoæina Z̃⌘m se znaËí Zm, tedy

Zm = {[0]m, [1]m, . . . , [m� 1]m}.

OvÏ¯íme, zda ⌘m je kongruence na Z, Ëili podmínku kompatibility. P¯edpokládejme,
æe [x1]m = [x2]m a [y1]m = [y2]m. To znamená, æe x2 2 [x1]m a y2 2 [y1]m, Ëili x2 =
x1 + km, y2 = y1 + lm pro vhodná k, l 2 Z. Potom x2 + y2 = x1 + km + y1 + lm =
x1 + y1 + (k + l)m 2 [x1 + y1]m, a tedy [x1 + y1]m = [x2 + y2]m.
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Na mnoæinÏ Zm tedy máme binární operaci + (znaËí se obvykle stejnÏ jako p˘vodní
operace) podle (9)

[x]m + [y]m = [x+ y]m
a p¯ísluπná faktorová grupa (Zm,+, [0]m,�) je komutativní aditivní grupa zbytkov˝ch
t¯íd modulo m.

Na mnoæinÏ Z uvaæujme operaci ·, která je asociativní a má neutrální prvek 1. OvÏ¯íme
podmínku kompatibility pro operaci ·.
P¯edpokládejme, æe [x1]m = [x2]m a [y1]m = [y2]m. To znamená, æe x2 = x1 + km,

y2 = y1+ lm pro vhodná k, l 2 Z. Potom x2 · y2 = (x1+ km) · (y1+ lm) = x1y1+(ky1+
lx1 + klm)m 2 [x1y1]m, a tedy [x1y1]m = [x2y2]m.
Na Zm tedy máme i binární operaci · podle (9)

[x]m · [y]m = [x · y]m.

Podle Tvrzení 5.5.2 operace · na mnoæinÏ Zm je komutativní, asociativní a má neut-
rální prvek [1]m. Faktorová mnoæina Zm s operací · a neutrálním prvkem [1]m je komuta-
tivní multiplikativní monoid zbytkov˝ch t¯íd modulo m (monoid je mnoæina s asociativní
binární operací a neutrálním prvkem). Otázka existence inverzí vzhledem k operaci ·
není tak jednoduchá jako v p¯ípadÏ operace +.

Tvrzení 5.6.1. Prvek [x]m 2 Zm má inverzi vzhledem k operaci · právÏ tehdy, kdyæ x
a m jsou nesoudÏlná, tedy jejich nejvÏtπí spoleËn˝ dÏlitel D(x,m) je 1.

D˘kaz. P¯edpokládejme, æe [y]m je inverze k [x]m, tedy [x]m ·[y]m = [xy]m = [1]m. Takæe
xy + km = 1 pro vhodné k 2 Z a kaæd˝ spoleËn˝ dÏlitel Ëísel x a m je dÏlitel i Ëísla 1.
Proto D(x,m) = 1.
P¯edpokládejme, æe D(x,m) = 1. Podle Bézoutovy vÏty existují Ëísla y, k 2 Z taková,

æe D(x,m) = xy + km, tedy 1 = xy + km, takæe [1]m = [xy]m = [x]m · [y]m a [y]m je
inverze k [x]m. ⇤

P¯íklad. Nechª m = 5. Následující tabulka naznaËuje rozloæení mnoæiny vπech cel˝ch
Ëísel do pÏti t¯íd:

[0]5 -5 0 5
[1]5 -4 1 6
[2]5 · · · -3 2 7 · · ·
[3]5 -2 3 8
[4]5 -1 4 9

Aditivní grupa Z5 resp. multiplikativní monoid Z5 mají tabulky
+ [0]5 [1]5 [2]5 [3]5 [4]5
[0]5 [0]5 [1]5 [2]5 [3]5 [4]5
[1]5 [1]5 [2]5 [3]5 [4]5 [0]5
[2]5 [2]5 [3]5 [4]5 [0]5 [1]5
[3]5 [3]5 [4]5 [0]5 [1]5 [2]5
[4]5 [4]5 [0]5 [1]5 [2]5 [3]5

resp.

· [0]5 [1]5 [2]5 [3]5 [4]5
[0]5 [0]5 [0]5 [0]5 [0]5 [0]5
[1]5 [0]5 [1]5 [2]5 [3]5 [4]5
[2]5 [0]5 [2]5 [4]5 [1]5 [3]5
[3]5 [0]5 [3]5 [1]5 [4]5 [2]5
[4]5 [0]5 [4]5 [3]5 [2]5 [1]5

⇤


