
Polynomy 67

6. p¯ednáπka, 7. 11. 2023

4.3. Ireducibilní polynomy

Definice 4.3.1. Polynom je reducibilní nad polem P, jestliæe je souËinem dvou nekon-
stantních polynom˘ nad polem P. Polynom je ireducibilní nad polem P, jestliæe není
konstantní a není reducibilní nad polem P.

Pro polynom z P [x] oznaËením reducibilní, resp. ireducibilní se myslí reducibilní nad
P, resp. ireducibilní nad P.
Je-li polynom f reducibilní a f = g · h, kde g, h jsou nekonstantní polynomy, ¯íká se

také, æe g ·h je rozklad polynomu f na souËin polynom˘ g, h nebo také, æe g ·h je rozklad
polynomu f na Ëinitele g, h.

P¯íklad. (1) Kaæd˝ polynom stupnÏ 1 je ireducibilní, neboª není konstantní a souËin
dvou nekonstantních polynom˘ je polynom stupnÏ aspoÚ 2.
(2) Polynom x2� 1 = (x� 1)(x+1) je reducibilní nad R. Polynomy x� 1 a x+1 jsou
ireducibilní nad R. ⇤

CviËení. Normovan˝ reducibilní polynom je souËinem normovan˝ch nekonstantních
polynom˘. ⇤

Tvrzení 4.3.1. Nechª jsou f, g 2 P [x] normované polynomy, g je ireducibilní a f | g.
Potom buÔ f = 1, anebo f = g. Je-li f také ireducibilní, pak f = g.

D˘kaz. Kdyæ f | g, existuje h 2 P [x] takové, æe fh = g. Jelikoæ g je ireducibilní,
právÏ jeden z polynom˘ f, h je konstantní. Je-li normovan˝ polynom f konstantní, pak
f = 1. Je-li h konstantní a fh je normovan˝ polynom, pak h = 1, tedy f = g. Je-li f
ireducibilní, pak není konstantní, a zb˝vá tedy jen f = g. ⇤

Lemma 4.3.2. BuÔte g, h1, . . . , hn 2 P [x] normované ireducibilní polynomy a nechª
g | h1 · · ·hn. Pak existuje index j takov˝, æe g = hj.

D˘kaz. OznaËme d = D(g, h1). Jelikoæ d | g a g je ireducibilní, podle Tvrzení 4.3.1 buÔ
d = g anebo d = 1. Jestliæe d = g, pak g | h1 a g = h1. Jestliæe d = 1, pak Tvrzení 4.2.3

1 = gu+ h1v

pro vhodné u, v 2 P [x]. Vynásobíme-li obÏ strany polynomem h2 · · ·hn, dostaneme

h2 · · ·hn = gh2 · · ·hnu+ h1h2 · · ·hnv.

Podle p¯edpokladu g | h1 · · ·hn, takæe pravá strana je dÏlitelná g, proto i levá strana
je dÏlitelná g, Ëili g | h2 · · ·hn. Stejn˝m postupem ukáæeme, æe buÔ g = h2 anebo
g | h3 · · ·hn. Opakováním tohoto postupu najdeme j, 1  j  n, takové, æe g = hj . ⇤

Tvrzení 4.3.3. Kaæd˝ nekonstantní polynom je souËinem konstanty a normovan˝ch
ireducibilních polynom˘, p¯iËemæ vπechny Ëinitele jsou urËeny jednoznaËnÏ aæ na po¯adí.
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D˘kaz. BuÔ f 2 P [x] nekonstantní polynom a oznaËme f̄ = 1
lc f · f . Je-li f̄ ireduci-

bilní, pak f = lc f · f̄ . Je-li f̄ reducibilní, pak je souËinem normovan˝ch nekonstantních
polynom˘ niæπího stupnÏ. Kaæd˝ z tÏchto polynom˘ je také buÔ ireducibilní nebo re-
ducibilní, ve druhém p¯ípadÏ je opÏt souËinem normovan˝ch nekonstantních polynom˘
niæπího stupnÏ. Opakováním tohoto postupu po koneËnÏ mnoha krocích dojdeme ke
koneËnému poËtu normovan˝ch ireducibilních polynom˘. Jejich poËet je shora omezen
stupnÏm polynomu f a jejich souËin je roven f̄ .
JeπtÏ je pot¯eba dokázat jednoznaËnost. P¯edpokládejme, æe f̄ = g1 · · · gn = h1 · · ·hm

a vπechny Ëinitele jsou normované ireducibilní polynomy. Jelikoæ g1 | h1 · · ·hm, podle
p¯edchozího lemmatu existuje index '(1) takov ,̋ æe g1 = h'(1). Takæe rovnost g1 · · · gn =
h1 · · ·hm m˘æeme zkrátit g1 a na obou stranách rovnosti tedy bude o jednoho Ëinitele
ménÏ. ObdobnÏ dostaneme, æe existuje index '(2) takov ,̋ æe g2 = h'(2), a postupnÏ aæ
æe existuje index '(n) takov ,̋ æe gn = h'(n).
Navíc, n  m, protoæe jinak by gm+1 · · · gn = 1, coæ není moæné, kdyæ vπechny gi jsou

nekonstantní polynomy. A obdobnÏ dostaneme, æe m  n. Takæe n = m. ⇤

P¯íklad. Polynom x2 + 1 je reducibilní nad polem C, protoæe x2 + 1 = (x+ i)(x� i).
Tent˝æ polynom je ireducibilní nad polem R, protoæe jak˝koliv jeho hypotetick˝ rozklad
x2 + 1 = (x + ⇠)(x + ⌘), ⇠, ⌘ 2 R je souËasnÏ rozkladem nad C r˘zn˝m od x2 + 1 =
(x+ i)(x� i), ve sporu s jednoznaËností rozkladu. ⇤

D˘sledek. BuÔ f 2 P [x] a buÔte g1, . . . , gm 2 P [x] normované ireducibilní a po dvou
r˘zné, tj. gi 6= gj pro i 6= j. Jestliæe gk11 | f , . . . , gkmm | f , pak gk11 · · · gkmm | f .

4.4. Ko¯eny a jejich násobnost

Pro f = anxn + an�1xn�1 + · · ·+ a1x+ a0 2 P [x] a ⇠ 2 P, oznaËme

f(⇠) = an⇠
n + an�1⇠

n�1 + · · ·+ a1⇠ + a0 2 P.

Tvrzení 4.4.1. Pro libovolné polynomy f, g 2 P [x] a libovoln˝ prvek ⇠ 2 P platí

(f + g)(⇠) = f(⇠) + g(⇠), (�f)(⇠) = �f(⇠), (fg)(⇠) = f(⇠)g(⇠).

D˘kaz. CviËení. ⇤

Definice 4.4.1. Prvek ⇠ 2 P je ko¯en polynomu f 2 P [x], jestliæe f(⇠) = 0.

Tvrzení 4.4.2. Nechª f 2 P [x] a ⇠ 2 P . Potom ⇠ je ko¯en polynomu f právÏ tehdy,
kdyæ x� ⇠ dÏlí f .

D˘kaz. P¯edpokládejme, æe ⇠ je ko¯en polynomu f . DÏlením f : (x� ⇠) dostaneme

f = (x� ⇠)q + r, kde buÔ r = 0 nebo deg r < deg(x� ⇠) = 1, Ëili deg r = 0.

Takæe v obou p¯ípadech r je konstantní polynom a 0 = f(⇠) = (⇠ � ⇠)q(⇠) + r = r. »ili
r = 0, f = (x� ⇠)q a x� ⇠ dÏlí f .
P¯edpokládejme, æe x � ⇠ dÏlí f , tedy f = (x � ⇠)q pro nÏjaké q. Potom f(⇠) =

(⇠ � ⇠)q(⇠) = 0, Ëili ⇠ je ko¯en polynomu f . ⇤
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Definice 4.4.2. Nechª f 2 P [x] a ⇠ 2 P . Pokud ⇠ je ko¯en f , potom polynom x � ⇠
je ko¯enov˝ Ëinitel polynomu f .

Definice 4.4.3. Prvek ⇠ 2 P je k-násobn˝ ko¯en polynomu f 2 P [x], jestliæe (x� ⇠)k

dÏlí f , ale (x� ⇠)k+1 nedÏlí f .

Tvrzení 4.4.3. BuÔte ⇠1, . . . , ⇠n 2 P r˘zné ko¯eny polynomu f 2 P [x] s násobnostmi
po ¯adÏ k1, . . . , kn. Potom
(1) (x� ⇠1)k1 · · · (x� ⇠n)kn | f ;
(2) k1 + · · ·+ kn  deg f .

D˘kaz. CviËení. ⇤

Tvrzení 4.4.4 (Základní vÏta algebry). Kaæd˝ nekonstantní polynom nad polem C má
aspoÚ jeden ko¯en.

Vπechny známé d˘kazy vyuæívají v˝sledky matematické anal˝zy, proto zde d˘kaz
neuvádíme.

D˘sledek. Kaæd˝ nekonstantní polynom nad polem C má rozklad na lineární Ëinitele.
Ko¯en˘ se zapoËtením násobnosti má právÏ tolik, kolik Ëiní jeho stupeÚ.

P¯edchozí d˘sledek znamená, æe pro kaæd˝ nekonstantní polynom f = anxn+an�1xn�1+
· · ·+a1x+a0 stupnÏ n s komplexními koeficienty existují Ëísla ⇠1, ⇠2, . . . , ⇠n (nemusí b˝t
po dvou r˘zná), pro která platí

anx
n + an�1x

n�1 + · · ·+ a1x+ a0 = an(x� ⇠1)(x� ⇠2) . . . (x� ⇠n).

Kaædé z Ëísel ⇠1, ⇠2, . . . , ⇠n je ko¯enem polynomu f .

D˘sledek. Kaæd˝ nekonstantní polynom stupnÏ n s komplexními koeficienty má nejv˝πe
n navzájem r˘zn˝ch ko¯en˘.

Tvrzení 4.4.5 (Vlastnosti ko¯en˘ (Viètovy vzorce)). BuÔte f = xn+ an�1xn�1+ · · ·+
a1x+ a0 2 C[x] a ⇠1, ⇠2, . . . , ⇠n jeho ko¯eny (nemusí b˝t vπechny r˘zné). Potom

an�1 = �(⇠1 + ⇠2 + · · ·+ ⇠n) = �
nX

i=1

⇠i

an�2 = ⇠1⇠2 + ⇠1⇠3 + · · ·+ ⇠1⇠n + ⇠2⇠3 + · · ·+ ⇠2⇠n + · · ·+ ⇠n�1⇠n =

=
nX

i,j=1
i<j

⇠i⇠j

an�3 = �(⇠1⇠2⇠3 + ⇠1⇠2⇠4 + · · ·+ ⇠1⇠n�1⇠n + · · ·+ ⇠n�2⇠n�1⇠n) =

= �
nX

i,j,k=1
i<j<k

⇠i⇠j⇠k

...

a1 = (�1)n�1(⇠1 · · · ⇠n�2⇠n�1 + ⇠1 · · · ⇠n�2⇠n + · · ·
· · ·+ ⇠1⇠3 · · · ⇠n + ⇠2 · · · ⇠n)

a0 = (�1)n⇠1⇠2 · · · ⇠n
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D˘kaz. Polynom f m˘æeme rozloæit na souËin jeho ko¯enov˝ch Ëinitel˘

xn + . . .+ a0 = (x� ⇠1) . . . (x� ⇠n).

Po roznásobení pravé strany porovnáním koeficient˘ s p¯ísluπn˝mi koeficienty na levé
stranÏ získáme uvedené vztahy. ⇤

P¯íklad. Ko¯eny polynomu x2 � 5x+ 6 jsou 2 a 3 a

a1 = �(2 + 3) = �5,
a0 = (�1)2 · 2 · 3 = 6. ⇤

4.5. Polynomy s reáln˝mi koeficienty

Komplexní Ëísla

Komplexní Ëíslo je Ëíslo a + bi, kde a, b jsou reálná Ëísla a i je imaginární jednotka,
Ëili i2 = �1.
Komplexní Ëísla z1 = a+ bi, z2 = c+ di se rovnají právÏ tehdy, kdyæ a = c a b = d.
Pro z1 = a+ bi, z2 = c+ di

z1 + z2 = (a+ bi) + (c+ di) = (a+ c) + (b+ d)i,

z1 � z2 = (a+ bi)� (c+ di) = (a� c) + (b� d)i,

z1 · z2 = (a+ bi) · (c+ di) = (ac+ bdi2) + adi+ bci = (ac� bd) + (ad+ bc)i.

»íslo komplexnÏ sdruæené k Ëíslu z = a+ bi je Ëíslo a� bi a oznaËujeme jej z⇤.

CviËení. Pro komplexní Ëíslo z = a+ bi platí

(1) (z⇤)⇤ = z,
(2) z = z⇤ právÏ tehdy, kdyæ z je reálné Ëíslo,
(3) z + z⇤ = 2a, tedy reálné Ëíslo,
(4) zz⇤ = a2 + b2, tedy reálné Ëíslo. ⇤

CviËení. Pro komplexní Ëísla z1, z2 platí

(1) (z1 + z2)⇤ = z⇤1 + z⇤2 ,
(2) (z1z2)⇤ = z⇤1z

⇤
2 . ⇤

CviËení. Pro komplexní Ëíslo z = a+ bi

(x� z)(x� z⇤) = x2 � 2ax+ a2 + b2

je polynom s reáln˝mi koeficienty a pokud z /2 R, Ëili b 6= 0, potom diskriminant tohoto
polynomu je záporn .̋ ⇤

Polynomy s reáln˝mi koeficienty

Tvrzení 4.5.1. Je-li ⇠ 2 C ko¯enem polynomu s reáln˝mi koeficienty, potom ⇠⇤ 2 C je
také ko¯enem tohoto polynomu, a to stejné násobnosti.
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D˘kaz. Nechª f = anxn + an�1xn�1 + · · ·+ a1x+ a0 je polynom s reáln˝mi koeficienty
a ⇠ 2 C je jeho ko¯en, Ëili f(⇠) = 0. Potom

f(⇠⇤) = an(⇠⇤)n + an�1(⇠⇤)n�1 + · · ·+ a1⇠
⇤ + a0 = (a = a⇤ pro a 2 R)

= a⇤n(⇠
⇤)n + a⇤n�1(⇠

⇤)n�1 + · · ·+ a⇤1⇠
⇤ + a⇤0 = (a⇤b⇤ = (ab)⇤)

= (an⇠n)⇤ + (an�1⇠n�1)⇤ + · · ·+ (a1⇠)⇤ + a⇤0 = (a⇤ + b⇤ = (a+ b)⇤)

= (an⇠n + an�1⇠
n�1 + · · ·+ a1⇠ + a0)⇤ =

= f(⇠)⇤ = 0⇤ = 0.

Na druhou stranu, pokud ⇠⇤ je ko¯en polynomu f , potom z právÏ dokázaného vypl˝vá,
æe ⇠ = (⇠⇤)⇤ je také ko¯en.
Takæe, je-li ⇠ = a+ bi ko¯en f , potom ⇠⇤ = a� bi je také ko¯en f a

f = (x� ⇠)(x� ⇠⇤)h.

Díky tomu, æe ⇠ + ⇠⇤ = 2a a ⇠⇠⇤ = a2 + b2 jsou reálná Ëísla,

(x� ⇠)(x� ⇠⇤) = x2 � (⇠ + ⇠⇤)x+ ⇠⇠⇤

je polynom s reáln˝mi koeficienty, a proto h je také polynom s reáln˝mi koeficienty.
Proto, je-li ⇠ k-násobn˝ ko¯en f ,

f = (x� ⇠)k(x� ⇠⇤)kg,

kde g je polynom s reáln˝mi koeficienty, jehoæ ko¯enem nejsou ani ⇠ ani ⇠⇤, takæe ⇠⇤ je
také k-násobn˝ ko¯en f . ⇤

Rozklad normovaného polynomu f s reáln˝mi koeficienty na ireducibilní Ëinitele nad
C tedy obsahuje lineární Ëinitele x�↵i s reáln˝mi ko¯eny ↵i a dvojice lineárních Ëinitel˘
x� ⇠j , x� ⇠⇤j s dvojicemi komplexnÏ sdruæen˝ch ko¯en˘ ⇠j , ⇠⇤j :

f = (x� ↵1)l1 · · · (x� ↵r)lr(x� ⇠1)k1(x� ⇠⇤1)
k1 · · · (x� ⇠s)ks(x� ⇠⇤s )

ks.

Takæe deg f = l1 + · · ·+ lr + 2(k1 + · · ·+ ks).
Pokud roznásobíme vπechny dvojice (x� ⇠j), (x� ⇠⇤j ), dostaneme rozklad polynomu

f na ireducibilní Ëinitele nad R, kter˝ obsahuje lineární Ëinitele x � ↵i a kvadratické
Ëinitele x2 � (⇠j + ⇠⇤j )x+ ⇠j⇠⇤j se záporn˝mi diskriminanty:

f = (x�↵1)l1 · · · (x�↵r)lr(x2� (⇠1+ ⇠⇤1)x+ ⇠1⇠
⇤
1)

k1 · · · (x2� (⇠s+ ⇠⇤s )x+ ⇠s⇠
⇤
s )

ks.

CviËení. (1) Kaæd˝ polynom s reáln˝mi koeficienty lichého stupnÏ má aspoÚ jeden
reáln˝ ko¯en.
(2) Kaæd˝ polynom s reáln˝mi koeficienty stupnÏ vÏtπího neæ 2 je reducibilní nad R. ⇤

CviËení. Rozloæte polynom x4 + 1 na ireducibilní Ëinitele nad C a nad R. ⇤

Pro polynomy, jejichæ koeficienty jsou celá Ëísla, navíc platí následující tvrzení.

Tvrzení 4.5.2. BuÔte f = anxn + an�1xn�1 + · · ·+ a1x+ a0 polynom s celoËíseln˝mi
koeficienty a p, q nesoudÏlná celá Ëísla. Jestliæe p

q je ko¯enem polynomu f , potom a0 je
dÏlitelné p a an je dÏlitelné q.

D˘kaz. Poloæíme f(pq ) rovno nule a po vhodn˝ch úpravách získáme uvedené vlastnosti.
CviËení. ⇤

D˘sledek. CeloËíselné ko¯eny polynomu s celoËíseln˝mi koeficienty jsou dÏlitelé abso-
lutního Ëlenu.
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4.6. Derivace

Definice 4.6.1. BuÔ f = anxn + an�1xn�1 + · · · + a1x + a0 2 C[x]. Polynom f 0 =
nanxn�1 + (n� 1)an�1xn�2 + · · ·+ a1 2 C[x] je derivace polynomu f .

Tvrzení 4.6.1. (1) (f + g)0 = f 0 + g0,
(2) (fg)0 = f 0g + fg0,

(3) (fk)0 = kfk�1f 0.

D˘kaz. CviËení. ⇤

Tvrzení 4.6.2. Nechª k � 2, f 2 C[x] je polynom a ⇠ 2 C je jeho k-násobn˝ ko¯en.
Potom
(1) ⇠ je (k � 1)-násobn˝ ko¯en f 0,
(2) ⇠ je (k � 1)-násobn˝ ko¯en nejvÏtπího spoleËného dÏlitele D(f, f 0).

D˘kaz. (1) (x� ⇠)k | f , tedy f = (x� ⇠)kq a (x� ⇠)k+1 nedÏlí f . Potom

f 0 = k(x� ⇠)k�1q + (x� ⇠)kq0 = (x� ⇠)k�1(kq + (x� ⇠)q0).

Takæe, (x � ⇠)k�1 dÏlí f 0. Kdyby (x � ⇠)k dÏlilo f 0, pak by (x � ⇠) | (kq + (x � ⇠)q0),
naËeæ (x� ⇠) | kq, tedy (x� ⇠) | q a (x� ⇠)k+1 | f ve sporu s p¯edpokladem.
(2) (x � ⇠)k�1 je dÏlitel f i f 0, takæe (x � ⇠)k�1 | D(f, f 0). Kdyby (x � ⇠)k dÏlilo

D(f, f 0), pak by (x� ⇠)k | f 0 ve sporu s p¯edchozím bodem. ⇤

Tvrzení 4.6.3. BuÔte f 2 C[x] a ⇠ 2 C jeho ko¯en. Potom ⇠ je 1-násobn˝ ko¯en
polynomu

f

D(f, f 0)
2 C[x].

D˘kaz. Nechª ⇠ je k-násobn˝ ko¯en polynomu f , tedy f = (x � ⇠)kq, ale (x � ⇠)k+1

nedÏlí f , Ëili x� ⇠ nedÏlí q. Podle p¯edchozího tvrzení D(f, f 0) = (x� ⇠)k�1r. Takæe
f

D(f, f 0)
= (x� ⇠)

q

r
a jelikoæ x� ⇠ nedÏlí q, nedÏlí ani

q

r
. ⇤

D˘sledek. BuÔ f 2 C[x].
(1) Mnoæina vπech ko¯en˘ polynomu f/D(f, f 0) je rovna mnoæinÏ vπech ko¯en˘ po-
lynomu f .

(2) Vπechny ko¯eny polynomu f/D(f, f 0) jsou 1-násobné.

D˘kaz. CviËení. ⇤



5. Grupy

5.1. Binární operace

Definice 5.1.1. Binární operace na mnoæinÏ X je libovolné zobrazení X ⇥X ! X.

Jedná se tedy o zobrazení, které libovolné dvojici (x, y) prvk˘ z X p¯i¯azuje nÏjak˝
jednoznaËnÏ urËen˝ prvek zX. Binární operace se Ëasto oznaËují symboly ⇤,+, ·, � a hod-
nota takového zobrazení oznaËeného nap¯íklad ⇤ v bodÏ (x, y) se oznaËuje x ⇤ y (místo
⇤(x, y)).

P¯íklad. (1) BuÔ N0 = {0, 1, 2, . . .}mnoæina vπech cel˝ch nezáporn˝ch Ëísel. Zobrazení
+: N0 ⇥ N0 ! N0, které uspo¯ádané dvojici (x, y) 2 N0 ⇥ N0 cel˝ch nezáporn˝ch Ëísel
p¯i¯adí jejich souËet x+ y 2 N0, je binární operace na N0.
(2) SouËet a souËin na mnoæinách N0,Z,Q,R,C.
(3) Na mnoæinÏ R2 vπech uspo¯ádan˝ch dvojic reáln˝ch Ëísel binární operace sËítání:

(x1, x2) + (y1, y2) = (x1 + y1, x2 + y2).

(4) Na koneËné mnoæinÏ lze zadat binární operaci tabulkou. Nap¯íklad nechª X =
{0, 1, 2} a binární operace + na X je zadána takto

+ 0 1 2
0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 1

tedy nap¯íklad 1 + 2 = 0.

(5) MnoæinaMm⇥n(P ) matic stejného typu s operací sËítání matic.
(6) MnoæinaMn(P ) Ëtvercov˝ch matic stejného typu s operací násobení matic.
(7) Mnoæina P [x] vπech polynom˘ s operací sËítání nebo násobení polynom˘.

(8) Mnoæina XX vπech zobrazení X ! X s operací � skládání zobrazení.
(9) BuÔ X mnoæina. OznaËme P (X) mnoæinu vπech podmnoæin mnoæiny X. Sjedno-
cení, pr˘nik a symetrick˝ rozdíl mnoæin jsou binární operace na mnoæinÏ P (X). ⇤

Definice 5.1.2. Binární operace ⇤ na mnoæinÏ X je asociativní, jestliæe pro kaædé
x, y, z 2 X platí

x ⇤ (y ⇤ z) = (x ⇤ y) ⇤ z.

M˘æeme tedy psát bez závorek x ⇤ y ⇤ z.

Definice 5.1.3. Binární operace ⇤ na mnoæinÏ X je komutativní, jestliæe pro kaædé
x, y 2 X platí

x ⇤ y = y ⇤ x.

P¯íklad. (1) SËítání i násobení na mnoæinách N0,Z,Q,R,C jsou asociativní i komu-
tativní.
(2) SËítání na mnoæinÏ R2 je asociativní i komutativní.
(3) SËítání matic na mnoæinÏMm⇥n(P ) je asociativní i komutativní.
(4) Násobení matic na mnoæinÏMn(P ) je asociativní, ale není komutativní.
(5) SËítání i násobení polynom˘ na mnoæinÏ P [x] jsou asociativní i komutativní.
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(6) Skládání zobrazení na mnoæinÏXX je asociativní. Komutativní je právÏ tehdy, kdyæ
X je jednoprvková mnoæina (cviËení).
(7) Sjednocení, pr˘nik a symetrick˝ rozdíl mnoæin na mnoæinÏ P (X) jsou asociativní
i komutativní. ⇤

Definice 5.1.4. BuÔ ⇤ binární operace na mnoæinÏ X. Prvek e 2 X je neutrální prvek
operace ⇤, jestliæe pro kaæd˝ prvek x 2 X platí

x ⇤ e = x = e ⇤ x.

Tvrzení 5.1.1. Kaædá binární operace má nejv˝πe jeden neutrální prvek.

D˘kaz. Jsou-li e1, e2 neutrální prvky operace ⇤, pak e2 = e1 ⇤ e2 = e1. ⇤

P¯íklad. (1) Neutrální prvek operace sËítání na mnoæinách N0,Z,Q,R,C je 0.
(2) Neutrální prvek operace násobení na mnoæinách N0,Z,Q,R,C je 1.
(3) Neutrální prvek operace sËítání na mnoæinÏ R2 je (0, 0).
(4) Neutrální prvek operace sËítání matic na mnoæinÏMm⇥n(P ) je nulová matice p¯í-
sluπného typu, tedy 0m⇥n.
(5) Neutrální prvek operace násobení matic na mnoæinÏMn(P ) je jednotková matice
p¯ísluπného typu, tedy En.
(6) Neutrální prvek operace sËítání polynom˘ na mnoæinÏ P [x] je polynom 0.
(7) Neutrální prvek operace násobení polynom˘ na mnoæinÏ P [x] je polynom 1.

(8) Neutrální prvek operace skládání zobrazení na mnoæinÏ XX je identita idX .
(9) Neutrální prvek operace sjednocení mnoæin na mnoæinÏ P (X) je ;.
(10) Neutrální prvek operace pr˘nik mnoæin na mnoæinÏ P (X) je X.
(11) Neutrální prvek operace symetrick˝ rozdíl mnoæin na mnoæinÏ P (X) je ;. ⇤

Definice 5.1.5. BuÔ ⇤ binární operace na mnoæinÏ X, e 2 X její neutrální prvek.
Prvek x 2 X je invertibilní, jestliæe existuje prvek y 2 X takov ,̋ æe

x ⇤ y = y ⇤ x = e.

Potom y je inverzní prvek nebo inverze k prvku x vzhledem k operaci ⇤.

Tvrzení 5.1.2. Kaæd˝ prvek mnoæiny s asociativní binární operací má vzhledem k této
operaci nejv˝πe jeden inverzní prvek.

D˘kaz. Je-li e neutrální prvek operace ⇤ a jsou-li y1, y2 inverzní prvky k prvku x, pak

y1 = y1 ⇤ e = y1 ⇤ (x ⇤ y2) = (y1 ⇤ x) ⇤ y2 = e ⇤ y2 = y2. ⇤

Inverzní prvek k prvku x se obvykle znaËí x�1. Pouze u operace + se znaËí �x a ¯íká
se mu opaËn˝.

P¯ímo z definice inverzního prvku vypl˝vá, æe

e�1 = e a (x�1)�1 = x.

P¯íklad. (1) Inverzní prvek k Ëíslu x vzhledem k operaci sËítání na mnoæinách N0, Z,
Q, R, C je Ëíslo opaËné �x (pokud v p¯ísluπné mnoæinÏ existuje).
(2) Inverzní prvek k Ëíslu x vzhledem k operaci násobení na mnoæinách N0, Z, Q, R, C
je p¯evrácená hodnota x�1 (pokud v p¯ísluπné mnoæinÏ existuje).
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(3) Inverzní prvek k dvojici (x, y) 2 R2 vzhledem k operaci sËítání je (�x,�y).
(4) Inverzní prvek k matici A vzhledem k operaci sËítání matic na mnoæinÏMm⇥n(P )
je opaËná matice �A.
(5) Inverzní prvek k matici A vzhledem k operaci násobení matic na mnoæinÏMn(P )
je inverzní matice A�1 (je-li A invertibilní).
(6) Inverzní prvek k zobrazení f : X ! X vzhledem k operaci skládání zobrazení na
mnoæinÏ XX je inverzní zobrazení f�1, pokud toto inverzní zobrazení existuje.
(7) Inverzní prvek k mnoæinÏ Y 2 P (X) vzhledem k operaci symetrick˝ rozdíl mnoæin
na mnoæinÏ P (X) je Y. ⇤

P¯íklad. Na mnoæinÏ {0, 1, 2} mÏjme binární operaci ⇤ zadanou tabulkou
⇤ 0 1 2
0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 0

Neutrální prvek operace ⇤ je 0 a
1 ⇤ 2 = 2 ⇤ 1 = 0 a 2 ⇤ 2 = 0.

»ili 1 a 2 jsou inverzní prvky k 2. Podle Tvrzení 5.1.2 to znamená, æe operace ⇤ není
asociativní. A skuteËnÏ, nap¯íklad,

(1 ⇤ 1) ⇤ 2 = 2 ⇤ 2 = 0 zatímco 1 ⇤ (1 ⇤ 2) = 1 ⇤ 0 = 1. ⇤

5.2. Grupy

Definice 5.2.1. Mnoæina G s binární operací ⇤ : G⇥G ! G je grupa, jestliæe
(1) operace ⇤ je asociativní,
(2) v mnoæinÏ G je neutrální prvek operace ⇤,
(3) mnoæina G s kaæd˝m prvkem obsahuje také prvek k nÏmu inverzní vzhledem
k operaci ⇤.

Je-li navíc operace ⇤ komutativní, grupa G je také komutativní.

Grupa G s binární operací ⇤, neutrálním prvkem e a oznaËením inverzního prvku �1

se nÏkdy zapisuje (G, ⇤, e,�1), nÏkdy jen (G, ⇤) a je-li z kontextu z¯ejmé, o jakou operaci
se jedná, nÏkdy se hovo¯í jen o grupÏ G.

Grupa s binární operací oznaËenou + se naz˝vá aditivní (pouæívá se pouze u komu-
tativních grup). Grupa s binární operací oznaËenou · se naz˝vá multiplikativní.
OznaËme Q⇤ = Q \ {0} a obdobnÏ v p¯ípadech R⇤,C⇤.

P¯íklad. (1) Mnoæina Z s operací sËítání je grupa. StejnÏ tak Q,R,C.
(2) Mnoæina N0 s operací sËítání není grupa.
(3) Mnoæina Q⇤ s násobením je grupa. StejnÏ tak R⇤,C⇤, R+ (kladná reálná Ëísla).
(4) Mnoæina Z \ {0} s operací násobení není grupa. StejnÏ tak Q,R,C.
(5) Mnoæina R2 s operací sËítání je grupa.
(6) MnoæinaMm⇥n(P ) s operací sËítání matic je grupa.
(7) MnoæinaMn(P ) s operací násobení matic není grupa.
(8) Mnoæina GLn(P ) invertibilních matic typu n⇥n s operací násobení matic je grupa
(naz˝vá se obecná lineární grupa). ⇤
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Tvrzení 5.2.1. BuÔ (G, ⇤, e,�1) grupa. Pak pro libovolná x, y 2 G platí:
(1) Jestliæe x ⇤ y = e, pak y = x�1, x = y�1.
(2) (x ⇤ y)�1 = y�1 ⇤ x�1.

D˘kaz. (1) Jestliæe x ⇤ y = e, pak y = e ⇤ y = x�1 ⇤ x ⇤ y = x�1 ⇤ e = x�1. PodobnÏ
druhá rovnost (cviËení).
(2) Plyne z (1) a rovnosti x ⇤ y ⇤ y�1 ⇤ x�1 = e. ⇤

5.3. Podgrupy

Definice 5.3.1. BuÔ (X, ⇤, e,�1) grupa, buÔ Y ✓ X podmnoæina taková, æe
(1) jestliæe y1, y2 2 Y, pak y1 ⇤ y2 2 Y;
(2) e 2 Y;
(3) jestliæe y 2 Y, pak y�1 2 Y.

Potom Y je podgrupa grupy X.

Vlastnosti (1) se nÏkdy ¯íká uzav¯enost mnoæiny vzhledem k operaci, vlastnosti (3)
uzav¯enost mnoæiny vzhledem k inverzím.

Je-li Y podgrupa grupy (X, ⇤, e,�1) a je-li ⇤Y zúæení operace ⇤ na podmnoæinu Y ⇥Y ,
pak (Y, ⇤Y , e,�1) je grupa. Zúæení operace na podmnoæinu se obvykle znaËí stejnÏ jako
p˘vodní operace.

P¯íklad. (1) Kaædá grupa (X, ⇤, e,�1) má podgrupy X a {e}. Tyto podgrupy se na-
z˝vají triviální podgrupy.
(2) Aditivní podgrupy (Z,+, 0,�) ⇢ (Q,+, 0,�) ⇢ (R,+, 0,�) ⇢ (C,+, 0,�).
(3) Multiplikativní podgrupy (Q⇤, ·, 1,�1) ⇢ (R⇤, ·, 1,�1) ⇢ (C⇤, ·, 1,�1).
(4) Mnoæina {�1, 1} je podgrupa multiplikativní grupy R⇤.
(5) Mnoæina {z 2 C | |z| = 1} je podgrupa multiplikativní grupy C⇤.
(6) Mnoæina {(x, 2x) 2 R2 |x 2 R} je podgrupa grupy R2 s operací sËítání.
(7) Mnoæiny {(x, 1) 2 R2 |x 2 R} a {(x, y) 2 R2 |x, y 2 R, x2+y2  1} nejsou podgrupy
grupy R2 s operací sËítání. ⇤

Tvrzení 5.3.1. (1) BuÔte X grupa, Y podgrupa X a Z podgrupa Y. Pak Z je podgrupa
X.
(2) BuÔte X grupa a Y, Z její podgrupy. Pak Y \ Z je podgrupa X.

D˘kaz. CviËení. ⇤

CviËení. Pokud pr˘nik prázdného systému podmnoæin mnoæiny X je mnoæina X, po-
tom pr˘nik libovolného systému podgrup grupy X je podgrupa grupy X. ⇤


