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6. pfednéska, 7. 11. 2023

4.3. Ireducibilni polynomy

Definice 4.3.1. Polynom je reducibilni nad polem P, jestlize je souc¢inem dvou nekon-
stantnich polynomt nad polem P. Polynom je ireducibilni nad polem P, jestlize neni
konstantni a neni reducibilni nad polem P.

Pro polynom z P[z] oznacenim reducibilni, resp. ireducibilni se mysli reducibilni nad
P, resp. ireducibilni nad P.

Je-li polynom f reducibilni a f = g - h, kde g, h jsou nekonstantni polynomy, ika se
také, ze g-h je rozklad polynomu f na soucin polynomu g, h nebo také, ze g-h je rozklad
polynomu f na ¢initele g, h.

Priklad. (1) Kazdy polynom stupné 1 je ireducibilni, nebot neni konstantni a sou¢in
dvou nekonstantnich polynomt je polynom stupné aspon 2.

(2) Polynom 22 —1 = (z — 1)(z + 1) je reducibilni nad R. Polynomy = — 1 a = + 1 jsou
ireducibilni nad R. O

Cviceni. Normovany reducibilni polynom je soudinem normovanych nekonstantnich
polynomii. O

Tvrzeni 4.3.1. Necht jsou f,g € Plx] normované polynomy, g je ireducibilni a f | g.
Potom bud f =1, anebo f = g. Je-li f také ireducibilni, pak f = g.

Dikaz. Kdyz f | g, existuje h € Plx] takové, ze fh = g. Jelikoz g je ireducibilni,
pravé jeden z polynomu f,h je konstantni. Je-li normovany polynom f konstantni, pak
f = 1. Je-li h konstantni a fh je normovany polynom, pak h = 1, tedy f = g. Je-li f
ireducibilni, pak neni konstantni, a zbyva tedy jen f = g. g

Lemma 4.3.2. Budte g,h1,...,h, € P[z] normované ireducibilni polynomy a necht
g | hi---hy. Pak existuje index j takovy, Ze g = h;.

Dikaz. Oznacéme d = D(g, h). Jelikoz d | g a g je ireducibilni, podle Tvrzeni 4.3.1 bud
d = g anebo d = 1. Jestlize d = g, pak g | hy a g = hy. Jestlize d = 1, pak Tvrzeni 4.2.3

1=gu+ hv
pro vhodné u,v € P[z]. Vynasobime-li obé strany polynomem hy - - - h,,, dostaneme
hy---hy =gha---hpu+ hihe-- - hpv.

Podle predpokladu g | hy --- hy, takZe pravé strana je délitelnd g, proto i levd strana
je délitelna g, ¢ili g | hg---hy,. Stejnym postupem ukazeme, ze bud g = hy anebo
g | h3---hy. Opakovanim tohoto postupu najdeme j, 1 < j < n, takové, ze g = h;. O

Tvrzeni 4.3.3. KazZdy nekonstantni polynom je soucinem konstanty a normovanych
wreducibilnich polynomi, pricemz vsechny cinitele jsou urceny jednoznacné az na poradi.
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Diikaz. Bud f € P[z] nekonstantni polynom a ozna¢me f = ﬁ - f. Je-li f ireduci-

bilni, pak f =1lc f - f. Je-li f reducibilni, pak je sou¢inem normovanych nekonstantnich
polynomil niz§iho stupné. Kazdy z téchto polynomt je také bud ireducibilni nebo re-
ducibilni, ve druhém pfipadé je opét soucinem normovanych nekonstantnich polynomsi
nizsiho stupné. Opakovanim tohoto postupu po kone¢né mnoha krocich dojdeme ke
koneénému poctu normovanych ireducibilnich polynomt. Jejich pocet je shora omezen
stupném polynomu f a jejich souéin je roven f.

Jesté je potteba dokézat jednoznacnost. Predpokladejme, ze f = g1 -+ gn = h1 -+ hp
a v8echny c¢initele jsou normované ireducibilni polynomy. Jelikoz g1 | hy - hy,, podle
predchoziho lemmatu existuje index ¢(1) takovy, ze g1 = hy(1)- Takze rovnost g1 - - - gn =
hy-- - hp, mizeme zkratit g; a na obou stranéch rovnosti tedy bude o jednoho cinitele
méné. Obdobné dostaneme, Ze existuje index ¢(2) takovy, ze g = h,(2), a postupné az
ze existuje index p(n) takovy, Ze gn = hy(n)-

Navic, n < m, protoze jinak by gm41 - gn = 1, coz neni mozné, kdyz vsechny g; jsou
nekonstantni polynomy. A obdobné dostaneme, ze m < n. TakZze n = m. O

P¥iklad. Polynom z? + 1 je reducibilni nad polem C, protoze 22 + 1 = (z +i)(x — i).
Tentyz polynom je ireducibilni nad polem R, protoze jakykoliv jeho hypoteticky rozklad
2+ 1= (z+8&(x+n), n € R je soudasné rozkladem nad C riiznym od 22 + 1 =

(x +1i)(x — 1), ve sporu s jednozna¢nosti rozkladu. O

Dusledek. Bud f € P[z] a budte ¢1,...,9m € Plzx| normované ireducibilni a po dvou
o . . . ok k

riené, tj. gi # gj pro i # j. Jestlize gi* | f, ..., gkm | f, pak gi* - gkm | f.

4.4. Kofeny a jejich nasobnost
Pro f = apz™ + an—12"' + - + a1z + ag € Plz] a € P, ozna¢me

f&) =an&™ +an 1"+t ar€ +ag € P.

Tvrzeni 4.4.1. Pro libovolné polynomy f,g € P[z] a libovolny prvek & € P plati
(f+9)(&) =€) +9©&), (=)&) =—f), (f9)(&) = f(&)g(&).

Dukaz. Cviceni. O

Definice 4.4.1. Prvek £ € P je kofen polynomu f € P[x], jestlize f(£) = 0.

Tvrzeni 4.4.2. Necht f € Plx] a £ € P. Potom £ je koten polynomu f prdvé tehdy,
kdys © — € déli f.

Dikaz. Predpokladejme, Ze £ je kofen polynomu f. Délenim f : (z — &) dostaneme
f=@—-&q+r, kdebudr=0mnebo degr < deg(x—¢&) =1, ¢li degr =0.

Takze v obou ptipadech r je konstantni polynom a 0 = f(§) = (£ — &)q(&) +r =r. Cili
r=0,f=(x—-¢qaxz—¢dél f.

Piedpokladejme, ze = — £ déli f, tedy f = (z — £)q pro né&jaké ¢q. Potom f(&)
(& —¢&)q(§) =0, dili € je kofen polynomu f.

o
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Definice 4.4.2. Necht f € P[z] a £ € P. Pokud ¢ je kofen f, potom polynom x — &
je kotenovy cinitel polynomu f.

Definice 4.4.3. Prvek ¢ € P je k-ndsobny koven polynomu f € P[z], jestlize (z — &)*
deli f, ale (z — &)F! nedéli f.

Tvrzeni 4.4.3. Budte &1, ...,&, € P razné koreny polynomu f € Plx] s ndsobnostmi
po Tadeé ki, ..., k,. Potom

(1) (x = &)™ (z = &)™ | f;
(2) k1 + -+ ky < degf.

Dukaz. Cviceni. O

Tvrzeni 4.4.4 (Zakladni véta algebry). KaZdy nekonstantni polynom nad polem C md
aspon jeden koten.

Vsechny znamé ditkazy vyuzivaji vysledky matematické analyzy, proto zde dikaz

neuvadime.

Dusledek. Kazdy nekonstantni polynom nad polem C md rozklad na linedrni cinitele.
Korent se zapoctenim ndsobnosti md pravé tolik, kolik cint jeho stupen.

Ptedchozi dtisledek znamena, Ze pro kazdy nekonstantni polynom f = a,z"+a,_12" '+
-+~ +a1x + ap stupné n s komplexnimi koeficienty existuji ¢isla &1, o, . . ., &, (nemusi byt
po dvou ruznd), pro ktera plati

an®" 4 ap 12" 4 a4 ag = an(z — &) (z — &) ... (z — &),
Kazdé z ¢isel £1,&o, ..., &, je kofenem polynomu f.

Dusledek. Kazdy nekonstantni polynom stupnén s komplexnimi koeficienty md nejvyse
n navzajem riznych korend.

Tvrzeni 4.4.5 (Vlastnosti kotent (Vietovy vzorce)). Budte f = 2" +a,_ 12" 1+ +
a1z + ag € Clz] a &1,&, ..., &, jeho koteny (nemusi byt vsechny rizné). Potom

an—l:—(€1+€2+"'+fn)=—z&
i=1

s = €16+ 6165+ 4 E16n 4 Eaby + o+ Eaby oot b1y =

= Z &i&;
ij=1
1<J
an-3 = —(§16283 + E1628a 4 + &1én1bn + -+ En28n-16n) =
=— ) L&k

i, k=1
i<j<k

ar = (_1)71—1(&-1 U £n72€n71 + 51 T §n72£n + -
C G bbb G
ap = (—1)"&& &
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Diikaz. Polynom f muzeme rozlozit na soucin jeho korenovych cinitela

2"+ . Fa=(x—=&)...(x = &).

Po roznéasobeni pravé strany porovnanim koeficientt s prislusnymi koeficienty na levé
strané ziskame uvedené vztahy. O

Priklad. Koifeny polynomu 22 — 5z + 6 jsou 2 a 3 a

ap = —(2+3) = —5,
ag = (—1)?-2-3 =6. O

4.5. Polynomy s realnymi koeficienty
Komplexni ¢isla

Komplexni cislo je ¢islo a + bi, kde a, b jsou redlna cisla a ¢ je imagindrni jednotka,
éili 32 = —1.
Komplexni ¢isla z; = a + bi, zo0 = ¢+ di se rovnaji pravé tehdy, kdyz a = c a b = d.
Pro z1 =a+bi, zo =c+ di
21+ 22 = (a+bi) + (c+ di) = (a+ c) + (b+ d)1,
21— 2 = (a+bi) — (c+di) = (a — c) + (b — d)i,
21+ 2 = (a+bi) - (¢ + di) = (ac + bdi®) + adi + bei = (ac — bd) + (ad + be)i.

Cislo komplexné sdruzené k ¢islu z = a + bi je ¢islo a — bi a oznac¢ujeme jej 2*.

Cviceni. Pro komplexni ¢islo z = a + bi plati

(1) (=) = 2,

(2) z = z* pravé tehdy, kdyZ z je realné ¢islo,

(3) z+ z* = 2a, tedy realné ¢islo,

(4) 22* = a® + b2, tedy realné ¢islo. O

Cviceni. Pro komplexni ¢isla 21, zo plati

(1) (214 22)" = 27 + 23,
(2) (z122)* = 2{2;. O

Cviceni. Pro komplexni éislo z = a + bi

(z — 2)(z — 2%) = 2° — 2ax + a® + b*
je polynom s realnymi koeficienty a pokud z ¢ R, ¢ili b # 0, potom diskriminant tohoto
polynomu je zaporny. O
Polynomy s realnymi koeficienty

Tvrzeni 4.5.1. Je-li £ € C kotenem polynomu s redlnymi koeficienty, potom £* € C je
také korenem tohoto polynomu, a to stejné ndsobnosti.
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Diikaz. Nechf f = apa™ + ap_12" 1 + - 4+ a12 + ag je polynom s realnymi koeficienty
a & € C je jeho kofen, ¢ili f(§) = 0. Potom

fE) = an(E)" +an 1 () 4 Far& +ag = (a =a” pro a € R)
= ap(E)" +ap ()T - e Fag = (™" = (ab)”)
= (@€ + (an1 &) 4+ (@) Fag = (aF+0" = (a+b)")
= (an" + an 18"+ aé tag)t =
=f(€)"=0"=0.

Na druhou stranu, pokud £* je koren polynomu f, potom z pravé dokdzaného vyplyva,
ze £ = (£%)* je také koten.
Takze, je-li £ = a + bi kofen f, potom &* = a — bi je také kofen f a
f= =8 —=&)h
Diky tomu, Ze & + £* = 2a a £€* = a® + b? jsou realna Cisla,
(@ =& =€) =2 - (+)z+&
je polynom s realnymi koeficienty, a proto h je také polynom s redlnymi koeficienty.
Proto, je-li £ k-nasobny kofen f,
f=(@-9z-¢&)y,
kde g je polynom s redlnymi koeficienty, jehoz kofenem nejsou ani £ ani £, takze £* je
také k-nasobny koten f. O

Rozklad normovaného polynomu f s redlnymi koeficienty na ireducibilni ¢initele nad
C tedy obsahuje linearni cinitele « — a; s redlnymi kofeny «; a dvojice linearnich ciniteli
z —&j, © — & s dvojicemi komplexné sdruzenych kofent &;, £’
f=—a)" - (z—a)r(@— &) (z =) - (2 = &) (z — )"
Takze deg f =11+ -+ 1 +2(k1 + - - + ks).
Pokud roznasobime vSechny dvojice (z — &), (z — §;), dostaneme rozklad polynomu

f na ireducibilni ¢initele nad R, ktery obsahuje linearni Cinitele x — «; a kvadratické
¢initele 22 — (&5 + £)x + ;€7 se zdpornymi diskriminanty:

f=@—a)(z—an)r(@® = G+ &)+ &M - (27— (G +E)a+ 68

Cviceni. (1) Kazdy polynom s redlnymi koeficienty lichého stupné mé aspon jeden
realny koren.

(2) Kazdy polynom s realnymi koeficienty stupné vétsiho nez 2 je reducibilni nad R. [

Cviceni. Rozlozte polynom z# 4 1 na ireducibilni &initele nad C a nad R. O
Pro polynomy, jejichz koeficienty jsou celd ¢isla, navic plati nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 4.5.2. Budte f = a,2" + ap_ 12" 1 + -+ + a12 + ag polynom s celociselngmi
koeficienty a p,q nesoudélnd celd cisla. Jestlize % je kotenem polynomu f, potom ag je
delitelné p a a, je délitelné q.

Dikaz. Polozime f (%) rovno nule a po vhodnych tpravach ziskdme uvedené vlastnosti.

Cviceni. ]

Dusledek. Celociselné koteny polynomu s celociselnymi koeficienty jsou délitelé abso-
lutniho clenu.
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4.6. Derivace

Definice 4.6.1. Bud f = a,2™ + a,_ 12" ' + - + a1x + ap € C[z]. Polynom f' =
nanz" '+ (n — 1)ap—12"2 + - + a; € C[z] je derivace polynomu f.

Tvrzeni 4.6.1. (1) (f+9)=f"+7,
(2) (f9)'="f'9+19g,
(3) (f*) =kf*1f.

Diikaz. Cviceni. ]

Tvrzeni 4.6.2. Necht k > 2, f € Clx| je polynom a & € C je jeho k-nasobny koten.
Potom

(1) € je (k — 1)-ndsobny koten f’,

(2) € je (k — 1)-ndsobny koven nejvétsiho spoleéného délitele D(f, f').

Diikaz. (1) (x — & | f, tedy f = (x — &)*q a (x — )" nedéli f. Potom

fr=ka—=9 g+ (@ - 9% = (z =" kg + (z — 7).
Takze, (x — &)F1 déli f'. Kdyby (z — €)* délilo f’, pak by (z — &) | (kq + (= — £)¢'),
nacez (z — &) | kq, tedy (z — &) | g a (z — &)**1 | f ve sporu s predpokladem.
(2) (z — &F 1 je délitel f i f', takze (x — &)*1 | D(f, f'). Kdyby (z — £€)* délilo
D(f, f), pak by (z — &) | f' ve sporu s ptedchozim bodem. O

Tvrzeni 4.6.3. Budte f € Clz] a £ € C jeho kofen. Potom £ je 1-ndsobny koten
polynomu

/
7D(f, 1) € Clz].

Diikaz. Nechf ¢ je k-nasobny kofen polynomu f, tedy f = (x — £)*q, ale (z — £)*F*1
nedéli f, Gli z — & nedéli ¢. Podle ptedchoziho tvrzeni D(f, f') = (x — &)k~ 1r. Takze
q

5 = (x—€)7 ajelikoz x — & nedali ¢, nedéli ani g 0

Dusledek. Bud f € Clx].

(1) MnoZina vsech kotent polynomu f/D(f, ') je rovna mnoZiné vSech koteni po-
lynomu f.
(2) Vsechny koteny polynomu f/D(f, f') jsou 1-ndsobné.

Dikaz. Cviceni. O



5. GRUPY

5.1. Binarni operace

‘Deﬁnice 5.1.1. Bindrni operace na mnoziné X je libovolné zobrazeni X x X — X. ‘

Jedné se tedy o zobrazeni, které libovolné dvojici (x,y) prvka z X piifazuje néjaky
jednoznacné urceny prvek z X. Binarni operace se ¢asto oznacuji symboly *, +, -, o a hod-
nota takového zobrazeni oznaceného naptiklad * v bodé (z,y) se oznacuje x * y (misto

*(z,y))-

Priklad. (1) Bud Ny = {0,1,2,...} mnozina vSech celych nezdpornych ¢isel. Zobrazeni
+: Ny x Ng — Ny, které usporadané dvojici (z,y) € Ny x Ny celych nezédpornych ¢isel
priradi jejich soucet x 4+ y € Ny, je binarni operace na Ny.
(2) Soucet a soucin na mnozinach Ny, Z, Q, R, C.
(3) Na mnoziné R? vsech uspofadanych dvojic redlnych ¢isel binarni operace séitani:
(71, 72) + (y1,%2) = (21 + Y1, 72 + Y2).

(4) Na konefné mnoziné lze zadat binarni operaci tabulkou. Napfiklad necht X =
{0,1,2} a binarni operace + na X je zadana takto

+lo 1 2
010 1 2

1 20
212 01

tedy naptiklad 1+ 2 = 0.

—

Mnozina M, x,(P) matic stejného typu s operaci s¢itdni matic.

Mnozina M,,(P) ¢tvercovych matic stejného typu s operaci nadsobeni matic.
Mnozina P[z] vSech polynomu s operaci s¢itani nebo nasobeni polynoma.
Mnozina XX vsech zobrazeni X — X s operaci o skladani zobrazeni.

(
(
(7
(
(

9) Bud X mnozina. Ozna¢me P(X) mnozinu v8ech podmnozin mnoziny X. Sjedno-
ceni, prunik a symetricky rozdil mnozin jsou bindrni operace na mnoziné P(X). O

Definice 5.1.2. Binarni operace * na mnoziné X je asociativni, jestlize pro kazdé
x,y,z € X plati

rx(yxz)=(T*y)* 2.

Miuzeme tedy psat bez zavorek x x y * z.

Definice 5.1.3. Binarni operace * na mnoziné X je komutativni, jestlize pro kazdé
xz,y € X plati

TxY =Y *2x.

Priklad. (1) Scitani i ndsobeni na mnozinach Ny, Z,Q, R, C jsou asociativni i komu-
tativni.

(2) Séitani na mnoziné R? je asociativni i komutativni.

(3)

(4) Nésobeni matic na mnoziné M, (P) je asociativni, ale neni komutativni.
(5)

Séitani matic na mnoziné M, «,(P) je asociativni i komutativni.

Séitani i nadsobeni polynomi na mnoziné P[z| jsou asociativni i komutativni.
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(6) Skladani zobrazeni na mnoziné XX je asociativni. Komutativni je pravé tehdy, kdyz
X je jednoprvkova mnozina (cvieni).

(7) Sjednoceni, prunik a symetricky rozdil mnozin na mnoziné P(X) jsou asociativni
i komutativni. O

Definice 5.1.4. Bud * binarni operace na mnoziné X. Prvek ¢ € X je neutrdlni prvek
operace *, jestlize pro kazdy prvek x € X plati

T*xe=T=€e*xT.

Tvrzeni 5.1.1. KaZdd bindrni operace md nejvyse jeden neutrdlni prvek.

Dikaz. Jsou-li e1, es neutralni prvky operace *, pak ea = e *x eg = ey. O

Priklad. (1) Neutralni prvek operace séitani na mnozinach Ny, Z, Q, R, C je 0.

(2) Neutralni prvek operace nasobeni na mnozinach Ny, Z, Q, R, C je 1.

(3) Neutralni prvek operace s¢itani na mnoziné R? je (0,0).

(4) Neutralni prvek operace s¢itdni matic na mnoziné M, x,(P) je nulovd matice pfi-
slusného typu, tedy 0p,xn-

(5) Neutralni prvek operace ndsobeni matic na mnoziné M, (P) je jednotkova matice
prislusného typu, tedy FE,.

6) Neutralni prvek operace s¢itani polynomt na mnoziné P[z] je polynom 0.

3

) Neutralni prvek operace nésobeni polynomi na mnoziné P[x] je polynom 1.
8
9

10) Neutrélni prvek operace prinik mnozin na mnoziné P(X) je X.

Neutralni prvek operace skladani zobrazeni na mnoziné XX je identita idx.

Neutralni prvek operace sjednoceni mnozin na mnoziné P(X) je (.

(
(
(
(
(
(

11) Neutralni prvek operace symetricky rozdil mnozin na mnoziné P(X) je (. O

Definice 5.1.5. Bud * binarni operace na mnoziné X, e € X jeji neutrdlni prvek.
Prvek x € X je invertibilni, jestlize existuje prvek y € X takovy, Ze

TxY=yYy*xx =e€.

Potom y je inverzni prvek nebo inverze k prvku x vzhledem k operaci *.

Tvrzeni 5.1.2. Kazdy prvek mnoZiny s asociativni bindrni operaci ma vzhledem k této
operaci nejvyse jeden inverzni prvek.

Dikaz. Je-li e neutralni prvek operace * a jsou-li y1, y2 inverzni prvky k prvku z, pak
y1=y1xe=y1*x(xxy2) = (y1 *T) % Y2 = € x y2 = Ya. O
Inverzni prvek k prvku x se obvykle zna¢i —L Pouze u operace + se znaéi —x a fika
se mu opacny.
Pfimo z definice inverzniho prvku vyplyva, ze

el=e a (z ) 1=u

Priklad. (1) Inverzni prvek k ¢islu  vzhledem k operaci s¢itani na mnozinach Ny, Z,
Q, R, C je ¢islo opatné —z (pokud v pfislusné mnoziné existuje).
(2) Inverzni prvek k ¢islu x vzhledem k operaci nasobeni na mnozinach Ny, Z, Q, R, C
je prevracend hodnota ! (pokud v pfislugné mnoziné existuje).
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(3) Inverzni prvek k dvojici (x,y) € R? vzhledem k operaci s¢itani je (—x, —y).

(4) Inverzni prvek k matici A vzhledem k operaci séitdni matic na mnoziné M, xn (P)
je opacnd matice —A.

(5) Inverzni prvek k matici A vzhledem k operaci nédsobeni matic na mnoziné M,,(P)
je inverzni matice A~! (je-li A invertibilni).

(6) Inverzni prvek k zobrazeni f: X — X vzhledem k operaci sklddani zobrazeni na
mnoziné XX je inverzni zobrazeni f~!, pokud toto inverzni zobrazeni existuje.

(7) Inverzni prvek k mnoziné Y € P(X) vzhledem k operaci symetricky rozdil mnozin
na mnoziné P(X) je Y. O

Neutralni prvek operace * je 0 a
1x2=2x1=0 a 2x2=0.

Cili 1 a 2 jsou inverzni prvky k 2. Podle Tvrzeni 5.1.2 to znamen4, Ze operace * neni
asociativni. A skutecné, napiiklad,

(1%1)*2=2%2=0 zatimco 1x(1%2)=1%0=1. O

5.2. Grupy

Definice 5.2.1. Mnozina G s binarni operaci x: G x G — G je grupa, jestlize
(1) operace * je asociativni,
(2) v mnoziné G je neutrélni prvek operace *,
(3) mnozina G s kazdym prvkem obsahuje také prvek k nému inverzni vzhledem
k operaci .

Je-li navic operace * komutativni, grupa G je také komutativni.

Grupa G s binarni operaci , neutralnim prvkem e a oznacenim inverzniho prvku —!
se nékdy zapisuje (G, *, e, ~1), nékdy jen (G, *) a je-li z kontextu ziejmé, o jakou operaci
se jedné, nékdy se hovoii jen o grupé G.

Grupa s binarni operaci oznacenou + se nazyva aditivni (pouziva se pouze u komu-
tativnich grup). Grupa s bindrni operaci oznac¢enou - se nazyva multiplikativni.

Oznacéme Q* = Q )\ {0} a obdobné v ptipadech R* C*.

Priklad. (1) Mnozina Z s operaci séitani je grupa. Stejné tak Q, R, C.

(2) Mnozina Ny s operaci s¢itani neni grupa.

(3) Mnozina Q* s ndsobenim je grupa. Stejné tak R*, C*, R, (kladna realna ¢isla).
(4) Mnozina Z \ {0} s operaci nasobeni neni grupa. Stejné tak Q, R, C.

(5) Mnozina R? s operaci s¢itani je grupa.

(6) Mnozina M, «,(P) s operaci s¢itani matic je grupa.

(7) Mnozina M,,(P) s operaci nadsobeni matic neni grupa.

(8) Mnozina GL, (P) invertibilnich matic typu n x n s operaci nasobeni matic je grupa
(nazyva se obecnd linedrni grupa). O
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Tvrzeni 5.2.1. Bud (G, *,e, ') grupa. Pak pro libovolnd x,y € G plati:
(1) Jestlize v xy=ce, paky =% v =y"L
(2) (xxy) t=y txa L

Dikaz. (1) Jestlize v xy = e, pak y = exy =o' xxxy = 2~
druhd rovnost (cvieni).
(2) Plyne z (1) arovnosti z xyxy Lx 271 =e. O

x e = L Podobné

5.3. Podgrupy

Definice 5.3.1. Bud (X, *,¢e, !) grupa, bud Y C X podmnozina takova, Ze
(1) jestlize y1,y2 € Y, pak y1 xy3 € Y]
(2) e€;
(3) jestlize y € Y, pak y~! € Y.

Potom Y je podgrupa grupy X.

Vlastnosti (1) se nékdy fikd uzavienost mnoziny vzhledem k operaci, vlastnosti (3)
uzavrenost mnoziny vzhledem k inverzim.

Je-li Y podgrupa grupy (X, *, e, 1) a je-li ¥y ztiZeni operace * na podmnozinu Y x Y,
pak (Y, *y,e, ~1) je grupa. ZaZeni operace na podmnozinu se obvykle znaéi stejné jako
puvodni operace.

P¥iklad. (1) Kazda grupa (X, *,e, ~!) ma podgrupy X a {e}. Tyto podgrupy se na-
zyvaji trividalni podgrupy.

(2) Aditivni podgrupy (Z,4+,0,—) C (Q,+,0,—) C (R,+,0,—) C (C,+,0,—).
(3) Multiplikativni podgrupy (Q*-,1,71) c (R% - 1,71 c (C* -, 1,7 1).

(4) Mnozina {—1,1} je podgrupa multiplikativni grupy R*

(5) Mnozina {z € C||z| = 1} je podgrupa multiplikativni grupy C*

(6)

(7) Mnoziny {(z,1) € R? |z € R} a {(z,y) € R? | z,y € R, 22442 < 1} nejsou podgrupy
grupy R? s operaci s¢itani. O

Mnozina {(z,2z) € R? |z € R} je podgrupa grupy R? s operaci séitani.

Tvrzeni 5.3.1. (1) Budte X grupa, Y podgrupa X a Z podgrupaY. Pak Z je podgrupa
X.

(2) Budte X grupa a 'Y, Z jeji podgrupy. Pak'Y N Z je podgrupa X.

Dikaz. Cviceni. |

Cviceni. Pokud prunik prazdného systému podmnozin mnoziny X je mnozina X, po-
tom prunik libovolného systému podgrup grupy X je podgrupa grupy X. O



