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5. ptrednéska, 31. 10. 2023

3.6. Nehomogenni soustavy linearnich rovnic

Definice 3.6.1. Soustava linearnich rovnic s nenulovou pravou stranou je nehomo-
genni. Je-li Ax = b nehomogenni soustava, potom Ar = 0 je homogenizovand soustava.

Piiklad. (1) Soustava
ot 22— 3 =1
—al4+ 22+ 223 =0
20t — 22+ 2% =3
je nehomogenni.

(2) Soustava
et — 2?42’ =1

je nehomogenni. O

Tvrzeni 3.6.1. (1) Pokud nehomogenni soustava linedrnich rovnic md prdvé jedno
resent, potom homogenizovand soustava md jen nulové Tesent.

(2) Nehomogenni soustava linedrnich rovnic se ¢tvercovou matici md pravé jedno fesent
pravé tehdy, kdyZ homogenizovand soustava md jen nulové resent.

(8) Nehomogenni soustava linedrnich rovnic se ¢tvercovou matici md pravé jedno resent
prave tehdy, kdyZ matice soustavy je requldrni.

(4) Nehomogenni soustava linedrnich rovnic nemd nulové reseni.

Dikaz. (1) Ma-li soustava pravé jedno feSeni, potom zadna z nezndmych neni parametr
a homogenizovana soustava ma jen nulové reseni.

(2) Vyplyva z predchoziho bodu a z Gaussovy elimina¢ni metody.

(3) Vyplyva z predchoziho bodu a z Tvrzeni 3.5.1.

(4) Ziejmé. O

Mnozina v8ech feseni nehomogenni soustavy nema vlastnosti uvedené v Tvrzeni 3.5.2,
které mé mnozina vSech reseni homogenni soustavy. Totiz, soucet feSeni nehomogenni
soustavy neni jeji feSeni, c-nasobek FeSeni nehomogenni soustavy, kde ¢ # 1, neni jeji
feSeni a linedrni kombinace feseni nehomogenni soustavy neni jeji feseni.

Tvrzeni 3.6.2. Necht &, je néjaké teseni soustavy Ax = b. Potom pro kaZdé teseni &
teto soustavy existuje jedin€ reseni §g homogenizované soustavy takové, Ze & = &, + &o.

Na druhou stranu, pro libovolné Teseni § homogenizované soustavy je & = &, + &o
resent soustavy Az = b.

Diikaz. Budte , a £ FeSeni soustavy. Polozme {y = £ — ,. Potom A&y = A({ — &) =
AL — A = b—b = 0. Tedy, & je feSeni homogenizované soustavy a & = &y + &p.
Jednoznacnost &; je ziejma.

Je-li Agy =0, pak A = A(&p + &) = Ag + A =b+0=10. O

Dausledek. (1) Ma-li nehomogenni soustava tesent, potom jeji obecné fesent je souc-
tem obecného Teseni homogenizované soustavy a néjakého partikuldrniho reseni neho-
mogenni soustavy.
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(2) Je-li &, tesent soustavy Ax = b, potom mnoZina vech Tesent této soustavy je

{& + o | &o je Tesent homogenizované soustavy Ax = 0} .

Cviceni. Rozdil libovolnych dvou feseni nehomogenni soustavy je feSeni homogenizo-
vané soustavy. O

Priklad. (1) Jedno z feSeni soustavy
-2 =1

je (1,0). Mnozina vSech feseni homogenizované soustavy
zt— 2?2 =0

je {(t,t) |t € R}. Mnozina vSech FeSeni nehomogenni soustavy
-2t =1

je {(1,0) + (t,t) |t e R} ={(1 + t,t) |t € R}.

(2) Soustava

a' +227 =0
3zl 4+ 422 =2
ma feSeni (2, —1). Mnozina v8ech FeSeni homogenizované soustavy
z' +22%7=0
32! + 422 =0
je {(0,0)}. Mnozina vSech feSeni nehomogenni soustavy
a' +22%7=0
3zt 4+ 42 =2

je {(2,-1) +(0,0)} = {(2, 1)} .
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4. PoLYyNOMY

4.1. Polynomy, algebraické vlastnosti, délitelnost

Definice 4.1.1. Bud P pole, n € N, ag,...,a, € P, x ¢ P. Polynom (mnohoclen)
jedné neurcité x nad polem P je vyraz tvaru

anx™ + ap_12" L+ -+ a1z + a.

Zde z* jsou mocniny, nejedné se o horni indexy. Mocninu z° klademe rovnu 1 € P,
takze ag = ag-1 = agz®. MnoZinu vSech polynomii neuréité x nad polem P oznadujeme
Plx].
Prvky ag,...,a, € P jsou koeficienty, a; je i-ty koeficient. Koeficient ag je absolutni
clen.

Polynom se vSemi koeficienty nulovymi je nulovy polynom a oznacujeme ho 0.

Scitance a;x* s nulovymi koeficienty a; se v zapisu polynomu obvykle neuvadi, ty
s nenulovymi koeficienty se samoziejmé uvadi a neuvedené koeficienty a; jsou tedy
nulové.

Priklad. 62 + 023 + 322 + 12+ 6 € R[z], a9 =6, a1 = 1, az = 3, a3 = 0, ag = 6, pro
1>4a;=0. O

Definice 4.1.2. Polynomy f, g € P[],
f=anz"™ +an_ 12"+ +arz + ao,
9= bpx™ + b1 2™ by + by
se sobé rovnaji, jestlize se rovnaji jejich prislusné koeficienty. Tedy,

f =g, jestlize a; = b; pro vSechna nezaporna cela 1.

Definice 4.1.3. Stuperi polynomu f = a,2™ + an_12" 1 + - + a12 + ap je nejvétsi
¢islo s takové, Ze as; # 0, oznacujeme ho deg f. Koeficient as, kde s je stupen, je
vedoucti koeficient polynomu f, oznacujeme ho lc f.

Pro nulovy polynom neméame definovan ani stupen ani vedouci koeficient.

Pi#iklad. Pro f =62 + 322 + x + 6 jedegf =4 alcf = 6. O

Definice 4.1.4. Nulovy polynom a polynomy stupné 0 jsou konstantni, polynomy
stupné 1 jsou linedrni, polynomy stupné 2 jsou kvadratické, polynomy stupné 3 jsou
kubické, polynomy stupné 4 jsou bikvadraticke.

Definice 4.1.5. Pro polynomy f, g € Plz],
f=ant" + apn_12" t + -+ a1z + ag,
g =bpa™ + b2+ biw + by,
ozna¢me p = max{n, m}. Soucet polynomu f a g je polynom f + g € P[z],

f+9="(ap+b)a? + (ap_1+bp_1)aP L+ -+ (a1 + b1)x + ao + bo.
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Definice 4.1.6. Soucin polynomu f,g € P[z],
f=anz" + an_12" t + -+ a1z + a,
G = bp™ 4 by 1™ - 4 by + by,
je polynom fg € P[z],

n+m

fg=> (> aibj)a* =
k=0 i+j=k
= by T+

+ (anbmfl + anflbm)xn+m_1+

+ (agbo + a1by + aghy)z*+
+ (a1by + apby)x+
~+ agbp.
Tedy, pro k € {0,1,...,n+m} k-ty koeficient polynomu fg je
Z aibj = apbo + ag_1by + - + arby_1 + agby.
itj=k
Je-li napriklad f konstantni polynom, f = ag, pak
g = aog = aphmz™ + agbm_12™ L + -+ + agbiz + agby.
Specidlné, pokud f = —1, pak

1

fg9=—9=—bpa™ —bp_12™ " —--- = bz — by

je polynom opacny k polynomu g.

Piiklad. Pro
f =6z 4322 +6, g=ax3—22° -z
je
f4+g=6z*+23+2>—z+6,
fg =627 — 1225 — 32° — 62* + 323 — 1222 — 62 O

Tvrzeni 4.1.1. Budte f,g € P|x] nenulové. Potom

(1) fg je nenulovy polynom,

(2) deg(fg) = deg f + degy,

(3) 1e(fg) = lc f -leg.
Diikaz. Budte f, g nenulové polynomy. Necht deg f = n, degg =m, lcf = a, alcg =
b, Jelikoz a,, # 0, by, # 0 a (n + m)-ty koeficient souéinu fg je roven apbn,, je fg
nenulovy polynom. Pro k > n + m je k-ty koeficient roven nule, takze lc fg = anb,, =
lef-lcg adeg(fg) =n+m=degf+degg. O

Cviceni. Soucin polynomu je nulovy pravé tehdy, kdyz aspon jeden z nich je nulovy. [J

Tvrzeni 4.1.2. Budte f,g,h € P[z]. Potom



Polynomy 61

2) f+(g+h)=(f+g) +h (6) f-(g-h)=(f9) h,
(4) f+(=f)=0, (8) f-(g+h)=f-g+[-h
Dikaz. Cviceni. O

Tvrzeni 4.1.3. Necht f,g,h € Plz], fg = fh a f #0. Pak g = h.

Diikaz. Jestlize fg = fh, pak f(g—h) = 0 a aspon jeden z polynomi f a g—h je nulovy.
Podle predpokladu f # 0, takze g — h =0 a g = h. O

Podobné jako v pripadé matic nebo v pripadé prvka néjakého pole je mozné definovat
inverzni polynom.

Definice 4.1.7. Budte f,g € P[z]. Polynom g je inverzni k polynomu f, jestlize
fg = gf = 1. Inverzni polynom k polynomu f zna¢ime f~!. Polynom, ke kterému
existuje polynom inverzni, je invertibilni. Mnozina vSech invertibilnich prvka P[x]
nebo P se znaci P[z]* resp. P*

Tvrzeni 4.1.4. Invertibilni polynomy jsou pravé nenulové konstantni polynomy (tedy
polynomy stupné 0).

Diikaz. Existuje-li k polynomu f inverze f~!, potom ff~' =1 a oba polynomy f, f~*
jsou nenulové. Déle deg f < deg f + deg f~! = deg(ff ') = deg1 = 0. Takze deg f =0
a f je tedy nenulovy konstantni polynom.

Na druhou stranu, pokud f je nenulovy konstantni polynom, miZeme ho ztotoznit
s prislusnym prvkem pole, ke kterému diky vlastnostem pole existuje prvek inverzni
a ten zase muZzeme ztotoznit s prislusnym polynomem, ktery je tedy inverzni k f. [

Nyni se budeme vénovat délitelnosti polynomi. Teorie délitelnosti polynomt a teorie
délitelnosti celych ¢isel si jsou dosti podobné.

Definice 4.1.8. Budte f,g € P|x]. Polynom ¢ déli polynom f, jestlize existuje poly-
nom h € P[z] takovy, Ze f = gh. Pak také polynom g je délitel polynomu f a polynom
f je délitelny polynomem g. Zapisujeme g | f.

Cviceni. Jestlize g | f a f # 0, pak degg < deg f. O

P¥iklad. (1) x| 22 — xz, protoze z?

—z=uz(x-1).
(2) x nedéli 22 + 1. Aby z - h byl polynom stupné 2, h musi byt stupné 1, ale pro

jakykoliv polynom h = ajz + ag stupné 1 plati x - h = a12? + apx. O

Cvi€eni. (1) Ukazte, ze z — 1 | 2™ — 1 pro kazdé celé n > 1.

(2) Ukazte, ze relace | je reflexivni a tranzitivni. O

Tvrzeni 4.1.5. Budte f,g,h € P[z].
(1) flfaflo.
(2) Jestlize f | g a g|h, pak f | h.
(8) Jestlize f | g a f | h, pak f | (g+h).
(4) Jestlize [ | g, pak f | (gh).
(5) Jestlize fg| fh a f #0, pak g | h.
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Dikaz. Cviceni. |

Podobné jako v piipadé celych ¢isel i v pripadé polynomi existuje déleni se zbytkem
(nebo netplné déleni).

Tvrzeni 4.1.6. Budte f,g € P[z], g # 0. Pak existuje pravé jedna dvojice q,r € P[z]
takova, Ze

(i) f=g9q+r;
(ii) bud r =0 nebo degr < degg.
Diikaz. Jestlize f = 0, tak pro dvojici ¢ = 0, » = 0 jsou splnény podminky (i) a (ii).
Predpokladejme, ze f # 0. Polozme gy = 0 a 79 = f a definujme rekurzivné

leri
lcg

ler;

. xdegri—degg’ . xdegri—degg - q.

Gi+1 = q; + Titl =Ti —

lcg
Potom pro kazdé i plati f = gq; + r; a bud ;41 = 0 nebo degr;1; < degr;. Proto pro
néjaké i bud r; = 0 nebo degr; < degg. V takovém ptipadé v rekurzi nepokracujeme
a posledni dvojice ¢;, r; je hledana dvojice ¢, r.

Jesté je tfeba dokézat jednoznacnost. Predpokladejme, Ze pro dvojice q1,71 a g2, 72
jsou splnény podminky (i) a (ii). Tedy,

f=g9n+ri=gq+rs dliglg—g)=rs—riag|lro—mn
r1 = 0 nebo degr; < degg
rog = 0 nebo degry < degg.
Kdyby ro — 71 # 0, tak z (1) vyplyva, ze degg < deg(re — r1), zatimco z (2) a

vyplyva, ze deg(ra — 1) < degg. Dostavame spor, takze ro — 11 = 0, ¢ili 7
Vzhledem k tomu, ze g # 0, z g(q1 — g2) = 0 vyplyvé, Zze 1 —q2 = 0, ¢ili g = qo. O

Definice 4.1.9. V ptfedchozim tvrzeni ¢ je ¢dstecny podil (podil, je-li r = 0) polynomu
f a g (v tomto poradi) a r je prislusny zbytek.

Je ziejmé, 7Ze g | f pravé tehdy, kdyz zbytek pii (¢asteéném) podilu polynomi f a g
je roven nule.

Priklad. Budte f,g € R[z],
f=a+223+2x+4 a g=x4+z+2.

Tedy qo = 0, 79 = f a polynomy q1,...,q4 a71,...,74 je mozné ziskat pomoci schématu
E:pz+ 4139:2) +2c4+4): (22 +x+2) = a8 —x2+x+1+%;f2
—(z° +x x 0
r = —at + 2z +4 2
—(—at - 2% - 22?) T’
—_——
ro = a4+ 222 + 22 +4 A
—(z3+ 2%+ 22)
ry = 2 +4
—(2%+ 2 +2)

T4:—$+2
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Cili
qo = ro=a’+22° + 2z +4
q=a° rp=—at4 2244
qz:xg—:cg r2:x3—|—2:1:2—|—2x+4
=232+ ry = 2% + 4
=22 +x+1 ry=—x+ 2

a je snadné ovéfit, ze f = gq; + r; pro kazdé i € {0,1,2,3,4}.
Jelikoz degry =1 < 2 =degg,
g=q=2"—2>+z+1 a r=r4=—x+2.
Tedy

f=a"+23 420 +4=gq+r=( 42+2) @ -2 +2+1)+(—2x+2). O

Definice 4.1.10. Normovany polynom je nenulovy polynom, jehoz vedouci koeficient
je 1.

Je-li f=an2™+ap_12" '+ - + a1x + ap nenulovy polynom s Ic f = a,, # 0, pak

- 1 gy a a
fzi :$n+n71xn_1+...+7lx+7o
ICf (079 ap, (7%

je normovany polynom. Polynomy f, f jsou z hlediska délitelnosti rovnocenné (f | f a
1)
Lemma 4.1.7. Budte f, g normované polynomy takové, Ze f | g a g | f. Potom f = g.

Dikaz. Predpokladejme, Ze f | g a zaroven g | f. Potom existuji polynomy p,q € Plz]
tak, ze g = fpa f = gqg. Mame f = fpq a tedy 1 = pq. Polynomy p, ¢ jsou tedy nenulové
konstantni polynomy a 1 =lcg =1lc(fp) =lcf-lecp=1-p=p. Takze g = fp=f. O

Relace délitelnosti mezi normovanymi polynomy je tedy navic antisymetricka, ¢ili je
to usporadani a méame uspofddanou mnozinu vSech normovanych polynom.

4.2. Nejvétsi spoleény délitel

Definice 4.2.1. Budte f,g € P[x]. Polynom d € P[z] je nejvétsi spolecny délitel
polynomu f, g, jestlize

(1) d| fadlg;

(2) kdyz h € Plx], h | f a h| g, pak h | d;

(3) d je normovany.

Zapisujeme d = D(f, g).

‘Deﬁnice 4.2.2. Polynomy, jejichz nejvétsi spole¢ny délitel je 1, jsou nesoudélné.

P¥iklad. (1) D(2xz,2%) = z.

(2) Polynomy x a x + 1 jsou nesoudélné. Oba polynomy jsou stupné 1, proto jejich
délitele jsou stupné bud 1 nebo 0. Linearni délitele polynomu x jsou cx, kde ¢ € P, ale
zéddny z nich neni délitelem = + 1. Spolecné délitele polynom® = a = + 1 jsou tedy jen

nenulové konstantni polynomy a jelikoz nejvétsi spoleény délitel je navic normovany,
D(z,z+1) =1
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(3) Pokud f = g = 0, pak neexistuje jejich nejvétsi spoleény délitel.
(4) Pro f #0 D(f,0) = J. 0

Tvrzeni 4.2.1 (Eukleidiv algoritmus). Budte f,g € P[x] nenulové polynomy. Bud
r0,7T1,72,73, . .. posloupnost polynomi takovd, Ze ro = f, r1 = g a jsou-li zndmy r;,7i+1,
pak riyo ziskdme neuplnym délenim polynomu r; polynomem riiq:

T = Tit1qi + Tiv2,  bud riy2 = 0 nebo degriya < degriii.
Potom existuje index N takovy, Ze ry—_1 # 0 ary = 0.

Dikaz. Jelikoz deg g = degry > degra > degrs > ... je klesajici posloupnost nezapor-
nych celych ¢isel, existuje N € N takové, ze ry_1 # 0 ary =0. O

Priklad. Budte f,g € R[z],
f=a"+223+2x+4 a g=a>+x+2.

Tedy ro = f, 71 = g a uz vime, ze f = g- (23 — 22 + 2+ 1) + (—z + 2), takze
T = —T + 2 a qozmg—az2+m+1.

Délenim polynomu r; polynomem 7o

(224+ 2+2): (—2+2)=—2—-3+ 25

—x+2
—(2% — 22)
3+ 2
—(—3z —6)
8
dostaneme
ry = 8 a q1 = —T — 3.

Délenim polynomu 79 polynomem 73
(—z+2):(8)=-2+2
— (=)

2
-2
0
dostaneme
0 r 2
ry = a qo = 3 + 3
V tomto priipadé tedy N = 4. O

Tvrzeni 4.2.2. Pro libovolné dva polynomy, z nichZ aspor jeden je nenulovy, existuje
praveé jeden jejich mejvetsi spolecny délitel.

Diikaz. Budte f,g € Plz]. Je-li f #0a g =0, D(f,0) = f. Piedpokladejme, 7e f, g jsou
nenulové, a aplikujme Eukleidiiv algoritmus. Bud N € N takové, Zze ry_1 # 0 a ry = 0.

Ozna¢me d = 7y_1 (normovany polynom). Ziejmé d | ry_1 a d | ry. Je-li d délitel
polynomi 7,41 a 7142, pak je délitel i polynomu r; = r;y1q; + ri42. Postupné tedy
dostaneme, ze d | r; pro vSechna i € {0,...,N}, véetné d |ri =gad|ry=f.

Bud h € Plx| takové, ze h | f =rg a h | g = r1. Je-li h délitel polynomu r; a r;y1,
pak je délitel i polynomu r;yo = r; — ri11¢;. Takto postupné dostaneme, ze h | r; pro
v8echna i € {0,..., N}, véetné h | ry_1 = d. Tedy, d = D(f, g).

Budte d1, ds nejvétsi spole¢né délitele polynomii. Podle definice nejvétsiho spoleéného
deélitele d; | da a dg | dy a jelikoz dj, dy jsou normované, dy = da. O
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Priklad. Budte f,g € R[z],
f=a"+223 + 20 +4 a g=a>+x+2
Uz vime, ze N =4 a r3 =8, ¢ili D(f,g9) =73 = 1. N

Tvrzeni 4.2.3 (Bézoutova véta). Budte f,g € Plx] polynomy, z nichZ aspor jeden je
nenulovy. Pak existuji polynomy u,v € Plz| takové, Ze D(f,g) = fu+ gv.

Dikaz. Oznacéme I = {fu+ gv | u,v € P[z]}. V mnoziné I existuje normovany prvek
minimalniho stupné, ozna¢me jej d. Tedy, d = fu + gv pro néjaka u,v € P[z].

Po déleni se zbytkem dostaneme f = dg + r, kde bud r = 0 nebo degr < degd.
Zarovenr = f —dq = f— (fu+gv)qg = f(1 —uq)+ g(—vq) € I. Kdyby r # 0, byl by to
nenulovy prvek I stupné nizsiho nez degd. Takze r = 0 a tedy d | f. Analogicky d | g.

Bud h € P[x] spole¢ny délitel f a g. Pak h je délitel i polynomu fu + gv = d. Tedy,
d=D(f,g). O

Pomoci Rozsifeného Eukleidova algoritmu lze ziskat nejen D(f,g), ale i polynomy
u, v z predchoziho tvrzeni.

Tvrzeni 4.2.4 (Rozsifeny Eukleidiav algoritmus). Budte f,g € Px] nenulové poly-
nomy. Budte ro,r1,72,...,"N_1 @ q0,q1,G2,---,qN_3 posloupnosti polynomi z Euklei-
dova algoritmu. Budte

up =1,u; = 0,ug,...,un—1,

vo=0,v1 =1,v2,...,0N-1,

posloupnosti polynomi takové, Ze u; = u;11G; + Uiy @ V; = vi+1q; + Vipo pro vSechna

i€{0,...,N —3}. Potom ry_1 = fun—_1+ gun—_1 a oznacéime-li
1 1
u = UN-1 G V= UN-1,
lc N-—-1 lc TN-1

pak D(f,g) = fu+ gv.
Dikaz. Podle Eukleidova algoritmu a podle predpokladu
ro=f ri=yg, up =1, wu; =0, =0 wvy=1

aproie€ {0,...,N —3}

TP = Ti41q; + Tig2, tedy riye =1 — riq1q;, (4)
Uj = Ui41G; + Uiy2, tedy  wiy2 = u; — uit1qi, (5)
Vi = Vi41¢; + Vg2, tedy vit2 = v; — vit1G;- (6)
Matematickou indukei ukdzeme, ze r; = fu; + gv; pro vSechna i € {0,..., N —1}. Plati

ro=f=f-14+9g-0=f-ug+g-wvo,
n=g9g=f-0+g-1=f-ur+g-v.

Predpokladejme, ze pro néjaké k plati

T = fug + guy, (7)
Tkl = fUkt1 + GUR41- (8)
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Potom
Thi2 = (podle (4))
=Tk~ Th+1Qk = (podle (7), (8))
= fug + gvp — (furr1 + gver1)qr =
= f(ur — wkt1qk) + 9(vk — Vk1qx) = (podle (5), (6))

= fugs2 + gukt2-
Takze, vztah r; = fu; + gv; plati proi = 0,i = 1 a kdyz plati proi =k a i =k + 1,
pak plati pro i = k + 2. Z toho vyplyva, ze plati pro kazdé i € {0,..., N — 1}. Zbytek
tvrzeni je ziejmy. O

Priklad. Budte f,g € R[z],
f=a>+223+2x+4 a g=a>+x+2.
Uz vime, ze D(f,g) =1, N =4,

T0:$5+2$3+2$—|—4 q0:x3—x2—|—x—i—1
ri=a? +x+2 G=-x—3
ro=—r+2

rg =8

ug =1 vy =

U1:0 ’1)1:1.

Dale
Up = u1qo + U2
1=0-qo+u implikuje ugs =1,
Vo = V1qo + V2
0=1-q9+ v implikuje vy = —qg = —2® + 2% —x — 1,
up = u2q + u3
0=1-¢1 +us implikuje w3 =—q =x + 3,
V1 = V2q1 + U3
1=—qy-q1 +v3 implikuje w3 =14 qoq1 = —a* — 223 + 222 — 42 — 2.

Lze snadno ovérit, ze r3 = fus + gus, a kdyz
z 3



