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4. p¯ednáπka, 17. 10. 2023

2.3. Adjungovaná matice

Definice 2.3.1. BuÔ A Ëtvercová matice. OznaËme Â matici kofaktor˘ Âi
j . Matice

ÂT je matice adjungovaná k matici A a znaËí se adjA. Tedy,

adjA = ÂT.

P¯íklad. MÏjme

A =
✓
a b
c d

◆
.

Potom

adjA = ÂT =

 
Â11 Â12
Â21 Â22

!T
=
✓

d �c
�b a

◆T
=
✓

d �b
�c a

◆
. ⇤

Tvrzení 2.3.1. Pro libovolnou Ëtvercovou matici A

detA · E = A · adjA = adjA ·A.
Je-li A regulární matice, pak

A�1 =
1
detA

adjA.

D˘kaz. V i-tém ¯ádku a j-tém sloupku matice A · adjA je

(A · adjA)ij =
X

k

Ai
k(Â

T)kj =
X

k

Ai
kÂ

j
k.

Pro i = j podle Laplaceovy vÏty

(A · adjA)ii =
X

k

Ai
kÂ

i
k = detA.

Je-li i 6= j, buÔ B matice, která z A vznikne tím, æe j-t˝ ¯ádek nahradíme i-t˝m
¯ádkem. Potom

(A · adjA)ij =
X

k

Ai
kÂ

j
k = (B se liπí od A jen v j-tém ¯ádku)

=
X

k

Bi
kB̂

j
k = (Bi

k = Bj
k)

=
X

k

Bj
kB̂

j
k = (podle Laplaceovy vÏty)

= detB = (B má dva stejné ¯ádky)

= 0.

Matice A · adjA je tedy diagonální a vπechny prvky na diagonále jsou rovny detA, Ëili
A · adjA = detA · E.

Rovnost adjA ·A = detA · E dostaneme analogicky.
Je-li A regulární, pak detA 6= 0, takæe jím m˘æeme dÏlit a s pouæitím Tvrzení 1.4.3

dostaneme uveden˝ vztah. ⇤
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P¯íklad. MÏjme regulární matici

A =
✓
a b
c d

◆
.

Potom

A�1 =
1
detA

adjA =
1

ad� bc

✓
d �b

�c a

◆
.

Nap¯íklad pro

A =
✓
1 2
3 4

◆

dostaneme

A�1 =
1
�2

✓
4 �2

�3 1

◆
=
✓
�2 1
3
2 �12

◆
. ⇤
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3. Soustavy lineárních rovnic

3.1. Soustavy lineárních rovnic a jejich ¯eπení

Definice 3.1.1. BuÔte n 2 N, P pole, a1, a2, . . . , an, b 2 P , x1, x2, . . . , xn /2 P. Potom

a1x
1 + a2x

2 + · · ·+ anx
n = b

je lineární rovnice nad polem P o n neznám˝ch x1, x2, . . . , xn (nejsou to mocniny, jen
horní indexy). Prvky a1, a2, . . . , an, b 2 P jsou koeficienty.

Uvedenou lineární rovnici m˘æeme zapsat
nX

j=1

ajx
j = b.

Definice 3.1.2. ÿeπení rovnice

a1x
1 + a2x

2 + · · ·+ anx
n = b

je kaædá uspo¯ádaná n-tice (⇠1, ⇠2, . . . , ⇠n) prvk˘ pole P taková, æe platí rovnost

a1⇠
1 + a2⇠

2 + · · ·+ an⇠
n = b.

P¯i hledání ¯eπení rovnice tedy hledáme prvky ⇠1, ⇠2, . . . , ⇠n pole P takové, æe po
dosazení ⇠i za xi pro kaædé i 2 {1, 2, . . . , n} se z rovnice stane rovnost.

P¯íklad. Nechª P je pole reáln˝ch Ëísel R.
1 · x1 + 2 · x2 + 0 · x3 + 4 · x4 = 6

je lineární rovnice o Ëty¯ech neznám˝ch x1, x2, x3, x4. ÿeπení této rovnice jsou nap¯íklad
(6, 0, 1, 0), (2, 2, 7, 0), (�4, 3, 0, 1), ale nejsou to zdaleka vπechna ¯eπení. ⇤

Tvrzení 3.1.1. BuÔ ax = b lineární rovnice nad polem P o jedné neznámé x.
(1) Pokud a 6= 0, potom ax = b má právÏ jedno ¯eπení, a to ⇠ = ba�1.
(2) Pokud a = 0 a b 6= 0, potom ax = b nemá ¯eπení.
(3) Pokud a = b = 0, potom kaæd˝ prvek pole P je ¯eπením ax = b.

D˘kaz. (1) Dosadíme-li ⇠ = ba�1 za x, dostaneme a⇠ = aba�1 = b, takæe ⇠ je ¯eπení.
Na druhou stranu, je-li ⇠ nÏjaké ¯eπení, tedy a⇠ = b, pak ⇠ = ⇠ · 1 = ⇠(aa�1) =

(⇠a)a�1 = (a⇠)a�1 = ba�1. »ili kaædé ¯eπení je rovno ba�1 a je tedy jediné.
(2) a (3) Vypl˝vá z toho, æe 0 · x = 0 pro kaædé x 2 P , viz kapitola 6. ⇤

P¯íklad. Rovnice 3x = 6 nad polem reáln˝ch Ëísel má jediné ¯eπení 6 · 3�1 = 2. ⇤

Definice 3.1.3. BuÔte m,n, i, j 2 N, i 2 {1, 2, . . . ,m}, j 2 {1, 2, . . . , n}, P pole, pro
kaædé i, j nechª aij , b

i 2 P , x1, x2, . . . , xn /2 P. Potom

a11x
1 + a12x

2 + · · ·+ a1nx
n = b1

a21x
1 + a22x

2 + · · ·+ a2nx
n = b2

...

am1 x
1 + am2 x

2 + · · ·+ amn xn = bm

je soustava m lineárních rovnic nad polem P o n neznám˝ch x1, . . . , xn.
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Uvedenou soustavu lineárních rovnic m˘æeme zapsat
nX

j=1

aijx
j = bi, 1  i  m.

OznaËíme-li

A =

0

BBB@

a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

am1 am2 . . . amn

1

CCCA
, b =

0

BBB@

b1

b2

...
bm

1

CCCA
, x =

0

BBB@

x1

x2

...
xn

1

CCCA
,

m˘æeme soustavu lineárních rovnic psát jako rovnici

Ax = b.

Definice 3.1.4. Matice A = (aij)m⇥n je matice soustavy, b = (bi)m⇥1 je sloupek
prav˝ch stran, x = (xi)n⇥1 je sloupek neznám˝ch. Matice

Ā =

0

BBB@

a11 a12 . . . a1n b1

a21 a22 . . . a2n b2

...
am1 am2 . . . amn bm

1

CCCA

je rozπí¯ená matice soustavy. Ā se nÏkdy znaËí (A | b) nebo (aij | bi).

Definice 3.1.5. ÿeπení soustavy m lineárních rovnic o n neznám˝ch je kaædá uspo-
¯ádaná n-tice ⇠ = (⇠1, ⇠2, . . . , ⇠n) prvk˘ pole P taková, æe pro kaædé i 2 {1, . . . ,m}
platí rovnost

ai1⇠
1 + ai2⇠

2 + · · ·+ ain⇠
n = bi,

nebo p¯i maticovém zápisu je to sloupková matice ⇠ =
�
⇠1 ⇠2 . . . ⇠n

�T taková, æe
platí rovnost

A⇠ = b.

SouËin Ax si m˘æeme rozepsat

Ax =

0

BBB@

a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

am1 am2 . . . amn

1

CCCA

0

BBB@

x1

x2

...
xn

1

CCCA
=

0

BBB@

a11x
1 + a12x

2 + · · ·+ a1nx
n

a21x
1 + a22x

2 + · · ·+ a2nx
n

...
am1 x

1 + am2 x
2 + · · ·+ amn xn

1

CCCA
=

= x1

0

BBB@

a11
a21
...
am1

1

CCCA
+ x2

0

BBB@

a12
a22
...
am2

1

CCCA
+ · · ·+ xn

0

BBB@

a1n
a2n
...
amn

1

CCCA
=

= x1A�
1 + x2A�

2 + · · ·+ xnA�
n

a soustavu Ax = b pak m˘æeme p¯epsat

x1A�
1 + x2A�

2 + · · ·+ xnA�
n = b.

Tedy, soustava lineárních rovnic Ax = b má ¯eπení právÏ tehdy, kdyæ existuje lineární
kombinace sloupk˘ matice A, která je rovna sloupku prav˝ch stran b. Koeficienty tako-
v˝ch lineárních kombinací tvo¯í jednotlivá ¯eπení soustavy.
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Jestliæe soustava lineárních rovnic má nÏjaké ¯eπení, tj. sloupek prav˝ch stran je
nÏjakou lineární kombinací sloupk˘ matice soustavy, potom hodnost rozπí¯ené matice
soustavy je rovna hodnosti matice soustavy. Jestliæe soustava nemá ¯eπení, tj. sloupek
prav˝ch stran není lineární kombinací sloupk˘matice soustavy, potom hodnost rozπí¯ené
matice soustavy je o 1 vÏtπí neæ hodnost matice soustavy.

Mnoæina vπech ¯eπení soustavy lineárních rovnic je pr˘nik mnoæin vπech ¯eπení jed-
notliv˝ch rovnic soustavy.

P¯íklad. (1) ÿeπení lineární rovnice

a1x
1 + a2x

2 = b

s reáln˝mi koeficienty o dvou neznám˝ch x1, x2 jsou uspo¯ádané dvojice (⇠1, ⇠2) reáln˝ch
Ëísel takové, æe po jejich dosazení do rovnice za neznámé dostaneme rovnost. Mnoæina
vπech ¯eπení takové rovnice je tedy

{(⇠1, ⇠2) 2 R2 | a1⇠1 + a2⇠
2 = b}

a bereme-li uspo¯ádané dvojice jako body v rovinÏ, tato mnoæina je
• prázdná, tj. rovnice nemá ¯eπení — pokud a1 = a2 = 0 a b 6= 0;
• p¯ímka, tj. rovnice má nekoneËnÏ mnoho ¯eπení — pokud aspoÚ jeden z koeficient˘
a1, a2 je nenulov˝;

• celá rovina, tj. rovnice má nekoneËnÏ mnoho ¯eπení — pokud a1 = a2 = b = 0.
Je-li to p¯ímka procházející dvÏma body u = (u1, u2), v = (v1, v2) a oznaËíme-li w =
u� v, m˘æeme ji zapsat také parametricky

{u+ tw | t 2 R} = {(u1, u2) + t(w1, w2) | t 2 R} =
= {(u1 + tw1, u2 + tw2) | t 2 R}.

(2) Mnoæina vπech ¯eπení soustavy lineárních rovnic o dvou neznám˝ch je pr˘nik mnoæin
vπech ¯eπení jednotliv˝ch rovnic. Taková mnoæina je tedy

• prázdná — pokud buÔ aspoÚ jedna rovnice nemá ¯eπení, nebo mnoæiny vπech ¯eπení
dvou rovnic jsou rovnobÏæné p¯ímky, nebo mnoæiny vπech ¯eπení t¯í rovnic jsou
p¯ímky s prázdn˝m pr˘nikem;

• jednoprvková — pokud mnoæiny vπech ¯eπení dvou rovnic jsou p¯ímky s jednoprv-
kov˝m pr˘nikem, jehoæ prvek je ¯eπením i vπech ostatních rovnic soustavy;

• p¯ímka — pokud to není celá rovina a vπechny mnoæiny vπech ¯eπení jednotliv˝ch
rovnic r˘zné od celé roviny jsou tatáæ p¯ímka, tedy vπechny rovnice jsou násobky
jedné z nich;

• celá rovina — pokud vπechny rovnice mají vπechny koeficienty i pravé strany nulové,
tedy ai1 = ai2 = bi = 0 pro kaædé i.

(3) ÿeπení lineární rovnice o t¯ech neznám˝ch jsou uspo¯ádané trojice, po jejichæ do-
sazení do rovnice dostaneme rovnost, a bereme-li uspo¯ádané trojice jako body v troj-
rozmÏrném prostoru, mnoæina vπech ¯eπení je

• prázdná — pokud a1 = a2 = a3 = 0 a b 6= 0;
• rovina — pokud aspoÚ jeden z koeficient˘ a1, a2, a3 je nenulov˝;
• cel˝ trojrozmÏrn˝ prostor — pokud a1 = a2 = a3 = b = 0.

A také rovinu v prostoru m˘æeme vyjád¯it parametricky.
(4) Mnoæina vπech ¯eπení soustavy lineárních rovnic o t¯ech neznám˝ch m˘æe b˝t

• prázdná;
• jednoprvková;
• p¯ímka;
• rovina;
• cel˝ trojrozmÏrn˝ prostor.
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(5) ÿeπení lineární rovnice o n neznám˝ch jsou uspo¯ádané n-tice a mnoæina vπech
¯eπení je

• prázdná;
• „(n� 1)-rozmÏrná rovinaˇ, naz˝vá se nadrovina v n-rozmÏrném prostoru;
• cel˝ n-rozmÏrn˝ prostor.

Mnoæina vπech ¯eπení soustavy lineárních rovnic o n neznám˝ch je tedy p¯ípadnÏ pr˘nik
nadrovin v n-rozmÏrném prostoru. ⇤

P¯íklad. (1) Soustava

x1 + 2x2 � x3 = 1

�x1 + x2 + 2x3 = 1

2x1 � x2 + x3 = 1

má právÏ jedno ¯eπení, (0,5, 0,5, 0,5), tj. ⇠1 = ⇠2 = ⇠3 = 0,5. Mnoæina vπech ¯eπení je
{(0,5, 0,5, 0,5)}.
(2) MÏjme soustavu

x� y = 1,

tedy jednu rovnici o dvou neznám˝ch x, y. Kaædá uspo¯ádaná dvojice (t, t � 1), kde t
je libovolné reálné Ëíslo, je ¯eπení soustavy, tj. ⇠1 = t, ⇠2 = t � 1 pro libovolné t 2 R.
Soustava má tedy nekoneËnÏ mnoho ¯eπení a mnoæina vπech ¯eπení je {(t, t� 1) | t 2 R}.
(3) Soustava

x = 0

x = 1

nemá æádné ¯eπení, mnoæina vπech ¯eπení je tedy prázdná mnoæina ;. ⇤

3.2. Gaussova eliminaËní metoda a obecné ¯eπení

ÿeπit soustavu lineárních rovnic, tj. hledat mnoæinu vπech jejích ¯eπení, je moæné tak,
æe soustavu upravíme na takov˝ tvar, ze kterého vπechna ¯eπení vyËteme. Je ovπem
nutné pouæívat pouze takové úpravy, po jejichæ provedení mnoæina vπech ¯eπení nové
soustavy je stejná jako mnoæina vπech ¯eπení p˘vodní soustavy.

Definice 3.2.1. Ekvivalentní úprava soustavy lineárních rovnic je úprava, jejíæ pro-
vedením vznikne soustava lineárních rovnic s mnoæinou vπech ¯eπení rovnou mnoæinÏ
vπech ¯eπení p˘vodní soustavy.
Soustavy lineárních rovnic, jejichæ mnoæiny vπech ¯eπení se vzájemnÏ rovnají, jsou
ekvivalentní.

Definice 3.2.2. Elementární úpravy soustavy lineárních rovnic jsou
(i) p¯iËtení nÏjakého násobku jedné rovnice k jiné rovnici,
(ii) vynásobení nÏkteré rovnice nenulov˝m prvkem pole,
(iii) vzájemná v˝mÏna dvou rovnic.

Ke kaædé elementární úpravÏ soustavy existuje elementární úprava (stejného typu),
která soustavu p¯evede do p˘vodního stavu.
Je z¯ejmé, æe provedení ¯ádkové elementární úpravy rozπí¯ené matice soustavy je totéæ

co provedení obdobné elementární úpravy soustavy.
Podle následujícího tvrzení elementární úpravy jsou ekvivalentní.
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Tvrzení 3.2.1. Elementární úpravy soustavy lineárních rovnic jsou ekvivalentní.

D˘kaz. MÏjme soustavu lineárních rovnic o n neznám˝ch x1, x2, . . . , xn a buÔ ⇠ =
(⇠1, ⇠2, . . . , ⇠n) její ¯eπení, tj. pro kaædé i platí rovnost

ai1⇠
1 + ai2⇠

2 + · · ·+ ain⇠
n = bi.

Zvolme si jednu elementární úpravu, p¯iËtení c-násobku j-té rovnice k i-té rovnici,
kde i 6= j (pro zbylé dvÏ úpravy je d˘kaz analogick˝). Po této úpravÏ dostaneme novou
soustavu, která se od té p˘vodní liπí jen v i-té rovnici, ta v nové soustavÏ je

(ai1 + caj1)x
1 + · · ·+ (ain + cajn)x

n = bi + cbj .

Je z¯ejmé, æe ⇠ je ¯eπením i této nové soustavy, protoæe je ¯eπením nové i-té rovnice

(ai1 + caj1)⇠
1 + · · ·+ (ain + cajn)⇠

n =

= (ai1⇠
1 + · · ·+ ain⇠

n) + c(aj1⇠
1 + · · ·+ ajn⇠

n) =

= bi + cbj

i vπech ostatních, nezmÏnÏn˝ch rovnic soustavy. To znamená, æe kaædé ¯eπení p˘vodní
soustavy je ¯eπením i upravené soustavy.
P¯i maticovém zápisu m˘æeme tvrzení dokázat s vyuæitím toho, æe ¯ádková elemen-

tární úprava matice je totéæ co vynásobení elementární maticí zleva. Úpravou soustavy
Ax = b dostaneme soustavu QAx = Qb. Jestliæe ⇠ je ¯eπením p˘vodní soustavy, tedy
A⇠ = b, potom QA⇠ = Qb a ⇠ je ¯eπením i upravené soustavy.
Vzhledem k tomu, æe upravenou soustavu m˘æeme p¯evést na tu p˘vodní opÏt pomocí

jedné z elementárních úprav, kaædé ¯eπení upravené soustavy je také ¯eπením p˘vodní
soustavy. CelkovÏ tedy mnoæina vπech ¯eπení upravené soustavy je rovna mnoæinÏ vπech
¯eπení p˘vodní soustavy. ⇤

Tvary soustavy lineárních rovnic, ze kter˝ch lze snadno vyËíst vπechna ¯eπení soustavy,
jsou ty, jejichæ rozπí¯ené matice jsou ve schodovitém a jeπtÏ lépe v GaussovÏ–JordanovÏ
tvaru.

Gaussova eliminaËní metoda. ÿádkov˝mi elementárními úpravami upravme roz-
πí¯enou matici soustavy na Gauss˘v–Jordan˘v tvar (staËil by i schodovit˝). Jestliæe
upravená rozπí¯ená matice soustavy má více (o jeden) nenulov˝ch ¯ádk˘ neæ p¯ísluπná
matice soustavy, soustava (upravená i p˘vodní) nemá ¯eπení. Jestliæe poËty nenulov˝ch
¯ádk˘ upravené rozπí¯ené matice soustavy i p¯ísluπné matice soustavy se rovnají r, tj.
rozπí¯ená matice soustavy a matice soustavy mají stejné hodnosti, p¯ísluπná soustava
rovnic (uvádíme jen ty nenulové) je

x1 + · · ·+ 0 + · · ·+ 0 + c1kr+1x
kr+1 + · · ·+ c1nx

n = d1

...

xkr�1 + · · ·+ 0 + cr�1kr+1x
kr+1 + · · ·+ cr�1n xn = dr�1

xkr + crkr+1x
kr+1 + · · ·+ crnx

n = dr.

Z poslední rovnice m˘æeme pomocí xkr+1, . . . , xn vyjád¯it

xkr = dr � crkr+1x
kr+1 � · · ·� crnx

n.

Z p¯edposlední rovnice m˘æeme pomocí xkr�1+1, . . . , xkr�1, xkr+1, . . . , xn vyjád¯it

xkr�1 = dr�1 � cr�1kr�1+1x
kr�1+1 � · · ·� cr�1kr�1x

kr�1 � cr�1kr+1x
kr+1 � · · ·� cr�1n xn.

Takto m˘æeme postupovat aæ k první rovnici, ze které vyjád¯íme x1 (k1 = 1) pomocí
vπech ostatních neznám˝ch kromÏ xk2 , . . . , xkr.
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Získáme tak vyjád¯ení r neznám˝ch xk1 , xk2 , . . . , xkr pomocí n�r neznám˝ch xi s i 2
{1, 2, . . . , n} \ {k1, k2, . . . , kr}. Kdyæ za neznámé xi, i 2 {1, 2, . . . , n} \ {k1, k2, . . . , kr},
zvolíme libovolné prvky pole P , které pak dosadíme do získan˝ch vztah˘ pro neznámé
xk1 , xk2 , . . . , xkr a tyto hodnoty dopoËítáme, dostaneme ¯eπení soustavy Ax = b.

Definice 3.2.3. Neznámé xk1 , xk2 , . . . , xkr z p¯edchozího odstavce jsou hlavní (nebo
bázové nebo bázické), neznámé xi, kde i 2 {1, 2, . . . , n} \ {k1, k2, . . . , kr}, jsou pa-
rametry (nebo nebázické neznámé nebo volné promÏnné) a oznaËujeme je po ¯adÏ
t1, . . . , tn�r.

Definice 3.2.4. ÿeπení soustavy lineárních rovnic o n neznám˝ch, jejíæ rozπí¯ená ma-
tice má hodnost r, zapsané pomocí n� r parametr˘ je obecné ¯eπení. ÿeπení získané
z obecného ¯eπení libovolnou volbou parametr˘ je partikulární ¯eπení.

Je z¯ejmé, æe kaædé ¯eπení soustavy lineárních rovnic lze získat z obecného ¯eπení
vhodnou volbou parametr˘. Takæe mnoæina vπech ¯eπení získan˝ch z obecného ¯eπení
vπemi moæn˝mi volbami parametr˘ je rovna mnoæinÏ vπech ¯eπení soustavy a obecné
¯eπení reprezentuje vπechna ¯eπení soustavy.

P¯íklad. MÏjme soustavu

x1 + 2x2 + 3x3 = 1

2x1 + 3x2 + 4x3 = 1

3x1 + 4x2 + 5x3 = 1

nad polem reáln˝ch Ëísel. Rozπí¯ená matice soustavy je
0

@
1 2 3 1
2 3 4 1
3 4 5 1

1

A .

Její Gauss˘v–Jordan˘v tvar je
0

@
1 0 �1 �1
0 1 2 1
0 0 0 0

1

A

a hodnost matice soustavy i hodnost rozπí¯ené matice soustavy se rovnají 2. Uveden˝
Gauss˘v–Jordan˘v tvar reprezentuje soustavu

x1 � x3 = �1
x2 + 2x3 = 1.

Z první rovnice m˘æeme vyjád¯it x1 pomocí x3

x1 = �1 + x3

a z druhé rovnice m˘æeme vyjád¯it x2 pomocí x3

x2 = 1� 2x3.
Máme tedy 2 (= hodnost matice) neznámé vyjád¯eny pomocí jedné (= 3� 2) neznámé.
Neznámé x1 a x2 jsou hlavní, neznámá x3 je parametr a m˘æeme za ni dosadit libovolné
reálné Ëíslo a hlavní neznámé dopoËítat. OznaËíme-li parametr t, dostaneme, æe

⇠(t) = (�1 + t, 1� 2t, t), t 2 R,
je obecné ¯eπení soustavy. P¯i volbÏ t = 0 získáme partikulární ¯eπení ⇠(0) = (�1, 1, 0).
Mnoæina vπech ¯eπení soustavy je

{(�1 + t, 1� 2t, t) | t 2 R}.
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Uspo¯ádanou trojici (�1 + t, 1� 2t, t) m˘æeme zapsat

(�1 + t, 1� 2t, t) = (�1, 1, 0) + (t,�2t, t) =
= (�1, 1, 0) + t(1,�2, 1)

a mnoæinu vπech ¯eπení soustavy pak m˘æeme zapsat

{(�1, 1, 0) + t(1,�2, 1) | t 2 R},

coæ je p¯ímka v R3 procházející bodem (�1, 1, 0), kter˝ je dán sloupcem prav˝ch stran
soustavy v GaussovÏ–JordanovÏ tvaru, se smÏrov˝m vektorem (1,�2, 1). P¯i maticovém
zápisu mnoæina vπech ¯eπení je

8
<

:

0

@
�1
1
0

1

A+ t

0

@
1
�2
1

1

A

������
t 2 R

9
=

; . ⇤

P¯íklad. MÏjme soustavu

x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 1

2x1 + 3x2 + 4x3 + 5x4 = 1

3x1 + 4x2 + 5x3 + 6x4 = 1

4x1 + 5x2 + 6x3 + 7x4 = 1

nad polem reáln˝ch Ëísel. Rozπí¯ená matice soustavy je
0

BB@

1 2 3 4 1
2 3 4 5 1
3 4 5 6 1
4 5 6 7 1

1

CCA .

Její Gauss˘v–Jordan˘v tvar je
0

BB@

1 0 �1 �2 �1
0 1 2 3 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

1

CCA

a hodnost matice soustavy i hodnost rozπí¯ené matice soustavy se rovnají 2. Uveden˝
Gauss˘v–Jordan˘v tvar reprezentuje soustavu

x1 � x3 � 2x4 = �1
x2 + 2x3 + 3x4 = 1.

Z první rovnice m˘æeme vyjád¯it x1 pomocí x3 a x4

x1 = �1 + x3 + 2x4

a z druhé rovnice m˘æeme vyjád¯it x2 pomocí x3 a x4

x2 = 1� 2x3 � 3x4.

Máme tedy 2 (= hodnost matice) neznámé vyjád¯eny pomocí dvou (= 4 � 2) nezná-
m˝ch. Neznámé x1 a x2 jsou hlavní, neznámé x3 a x4 jsou parametry a m˘æeme za nÏ
dosadit libovolná reálná Ëísla a hlavní neznámé dopoËítat. OznaËíme-li parametry t1 a
t2, dostaneme, æe

⇠(t1, t2) = (�1 + t1 + 2t2, 1� 2t1 � 3t2, t1, t2), t1, t2 2 R,
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je obecné ¯eπení soustavy. P¯i volbÏ t1 = 1, t2 = 0 získáme partikulární ¯eπení ⇠(1, 0) =
(0,�1, 1, 0), p¯i volbÏ t1 = 0, t2 = 1 získáme partikulární ¯eπení ⇠(0, 1) = (1,�2, 0, 1).
Mnoæina vπech ¯eπení soustavy je

{(�1 + t1 + 2t2, 1� 2t1 � 3t2, t1, t2) | t1, t2 2 R}.
Uspo¯ádanou Ëtve¯ici (�1 + t1 + 2t2, 1� 2t1 � 3t2, t1, t2) m˘æeme zapsat

(�1 + t1 + 2t2, 1� 2t1 � 3t2, t1, t2) =
= (�1, 1, 0, 0) + (t1,�2t1, t1, 0) + (2t2,�3t2, 0, t2) =
= (�1, 1, 0, 0) + t1(1,�2, 1, 0) + t2(2,�3, 0, 1)

a mnoæinu vπech ¯eπení soustavy pak m˘æeme zapsat

{(�1, 1, 0, 0) + t1(1,�2, 1, 0) + t2(2,�3, 0, 1) | t1, t2 2 R},
p¯i maticovém zápisu

8
>><

>>:

0

BB@

�1
1
0
0

1

CCA+ t1

0

BB@

1
�2
1
0

1

CCA+ t2

0

BB@

2
�3
0
1

1

CCA

��������
t1, t2 2 R

9
>>=

>>;
. ⇤

3.3. Frobeniova vÏta

Z p¯edchozích pozorování a tvrzení vypl˝vá následující vÏta.

Tvrzení 3.3.1 (Frobeniova vÏta). Soustava lineárních rovnic má aspoÚ jedno ¯eπení
právÏ tehdy, kdyæ hodnost matice soustavy se rovná hodnosti rozπí¯ené matice soustavy.

D˘kaz. Jestliæe soustava Ax = b má nÏjaké ¯eπení, pak sloupek b prav˝ch stran je
lineární kombinací sloupk˘ matice A a rozπí¯ením matice A o takov˝ sloupek se hodnost
nezmÏní. Takæe matice A a Ā mají stejné hodnosti.
Jestliæe se hodnosti matic A a Ā rovnají, a rovnají se tedy i hodnosti p¯ísluπn˝ch

matic v GaussovÏ–JordanovÏ tvaru, pak pouæitím postupu z p¯edchozí podkapitoly a li-
bovolnou volbou parametr˘ získáme ¯eπení soustavy. ⇤

P¯íklad. (1) Soustava

x1 + 2x2 � x3 = 1

�x1 + x2 + 2x3 = 1

2x1 � x2 + x3 = 1

má matici soustavy
0

@
1 2 �1

�1 1 2
2 �1 1

1

A

a rozπí¯enou matici soustavy
0

@
1 2 �1 1

�1 1 2 1
2 �1 1 1

1

A .

Jejich hodnosti jsou stejné, obÏ se rovnají 3, takæe podle Frobeniovy vÏty soustava má
¯eπení. Jelikoæ hodnosti jsou rovny poËtu neznám˝ch, vπechny neznámé jsou hlavní,
æádná není parametr a soustava má právÏ jedno ¯eπení.
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(2) Soustava

x� y = 1

má matici soustavy
�
1 �1

�

a rozπí¯enou matici soustavy
�
1 �1 1

�
.

Jejich hodnosti jsou stejné, obÏ se rovnají 1, takæe podle Frobeniovy vÏty soustava má
¯eπení. Jelikoæ hodnosti jsou niæπí neæ poËet neznám˝ch, jedna neznámá je hlavní, jedna
neznámá je parametr a soustava má nekoneËnÏ mnoho ¯eπení.
(3) Soustava

x = 0

x = 1

má matici soustavy
✓
1
1

◆

a rozπí¯enou matici soustavy
✓
1 0
1 1

◆
.

Hodnost matice soustavy je rovna 1 a hodnost rozπí¯ené matice soustavy je rovna 2,
takæe podle Frobeniovy vÏty soustava nemá ¯eπení. ⇤

3.4. Cramerovo pravidlo

Podle Frobeniovy vÏty soustava s regulární maticí má ¯eπení. Podle následující vÏty
má právÏ jedno ¯eπení.

Tvrzení 3.4.1. BuÔ Ax = b soustava se Ëtvercovou maticí A. Potom A je regulární
právÏ tehdy, kdyæ Ax = b má právÏ jedno ¯eπení, a to

⇠ = A�1b.

D˘kaz. „)ˇ Nechª A je regulární matice, tedy invertibilní, s maximální hodností. Potom
podle Frobeniovy vÏty soustava Ax = b má ¯eπení. A pro kaædé ¯eπení ⇠ platí A⇠ = b,
tedy ⇠ = A�1A⇠ = A�1b, Ëili ¯eπení je jediné.
„(ˇ Nechª A není regulární matice, tedy je singulární, s hodností menπí neæ poËet je-

jích ¯ádk˘, kter˝ se rovná poËtu neznám˝ch. Pokud hodnost rozπí¯ené matice soustavy je
vÏtπí neæ hodnost matice soustavy, soustava nemá ¯eπení. Pokud hodnost rozπí¯ené ma-
tice soustavy je stejná jako hodnost matice soustavy, potom v obecném ¯eπení soustavy
vystupuje aspoÚ jeden parametr, za kter˝ lze dosadit libovoln˝ prvek pole. Vzhledem
k tomu, æe pole obsahuje více neæ jeden prvek, soustava má více neæ jedno ¯eπení. ⇤

Tvrzení 3.4.2 (Cramerovo pravidlo). BuÔ Ax = b soustava s regulární maticí A a ¯e-
πením ⇠ =

�
⇠1 ⇠2 . . . ⇠n

�T. Pak pro kaædé i 2 {1, 2, . . . , n}

⇠i =
detAi

detA
,
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kde Ai je matice vzniklá z matice A v˝mÏnou i-tého sloupku za sloupek prav˝ch stran b:

Ai =

0

B@
a11 . . . a1i�1 b1 a1i+1 . . . a1n
...
an1 . . . ani�1 bn ani+1 . . . ann

1

CA .

D˘kaz. P¯i rozvoji podle i-tého sloupku dostáváme detAi =
P

j Â
j
i b

j . Dále

⇠ = A�1b =
1
detA

(adjA) · b = 1
detA

ÂTb

a tedy

⇠i =

P
j(Â

T)ijb
j

detA
=

P
j Â

j
i b

j

detA
=

P
j(Âi)

j
i b

j

detA
=
detAi

detA
.

Tvrzení m˘æeme dokázat také takto: Je-li ⇠ ¯eπení soustavy Ax = b, pak b je lineární
kombinací sloupk˘ A�

i s koeficienty ⇠
1, . . . , ⇠n, tedy

b = ⇠1A�
1 + ⇠2A�

2 + · · ·+ ⇠nA�
n =

X

j

⇠jA�
j

a matice Ai má v i-tém sloupku tuto lineární kombinaci vπech sloupk˘ matice A. Potom

detAi = det
�
A�
1 . . . A�

i�1 b A�
i+1 . . . A�

n

�
=

= det
�
A�
1 . . . A�

i�1
P

j ⇠
jA�

j A�
i+1 . . . A�

n

�
=

=
X

j

det
�
A�
1 . . . A�

i�1 ⇠jA�
j A�

i+1 . . . A�
n

�
=

=
X

j

⇠j det
�
A�
1 . . . A�

i�1 A�
j A�

i+1 . . . A�
n

�
=

= ⇠i det
�
A�
1 . . . A�

i�1 A�
i A�

i+1 . . . A�
n

�
=

= ⇠i detA,

z Ëehoæ dostaneme poæadovan˝ vztah. ⇤

P¯íklad. MÏjme soustavu

x1 + 2x2 � x3 = 1

�x1 + x2 + 2x3 = 1

2x1 � x2 + x3 = 1.

Potom

A =

0

@
1 2 �1

�1 1 2
2 �1 1

1

A A1 =

0

@
1 2 �1
1 1 2
1 �1 1

1

A

A2 =

0

@
1 1 �1

�1 1 2
2 1 1

1

A A3 =

0

@
1 2 1

�1 1 1
2 �1 1

1

A

a

detA = 14 detA1 = 7 detA2 = 7 detA3 = 7.

Proto

⇠1 = ⇠2 = ⇠3 =
detA1
detA

=
detA2
detA

=
detA3
detA

=
7
14
=
1
2
. ⇤
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3.5. Homogenní soustavy lineárních rovnic

Definice 3.5.1. Soustava lineárních rovnic s nulovou pravou stranou, b = 0, je homo-
genní.

P¯íklad. (1) Soustava

x1 + 2x2 � x3 = 0

�x1 + x2 + 2x3 = 0

2x1 � x2 + x3 = 0

je homogenní.
(2) Soustava

x1 � x2 + x3 = 0

je homogenní.
(3) Soustava

x = 0

x = 1

není homogenní. ⇤

Tvrzení 3.5.1. (1) Kaædá homogenní soustava má ¯eπení.
(2) Kaædá homogenní soustava má nulové ¯eπení.
(3) Homogenní soustava se Ëtvercovou maticí má pouze nulové ¯eπení právÏ tehdy, kdyæ
matice soustavy je regulární.
(4) Homogenní soustava se Ëtvercovou maticí A má nenulové ¯eπení právÏ tehdy, kdyæ
detA = 0.
(5) Homogenní soustava, ve které je ménÏ rovnic neæ neznám˝ch, má nenulové ¯eπení.

D˘kaz. (1) Existence ¯eπení homogenní soustavy vypl˝vá z Frobeniovy vÏty i z násle-
dujícího bodu (2).
(2) Vzhledem k tomu, æe 0 ·p = p ·0 = 0 pro kaædé p z p¯ísluπného pole, viz kapitola 6,

je z¯ejmé, æe homogenní soustava má nulové ¯eπení.
(3) Vypl˝vá z Tvrzení 3.4.1.
(4) Vypl˝vá z p¯edchozího bodu.
(5) Vypl˝vá z Tvrzení 3.4.1. ⇤

Mnoæina vπech ¯eπení homogenní soustavy lineárních rovnic má následující vlastnost.

Tvrzení 3.5.2. Lineární kombinace ¯eπení homogenní soustavy je také ¯eπení té sou-
stavy. SpeciálnÏ, nulov˝ sloupek je ¯eπení, souËet ¯eπení je ¯eπení a c-násobek ¯eπení je
¯eπení.

D˘kaz. Nechª ⇠1, ⇠2, . . . , ⇠k jsou ¯eπení, ↵1,↵2, . . . ,↵k 2 P . Tedy, A⇠1 = 0, A⇠2 =
0, . . . , A⇠k = 0. Potom

A(↵1⇠1 + ↵2⇠2 + · · ·+ ↵k⇠k) = ↵1A⇠1 + ↵2A⇠2 + · · ·+ ↵kA⇠k = 0

a lineární kombinace ¯eπení je tedy také ¯eπení soustavy. ⇤
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Definice 3.5.2. Fundamentální systém ¯eπení homogenní soustavy je taková mnoæina
¯eπení té soustavy, která je lineárnÏ nezávislá a kaædé ¯eπení lze vyjád¯it jako lineární
kombinaci ¯eπení z této mnoæiny.

Tvrzení 3.5.3. Fundamentální systém ¯eπení soustavy rovnic Ax = 0 o n neznám˝ch
má n� rankA prvk˘.

D˘kaz. Obecné ¯eπení ⇠ soustavy Ax = 0 o n neznám˝ch je vyjád¯eno pomocí n�rankA
parametr˘ t1, . . . , tn�rankA, tedy ⇠ = ⇠(t1, . . . , tn�rankA). Provedeme-li n� rankA voleb
parametr˘

(t1, . . . , tn�rankA) = (1, 0, . . . , 0),

(t1, . . . , tn�rankA) = (0, 1, . . . , 0),

. . .

(t1, . . . , tn�rankA) = (0, . . . , 0, 1),

dostaneme mnoæinu partikulárních ¯eπení

{⇠(1, 0, . . . , 0), ⇠(0, 1, . . . , 0), . . . , ⇠(0, . . . , 0, 1)},

která je lineárnÏ nezávislá a

⇠(t1, . . . , tn�rankA) = t1⇠(1, 0, . . . , 0)+t2⇠(0, 1, . . . , 0)+· · ·+tn�rankA⇠(0, . . . , 0, 1),

takæe obecné ¯eπení, Ëili kaædé ¯eπení, soustavy je lineární kombinací tÏchto partikulár-
ních ¯eπení. ⇤

P¯íklad. (1) Soustava

x1 � x2 = 0

má 2 neznámé, matice soustavy má hodnost 1, obecné ¯eπení je

⇠(t) = (t, t), t 2 R,

mnoæina vπech ¯eπení soustavy je

{(t, t) | t 2 R} = {t(1, 1) | t 2 R}

a fundamentální systém ¯eπení soustavy je nap¯íklad

{(1, 1)}.

(2) Soustava

x1 + x2 + 2x3 = 0

�x1 + x2 + 2x3 = 0

x1 + 3x2 + 6x3 = 0

má 3 neznámé, matice soustavy má hodnost 2, obecné ¯eπení je

⇠(t) = (0,�2t, t), t 2 R,

mnoæina vπech ¯eπení soustavy je

{(0,�2t, t) | t 2 R} = {t(0,�2, 1) | t 2 R}

a fundamentální systém ¯eπení soustavy je nap¯íklad

{(0,�2, 1)}.
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(3) Soustava

x1 � x2 + x3 = 0

má 3 neznámé, matice soustavy má hodnost 1, obecné ¯eπení je

⇠(t1, t2) = (t1 � t2, t1, t2), t1, t2 2 R,

mnoæina vπech ¯eπení soustavy je

{(t1 � t2, t1, t2) | t1, t2 2 R} = {t1(1, 1, 0)� t2(�1, 0, 1) | t1, t2 2 R}

a fundamentální systém ¯eπení soustavy je nap¯íklad

{(1, 1, 0), (�1, 0, 1)}.

(4) Soustava

x1 + 2x2 = 0

3x1 + 4x2 = 0

má 2 neznámé, matice soustavy má hodnost 2 a soustava má jediné ¯eπení, Ëili obecné
¯eπení je

⇠ = (0, 0),

mnoæina vπech ¯eπení soustavy je

{(0, 0)}

a fundamentální systém ¯eπení soustavy je ;.
(5) Soustava

0x = 0

má 1 neznámou, matice soustavy má hodnost 0, obecné ¯eπení je

⇠(t) = t, t 2 R,

mnoæina vπech ¯eπení soustavy je

{t | t 2 R} = R

a fundamentální systém ¯eπení soustavy je nap¯íklad

{1}. ⇤

Poznámka. Je-li {⇠1, ⇠2, . . . , ⇠r} fundamentální systém ¯eπení nÏjaké soustavy, potom

t1⇠1 + t2⇠2 + · · ·+ tr⇠r, t1, t2, . . . , tr 2 P,

je obecné ¯eπení soustavy a

{t1⇠1 + t2⇠2 + · · ·+ tr⇠r | t1, t2, . . . , tr 2 P}

je mnoæina vπech ¯eπení soustavy.

Homogenní soustava rovnic k zadanému fundamentálnímu systému ¯eπení.
Pro libovolnou lineárnÏ nezávislou mnoæinu {⇠1, ⇠2, . . . , ⇠r} ⇢ Pn existuje homogenní
soustava lineárních rovnic taková, æe {⇠1, ⇠2, . . . , ⇠r} je její fundamentální systém ¯eπení.
Takov˝ch soustav, vzájemnÏ ekvivalentních, existuje více. Uvedeme postup nalezení
jedné z nich.
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Mnoæina {⇠1, ⇠2, . . . , ⇠r} uspo¯ádan˝ch n-tic prvk˘ pole P má b˝t fundamentální sys-
tém ¯eπení soustavy, takæe hledáme homogenní soustavu

a11x
1 + a12x

2 + · · ·+ a1nx
n = 0

a21x
1 + a22x

2 + · · ·+ a2nx
n = 0 resp. Ax = 0
...

an�r
1 x1 + an�r

2 x2 + · · ·+ an�r
n xn = 0

lineárních rovnic nad polem P o n neznám˝ch x1, x2, . . . , xn, jejíæ matice A = (aij) má
hodnost n� r. Je tedy pot¯eba najít vhodné koeficienty aij .
Jednotlivé uspo¯ádané n-tice ⇠1, ⇠2, . . . , ⇠r mají b˝t ¯eπení soustavy Ax = 0, takæe

po jejich dosazení za x dostaneme r · (n � r) homogenních rovnic o celkem n · (n � r)
neznám˝ch aij , i 2 {1, . . . , n � r}, j 2 {1, . . . , n}. Ovπem, pro kaædé k 2 {1, . . . , r}
dosazením ⇠k za x dostaneme A⇠k = 0, coæ p¯edstavuje n� r rovnic

⇠1ka
1
1 + ⇠2ka

1
2 + · · ·+ ⇠nk a

1
n = 0

⇠1ka
2
1 + ⇠2ka

2
2 + · · ·+ ⇠nk a

2
n = 0
...

⇠1ka
n�r
1 + ⇠2ka

n�r
2 + · · ·+ ⇠nk a

n�r
n = 0,

z nichæ kaædá má jin˝ch n neznám˝ch aj1, . . . , a
j
n, j 2 {1, . . . , n � r}, ale vπechny mají

stejné koeficienty ⇠1k, . . . , ⇠
n
k , takæe vπechny mají stejnou mnoæinu vπech ¯eπení a staËí

pro kaædé k 2 {1, . . . , r} uvaæovat jen jednu rovnici

⇠1ka
1 + ⇠2ka

2 + · · ·+ ⇠nk a
n = 0

s neznám˝mi a1, a2, . . . , an. Dosazením vπech ⇠1, ⇠2, . . . , ⇠r tak dostaneme homogenní
soustavu

⇠11a
1 + ⇠21a

2 + · · ·+ ⇠n1 a
n = 0

⇠12a
1 + ⇠22a

2 + · · ·+ ⇠n2 a
n = 0
...

⇠1ra
1 + ⇠2ra

2 + · · ·+ ⇠nr a
n = 0

r lineárních rovnic o n neznám˝ch a1, a2, . . . , an s maticí ⌅, jejíæ ¯ádky jsou tvo¯eny
uspo¯ádan˝mi n-ticemi ⇠1, ⇠2, . . . , ⇠r. Hodnost matice ⌅ je tedy rovna r, fundamentální
systém ¯eπení má n�r prvk˘ (a11, a

1
2, . . . , a

1
n), (a

2
1, a
2
2, . . . , a

2
n), . . . , (a

n�r
1 , an�r

2 , . . . , an�r
n )

a toto jsou ¯ádky hledané matice A.

P¯íklad. Nechª ⇠1 = (1, 2, 3, 4), ⇠2 = (4, 3, 2, 1) 2 R4. Najdeme homogenní soustavu
lineárních rovnic nad polem R, jejímæ fundamentálním systémem ¯eπení je

{⇠1, ⇠2}.

Hledáme tedy soustavu Ax = 0 dvou rovnic o Ëty¯ech neznám˝ch. Sestavíme soustavu
⌅ · a = 0, kde

⌅ =
✓
1 2 3 4
4 3 2 1

◆
a a =

0

BB@

a1

a2

a3

a4

1

CCA .
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Tedy,

a1 + 2a2 + 3a3 + 4a4 = 0

4a1 + 3a2 + 2a3 + a4 = 0.

Fundamentální systém ¯eπení této soustavy je, nap¯íklad,

{(2,�3, 0, 1), (1,�2, 1, 0)}.
Zvolíme-li

A =
✓
a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24

◆
=
✓
2 �3 0 1
1 �2 1 0

◆
,

dostaneme soustavu

✓
2 �3 0 1
1 �2 1 0

◆
·

0

BB@

x1

x2

x3

x4

1

CCA = 0

tedy

2x1 � 3x2 + x4 = 0

x1 � 2x2 + x3 = 0.

Potom {(1, 2, 3, 4), (4, 3, 2, 1)} je fundamentální systém ¯eπení této soustavy,
t1(1, 2, 3, 4) + t2(4, 3, 2, 1), t1, t2 2 R,

je její obecné ¯eπení a

{t1(1, 2, 3, 4) + t2(4, 3, 2, 1) | t1, t2 2 R}
je mnoæina vπech ¯eπení soustavy. ⇤


