3. prednéska, 10. 10. 2023

2. DETERMINANT

2.1. Permutace

Definice 2.1.1. Bud M kone¢nd mnozina. Permutace na mnoziné M je bijekce M —
M.

Bud o permutace na mnoziné M a m € M. Obraz o(m) prvku m pfi permutaci o se
casto znadi op,.

Definice 2.1.2. Transpozice je permutace, pii niz se vzajemné vyméni dva prvky
a ostatni se nezméni.

Tvrzeni 2.1.1. KaZdd permutace je sloZenim konecné mnoha transpozic.

Necht I,, = {1,2,...,n}. Mnozinu vSech permutaci na mnoziné I,, zna¢ime S,,. Per-
mutaci ¢ € S, miZeme zapisovat jako usporadanou n-tici obrazi prvkd mnoziny I,,,
tedy o0 = (01,09,...,00).

Definice 2.1.3. Bud o € S,. Necht i,j € I, jsou takové, ze i < j a 0; > 0;. Pak
dvojice (0, 04) tvoii inverzi permutace o.

Pocet inverzi permutace o zna¢ime inv o. Je ziejmé, 7e invo = invo L

Definice 2.1.4. Signum (znaménko) permutace o € S, je sgno = (—1)"V 7. Permu-
tace s sgno = 1 je sudd, permutace s sgno = —1 je lichd.

JelikoZ inveo = inveo !, sgno = sgno L

Tvrzeni 2.1.2. Budte p,o € S,,. Pak sgn(mo p) =sgnm -sgnp.

Cviceni. Ukazte, Ze kazda transpozice je licha permutace. O

Vice o permutacich lze najit naptiklad v [Marvan, 4. Permutace].

2.2. Determinant

2.2.1. Definice a determinanty nékterych typu matic

Definice 2.2.1. Bud A matice typu n x n nad polem P. Determinant matice A je

det A = Z sgno - Ai,lAz2 Ay € P
o€Sn

Cislo n je 7dd determinantu.
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Pro determinant matice A se pouziva znaceni

ALAL AL (Al oAbl oAl
A2 a2 oAz (a2 o4 o
det A= |A| =det | . ) Sl =1 ] .
AP AD . AM) |AP An . An

Diky tomu, zZe o je permutace (bijektivni zobrazeni) na mnoziné I,,, mizeme ji chapat
jako zobrazeni z mnoziny vSech fadkovych indextt do mnoziny vsech sloupkovych indexi
matice A. Ke kazdému fadku je tedy vzajemné jednoznac¢né pfifazen sloupek a v kazdém
soudinu Aclr1 -A§2 -+ A7 je tedy préavé jeden prvek z kazdého fddku a prave jeden prvek
z kazdého sloupku. Determinant matice A je tedy soucet vSech takovychto sou¢int (pro
vSechny permutace o na mnoziné I,,) opatfenych bud znaménkem +, jde-li o sudou
permutaci, nebo znaménkem —, jde-li o lichou permutaci.

Priklad. (1) Necht n = 1. Tedy, I1 = {1}, S1 = {id: {1} — {1}} a sgnid = 1. Pro
matici A = (a) je det A = sgnid-Aild1 =1-4Al =a.

(2) Necht n = 2. Tedy, Io = {1,2}, So = {id, 7}, kde id = (1,2) a 7 = (2,1) (viz zapis
permutace na I,), sgnid = 1 a sgn7 = —1. Pro matici

a b
=0 o)
jedet A =sgnid-Aly AZ +sgnt-A] A2 =1-A1A3+(—1)- A3A? = ad—be. Vzorec pro
vypocet determinantu matice druheho radu je mozno odvodit z nasledujiciho obrazku:

@\ /@
A A
| = Al aa
AP A3
(3) Necht n = 3. Tedy, I3 ={1,2,3}, 5’3 = {id, 01, 09,71, 72, T3}, kde id = (1,2,3), 01 =
(2,3,1), 00 =(3,1,2), m = (1,3,2), 2 = (3,2,1), 73 = (2,1, 3) (viz zapis permutace na
I,), sgn id =sgno; = sgn oa=1a sgn7'1 =sgn7p = sgn7y = —1. Pro matici
a b c
A=|d e f
g h i
je

det A = sgnid- AldlAldQA +sgnoy - AL [ )A31(2)A21(3)+
+sgn oy - Ag, ) A, ) Agy(s) 88T AL (1) A7 () A7 () F
+sgn Ty AL ) A7, (5 AT (3 sEnTs - Ag ) AT ) A7 ) =
=1-ALAZA3 +1-ALAZA3 + 1. ALA2A3+
+(=1) - ATAZAS + (—1)- ALA2ZA3 4 (—1) - AJAZAS =
=aei+bfg+cdh —afh — ceg — bdi.
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Vzorec pro vypocet determinantu matice tfetiho fadu lze odvodit z nasledujiho obrazku
pomoci Sarrusova pravidla (pro matice vyssiho fadu zadné takové pravidlo neexistuje):

(&) &)
\ 4
Al AL Al
Lo
A3 A = ALAZAS 4 ALAZAD ¢ ALA3AR-

N/ N/
N\ A\ 4
FURVTIRPT CALAZAR — ALAZAD — ALA2A3
NS NS
o aa
%'/ \'\
FETIE

(4) Necht n = 4. Na ¢tyfprvkové mnoziné existuji 24 permutace, takze pii vypoctu
determinantu podle definice dostaneme 24 s¢itance. Uvedeme si i jiné zptisoby vypoctu
determinantu. g

Cviceni. Spocététe determinanty matic

I O
Y
G3)  G3

7 N N
O =
S N
"

w
N
ot

~ N N
Tt W N
O =~
~N ot O
N——

-~
Ut = W
SN
~J W Ot

1 20 1 21 1 2 3 1 2 2
3 40 3 4 2 4 5 6 4 5 5
0 0 3 0 0 3 1 2 3 7 8 8
1 2 3 1 00 1 20 1 20
0 4 5 230 0 4 5 0 40
0 0 6 4 5 6 0 0 6 0 5 6
1 20 1 00 1 21 1 21
0 40 040 2 1 3 21 3
0 0 6 0 06 1 -4 3 1 2 3
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 00 010 0 01 1 11 U
4 5 6 4 5 6 4 5 6 4 5 6
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Tvrzeni 2.2.1. Determinant matice s nulovym vadkem nebo nulovym sloupkem je roven
nule.

Diikaz. Bud A matice typu n x n s nulovym fddkem nebo nulovym sloupkem. Pro kazdé
o € S, je vsoucinu AL AZ .- A" prévé jeden prvek z kazdého, tedy i nulového Fadku
a pravé jeden prvek z kazdého, tedy i nulového sloupku. Proto je kazdy takovy soucin
roven nule. O

Cviceni. Dokazte, Ze pro determinanty liSici se pouze v jednom Fadku plati

Al oo AL 1A L AL Al L AL
AL ... AL+ |BI ... Bil=|A+Bi ... AL +DB|. O
Ay ... AT AT L. AT Ay Ar

Priklad.
123 123 [123 123
1 0 0[+[0 1 0[+[0 0 1|=3+(-6)+3=0=1 1 1]. O
45 6/ 456/ |45 6 4 5 6

Definice 2.2.2. Ctvercova matice je (horni resp. dolni) trojihelnikovd (nebo v (hor-
nim resp. dqlnim) trojuhelnikovém tvaru), jestlize pod resp. nad diagondlou mé jen
nuly, tedy A% =0 pro ¢ > j resp. pro i < j.

Kazda ¢tvercova matice ve schodovitém tvaru je také v (hornim) trojihelnikovém
tvaru a tedy kazdou ¢tvercovou matici lze pomoci fadkovych elementarnich aprav pre-
vést na trojuhelnikovy tvar.

Tvrzeni 2.2.2. Determinant trojuhelnikové matice je roven soudinu prvki na diago-
ndle.

Diikaz. Bud A horni trojuhelnikova matice typu n x n. Bud o permutace na mnoziné
I,,. Jestlize pro néjaké i € I, plati o; < i, pak Af,i je pod diagonélou, tedy Af,i =0
a také sgno - A},l e Af,i -+ Ay = 0. Jedind permutace o takova, ze o; > i pro kazdé i,
je identita. Jelikoz sgnid = 1, det A = A} AZ... A",

Pro dolni trojahelnikové matice je dikaz analogicky. O

Dusledek. (1) Determinant matice ve schodovitém tvaru je roven soucinu prvki na
diagonadle.
(2) Determinant diagondlni matice je roven soucinu prvki na diagondle.

(8) Determinant jednotkové matice je roven 1.

Priklad.
1111 10 00 1000
0 2 2 2 1 2 00 0200
0033 1230 |00 30 =24 =
0 0 0 4 1 2 3 4 0 00 4

Determinanty elementarnich matic jsou nenulové.
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Ptiklad. (1) E%(c) je trojihelnikova matice a na diagonale m4 jen jednicky, proto
det E%(c) = 1.

(2) E'(c) je diagonalni matice a na diagonale m4 jedno c a jinak jen jednicky, proto
det E'(c) = c.

(3) Jelikoz v kazdém fadku a v kazdém sloupku matice E%/ je pravé jedna jednicka
a ostatni prvky jsou nuly, existuje jedind permutace 7 na I,,, pro kterou jsou vSechny

(E")L ..., (E")" rovny jedné. Pro ostatni permutace je aspoii jeden z téchto prvki
nulovy. Diky tvaru E*J je 7 transpozice, takze sinT = —1. Proto
det ™ = (—1) - (E")L .- (E")? = —1. O

Tvrzeni 2.2.3. Pro kazdou ¢tvercovou matici A plati det AT = det A.

Diikaz. Cinitele v soucinu AJ'... A7... A%» miizeme uspoiddat podle vzristajiciho

radkového indexu Ai_,l . ..A;,l . ..Az,l, protoze o; Lty éinitel v pivodnim soucinu
1 i n

o -1 )
je AU‘;"l = A;,l. Potom
det AT =) " sgno- (A1)} ... (AT), .. (A1)} =
= Z sgno - ATt VAT VAT = (pFeusporadéni)

= Z sgna-Al,l...Afj,l...AZ,l: (sgno~! =sgno)

0q i n

=det A,

protoze kdy# o projde vsechny prvky S,, tak o' také. g

Tvrzeni 2.2.4. Determinant matice, kterd md bud dva vddky stejné nebo dva sloupky
stejné€, je roven nule.

Diikaz. Bud A matice typu n x n, kterd ma i-ty fadek stejny jako j-ty (i # j), tedy
Al = A pro kazdé k € {1,2,...,n}.
Bud 7;; € S, transpozice vyménujici 4, j, ¢ili sgn;; = —1. Pro kazdou permutaci
o € Sy, oznatme o’ = 0 o 7;;. Pak sgno’ =sgno - sgn7;; = —sgno a ¢len determinantu
odpovidajici permutaci o’ je
/ 1 ; J —
sgn o 'Aog"'Afrg"'Ao;"'AZ; =
L : .
= —sgno- AL AL AT AT

a je tedy opa¢ny k ¢lenu odpovidajicimu permutaci o.

Mnozinu S,,, kterd ma sudy pocet prvkid, mizeme rozloZit na podmnoziny {o, o'},
které jsou dvouprvkové, protoze o/ # o a ¢” = o (ovéite), a kazda z nich pfispiva
k determinantu nulou. TakZe det A = 0.

Kdyz ma matice dva stejné sloupky, lze tvrzeni dokazat analogicky nebo je mozno
pouzit predchozi tvrzeni. O
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2.2.2. Elementarni tpravy

Tvrzeni 2.2.5. (1) Prictenim ndsobku jednoho tddku, resp. sloupku k jinému rddku,
resp. sloupku se determinant nezménd.

Al AL AL Al AL AL
Py cAl AL+ cAl L AL cAl| =AY AL L AL
A An L An An An o An

(2) Vyndsobenim jednoho tddku, nebo sloupku prvkem c se determinant vyndsobi prv-
kem c.

AL AL AL |Al oAb oAl
cAl cAL ... cAi|l=cl|A} AL ... A}
AY Ay ... A7 Ay Ay ... A7

(8) Vzajemnou vyménou dvou rdadki, nebo dvou sloupki determinant zméni znameénko.

Al oAb AL Al oAl AL
AL Al oAl A A o4
Al AL Al o /;{ Al Al
oAy o4 apoay oA

Diikaz. Uvedeme pouze diikaz pro fadkové tpravy, pro sloupkové je analogicky.

Budte A ¢étvercova matice a B upravend matice.

(1) Necht B vznikne z A pfi¢tenim c-nasobku j-tého fadku k i-tému fadku, ¢ili
B! = A + cAl a ostatni fadky matice B jsou stejné jako fadky matice A. Potom

detB= Y sgno-B} ...B, ...Bj ...B} =

o1 o
oc€Sh
= seno- AL (AL +cAL) . AL LAY =
gESy
= sgno- AL L ALLALLLAD +
ogESy,
. . ,
te Y sgno- AL ALLLALLLAL L =
c€Sn

determinant matice, kde i-ty fadek je stejny jako j-ty

=detA+c-0=det A.
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(2) Necht B vznikne z A vynasobenim i-tého fadku prvkem c, ¢ili B! = cA! a ostatni
fadky matice B jsou stejné jako fadky matice A. Potom

det B = Z sgna-Bil...Bgi...B” =

On

O'ESn
= Z sgna~Ai1...cAfn...Agn =
O'GSTL
=c Z sgnU-A},l...Aﬁ,i...AZn =
O’GSn
= cdet A.

(3) Necht B vznikne z A vzajemnou vyménou i-tého fadku a j-tého fadku, ¢ili B! =
Al, B} = Al a ostatni fadky matice B jsou stejné jako fadky matice A. Bud 7;; € S,

transpozice vyménujici 4, j, ¢ili sgn7;; = —1. Pro kazdou permutaci o € S,, oznacme
o' = oor;. Pak o] = 0j,0; = o0;a0), =opprok #i,jasgno’ =sgno-sgn; = —sgno.
Potom
detB:ZsgnJ-B(‘}_l...Bgi...BgJ_...Bgfn:
O'ESn
= Z sgna~A£1...Af;i...Af,j...AZn = (komutativita nasobeni)
O'GSTL
= sgno AL . AL LLALLLAT =
O’GSn
:Zsgna-A}T,l...AfT(...Ai,_...A’;h: (sgno’ = —sgno)
O'ESn ' !
:—Zsgna’-Aclfi...Afr,_...A(jf,_...Aggb:
O'GSn ' !
= —det A,
protoze kdyZ o projde vSechny prvky S,, tak o’ také. O
Cviceni. Jaky je vztah mezi det(cA) a det A? O
Cviceni. Nechf A je matice typu n x n takova, ze AT = —A (takova matice se nazjva
antisymetrickad). Ukazte, Ze je-li n liché ¢islo, pak det A = 0. O
Priklad.
1 1 11 1 1 11 1 1 11 1 1 11
00222 0222 0222 2444
003 3 0033 3366 (3366
0 0 0 4 4 4 4 8§ 4 4 4 8§ 4 4 4 8
1 1 11 4 4 4 4 1 1 11 1 1 1 1 1 11 1
4.0222_0222_0888_0222_0222
0033 0033 (0033 |00 12 12( |0 0 3 3
0 0 0 4 00 0 4 0 0 0 4 00 0 4 0 0 0 16
1111 0 0 0 4 0 0 0 4
0 2 2 2 0 2 2 2 0 0 3 3
0033~V 0033 o222 =
0 0 0 4 1 111 1 1 11
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Dusledek. Budte Q elementdrni matice a A matice stejného typu. Pak
det QA = det Q - det A.

Dikaz. (1) det(Ei’j (c)A) =det A=1-det A = det E%(c) - det A.
(2) det(E'(c)A) = cdet A = det E*(c) - det A.

(3) det(E“ A) = (—1) - det A = det E%I - det A. O
Cviceni. Doka’te, ze det E»/ = —1 s vyuzitim pfedchoziho dusledku a toho, Ze vza-
jemné vyména dvou Fadki je slozenim koneéné mnoha fadkovych elementarnich tprav
ostatnich druht. O

Tvrzeni 2.2.6. Matice je requldarni pravé tehdy, kdyz md nenulovy determinant.

Diikaz. Bud A regularni matice, tedy A = Q1 --- Qk, kde Q1,..., Q% jsou elementarni
matice. Potom

det A = det(Q: -~ Qx) = det Q1 - det(Qa- - Qu) = - =
=det @ - det Q2 - - - det Q,

coz neni rovno nule, protoze determinanty elementarnich matic jsou nenulové.
Necht det A # 0. Pomoci fadkovych elementarnich uprav prevedeme A na schodovity
tvar B, tedy B = Qi --- Q1 4, kde Q1, ..., Qr jsou prislusné elementarni matice. Potom

det B = det(Qk s QlA) = det Qk det(Qk,1 cee QlA) ==
= det Qrdet Qi1 ---det Q1 det A # 0.

Jelikoz B je ve schodovitém tvaru a jeji determinant je tedy soucinem prvkid na dia-
gonale, na diagonale neni zadna nula. To znamena, Zze B neméa nulovy radek, je tedy
regularni a A také. O

Dusledek. Matice je requldrni pravé tehdy, kdyz md nenulovy determinant, a to ma
praveé tehdy, kdyZ je invertibilni, a to je pravé tehdy, kdyZ je ekvivalentni jednotkové
matics.

Tvrzeni 2.2.7 (Cauchyho véta). Budte A, B ¢tvercové matice stejného typu. Pak
det AB = det A - det B.
Dikaz. (1) Je-li A regularni, tedy soucin Q1Q2 - - - Q elementarnich matic, pak

det AB =det(Q1 - QrB) =det Qq - det(Q2-- - QpB) = --- =
=det Q1 det Q2 --det Q. det B = det(Q1Q2 - - Q) det B =
= det Adet B.

(2) Je-li A singularni, podle Tvrzeni 1.5.5 je AB také singularni a tedy
det AB=0=det A =det A-det B. O

Cvideni. det A~! = 1/det A. O
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Lemma 2.2.8.
Al ... AL AL, . AL
: : : : Al L AL AR Ak
Ak AR A%ﬂ 12’;; . O * "
0 ... 0 Ay ... At : - 3 1
' ' : : Ab o AR AR, ... AR
0 ... 0 Ar, ... A»

Determinant matice A v predchozim tvrzeni se rozpadd na subdeterminanty: jeden
subdeterminant fadu k a jeden subdeterminant fadu n — k. Strucéné ale vystizné lze toto
tvrzeni vyjadrit zapisem

A X
o ar|= 141147
Piiklad.
2 3 45
2 30
023 0 _ 91 2 oj=2.* 3.8=2.1.8=16
0120 6 7 8 12
06 7 8
2 1 3 4 2 1 3 4
00 1 2 123 4 2 1] 1 2
123 4~ 0 1 2 _(_1)”1 2H3 4’—(_1)'3'(_2)_65
00 3 4 003 4

2.2.3. Laplaceuv rozvoj

Definice 2.2.3. Bud A matice typu n X n. Determinant fddu n — 1 matice vzniklé z A
vynechanim jednoho fadku a jednoho sloupku je minor. Pfi vynechani i-tého radku a
j-tého sloupku prislusny minor oznacujeme

i
Kofaktor (nebo algebraicky doplnék) prvku Aé- je
At i+7 At
A = (—1)"77 AL

Tedy, kofaktor (algebraicky doplnék) prvku A; je (—1)"J-nasobek determinantu ma-
tice, ktera vznikne z matice A vynechanim i-tého fadku a j-tého sloupku.

P¥iklad. Méjme

A:<g g).

Potom
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Priklad. Mé&jme

a b c
A=|d e f
g h i
Potom
il _ |€ f 11 d f <1 d e <3 |a b
Al_h 1|’ 2_‘9 7|’ 3_’9 h|’ ’ A3_d el’
A e - d
A= (yma= e ), A= iy =— | 1),
d e a b
1 143 71 3 343 73
A (-1)"™A 'g o A (-1) A—d ol O

Tvrzeni 2.2.9 (Laplaceova véta o rozvoji determinantu). Bud A matice typu n X n.
Pro kazdé i € {1,...,n} plati

n
det A = AjAj + ApAy + -+ AL AL =3 ATAG =
j=1

n

= AJA} + AJAT + -+ APAY =) ALAL
j=1
Dikaz.
Al ..ooAl oAb oAl L Al
det A=A} ... AL, AL AL L A=
A A7 A} AT, ... AR
AL oAb AL A, AL
=> 10 0 AF 0 0=
J=1| : : :
Ap AP AT AT A7
A Ajy A} Ap Ay
=> A0 0 1 0 0
Jj=1 :
Ar AT AT AT An
Ukazme, ze
Af ... Al AL Al L Al
0 0 1 0 0| = Al
A AP, AT AT AP
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Vyménujme i-ty radek (0 ... 001 0 ... 0) s predchozimi fadky tak dlouho, az

bude prvnim fadkem; k tomu je potifeba i — 1 vymén. Poté vyménujme j-ty sloupek
. A T

(1 Ajl. . A}_l A;‘H . A;L) s predchozimi sloupky tak dlouho, az bude prv-

nim sloupkem; k tomu je potfeba j —1 vymeén. Takto vznikly determinant je tedy nutné
vynasobit ¢islem (—1)"1(=1)/~! = (=1)"1*J~1 = (=1)"*J a navic se rozpad4 na sub-
deter@inan‘cy det(1) a A%. Proto det A = 377 | A% - (1) AL =370 | A%A’ a mame
rozvoj podle i-tého radku.

Rozvoj podle i-tého sloupku ziskdme analogicky. O

Definice 2.2.4. Vztah v Laplaceové véteé je Laplacetiv rozvoj podle i-tého rddku resp.
podle i-tého sloupku.

Piiklad.
3(1)?‘21 01 2 1 3 4
L 2 3 4:2-(—1)1+1-2 3 4/+1-(-1)3*t o 1 2=
00 3 4 0 3 4 0 3 4
1 2 1 2
— 9. (1)t .9, ()2t C(—1)3t 1. = _9) =
=2.(=D.2.(-1) 34’+1(1) 1'34’ 8+(-2)=6 O




