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2. ptednéska, 3. 10. 2023

Definice 1.3.6. Méjme nenulovou matici. Gaussova eliminace je iprava matice podle
nasledujiciho algoritmu.
Budi=1.
(1) Uvazujme prvni nenulovy sloupek, ktery ma néjaky nenulovy prvek v i-tém
nebo nizsim radku.
(2) Neni-li v i-tém faddku uvazovaného sloupku nenulovy prvek, vyménime i-ty
tfadek s vhodnym nizsim radkem.
(3) V uvazovaném sloupku vynulujeme prvky v fadcich pod i-tym fadkem piicte-
nim vhodnych nasobkti ¢-tého radku.
(4) Vezméme i o 1 vétsi (i := i+ 1). Existuje-li nenulovy sloupek, ktery ma néjaky
nenulovy prvek v i-tém nebo nizsim fadku, vratme se do bodu (1). Jestlize
takovy sloupek neexistuje, algoritmus kondi.

Tvrzeni 1.3.2. KaZdd matice je fadkové ekvivalentni matici ve schodovitém tvaru.

Dikaz. Nulova matice je ve schodovitém tvaru. Libovolnou nenulovou matici upravime
pomoci Gaussovy eliminace. Vsechny provedené tpravy jsou fadkové elementarni ipravy
a z postupu piri Gaussové eliminaci vyplyva, ze kazdy nenulovy fadek, kromé prvniho
radku, zacind vice nulami nez fadek predchozi. ]

Z Tvrzeni 1.5.2 a 1.5.3 vyplyva, ze pocet nenulovych radkd v matici ziskané Gaus-
sovou eliminaci je uréen jednoznacné, nezavisi na tom, jak byla Gaussova eliminace
pouzita, pfesnéji, k jaké vymeéné fadki doslo v bodé (2).

Definice 1.3.7. Sloupek matice je bdzovy, jestlize neni nulovy a neni linedrni kombi-
naci predchozich sloupkt.

Béazové sloupky matice jsou pravé ty sloupky, které jsou uvazovany v bodé (1) v Gaus-
sové eliminaci.
Pozice (indexy) bazovych sloupkt v matici jsou matici uréeny jednozna¢né.

Definice 1.3.8. Mé&jme nenulovou matici. Gaussova—Jordanova eliminace je tprava
matice podle nasledujiciho algoritmu.
Budi=1.
(1) Uvazujme prvni nenulovy sloupek, ktery mé néjaky nenulovy prvek v i-tém
nebo nizsim radku.
(2) Neni-li v i-tém faddku uvazovaného sloupku nenulovy prvek, vymeénime i-ty
tfadek s vhodnym nizsim radkem.
(3) i-ty fadek vyndsobime pfevracenou hodnotou jeho prvniho nenulového prvku.
(4) V uvazovaném sloupku vynulujeme prvky mimo i-ty fadek pfi¢tenim vhodnych
nasobkt i-tého radku.
(5) Vezméme i o 1 vétsi (i := i+ 1). Existuje-li nenulovy sloupek, ktery ma néjaky
nenulovy prvek v i-tém nebo niz$im fadku, vratme se do bodu (1). Jestlize
takovy sloupek neexistuje, algoritmus kondi.

Gaussovu-Jordanovu eliminaci je mozné ekvivalentné definovat i tak, Ze matici upra-
vime pomoci Gaussovy eliminace (na schodovity tvar), kazdy nenulovy fadek vynaso-
bime prevracenou hodnotou jeho prvniho nenulového prvku a vynulujeme vSechny prvky
nad vSemi prvnimi nenulovymi prvky radki.
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Tvrzeni 1.3.3. KaZda matice je tadkové ekvivalentni matici v Gaussové—Jordanové
tvaru.

Diikaz. Nulova matice je v Gaussové-Jordanové tvaru. Libovolnou nenulovou matici
upravime pomoci Gaussovy—Jordanovy eliminace. VSechny provedené tpravy jsou rad-
kové elementarni tpravy a z postupu pfi Gaussové-Jordanové eliminaci vyplyva, zZe
vysledna matice je v Gaussové-Jordanoveé tvaru. g

Matici je jednoznacné urcena fadkové ekvivalentni matice v Gaussové-Jordanoveé
tvaru, tedy pro kazdou matici existuje pravé jedna matice v Gaussové-Jordanoveé tvaru
rfadkové ekvivalentni ptivodni matici.

Tvrzeni 1.3.4. KaZdd nenulovd matice je ekvivalentni matici v Gaussové kanonickém
tvaru.

Diikaz. S pouzitim fadkovych i sloupkovych elementarnich tiprav a vhodnou dpravou
Gaussovy—Jordanovy eliminace ziskame algoritmus, ktery prevadi libovolnou nenulovou
matici na ekvivalentni matici v Gaussové kanonickém tvaru. Podrobnosti ponechame
jako cviceni. O

1.3.3. Elementarni matice

Definice 1.3.9. Elementdrni matice jsou:
(1) proi#j
1 0 0 0
N 0 ... 1 ... ¢ ... 0] i-tyradek
E*(c) =
0O ... 0 ... 1 ... 0] j-tytadek
0 0 0 1
(2) proc#0
1 ... 0 ... 0
E'(¢)=10 ... ¢ ... 0] ity tadek
0 0 1
(3) proi#j
1 0 0 0
0O ... 0 ... 1 ... 0] :i-tyradek
0 ... 1 ... 0 ... O] j-tyradek
0 0 0 1

Kazda elementarni matice vznikne z jednotkové matice provedenim vhodné radkové
nebo sloupkové elementarni tpravy.

Matice E%(c) vznikne z jednotkové matice E pfi¢tenim c-nasobku j-tého fadku k i-
tému fadku a od jednotkové matice se lisf jen tim, ze (E“/ (C)); = ¢, zatimco E; = 0.

Matice E’(c) vznikne z jednotkové matice F vynasobenim i-tého fadku prvkem c a od
jednotkové matice se lisf jen tim, ze (E(c))! = ¢, zatimco E! = 1.
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Matice E%’ vznikne z jednotkové matice E vymeénou i-tého fadku a j-tého Fadku a od
jednotkové matice lisi jen tim, ze i-ty a j-ty fadky jsou vzadjemné vymeénény.

Lemma 1.3.5. Budte A, B matice.

(1) Matice B muze vzniknout z matice A pomoct jedné tddkové elementdrni upravy
pravé tehdy, kdyZ existuje elementdrni matice @) takova, Ze B = QA.

(2) Matice B mize vzniknout z matice A pomoci jedné sloupkové elementdrni upravy
pravé tehdy, kdyz existuje elementdrni matice @) takova, Ze B = AQ.

Diikaz. Piimym vypoctem lze ovérit, ze pri¢teni c-ndsobku j-tého fadku k ¢-tému radku
je totéz co vynasobeni matici E%/(c) zleva, vynasobeni i-tého ¥adku prvkem ¢ € P je
totéZz co vynasobeni matici E'(c) zleva a vyména i-tého fadku a j-tého fadku je totéz
co vynasobeni matici E*/ zleva. Viz také komentai za Definici 1.2.4 soudinu matic.
Analogicky pro sloupkové apravy a nasobeni zprava. Cviceni. O

Priklad. Budte

1 23 76 5 1 23 321
A=|4 5 4|, B =4 5 4|, By=[4 5 4|, B3=|4 5 4
3 21 3 21 6 4 2 1 2 3
Potom
10 2 1 2 3 1- AL +2- A3
Bi=EY2)-A=[0 1 0 4 5 4| = A2
001 3 21 A3
100 123 A}
Bo=FE32)-A=|0 1 0|-[4 5 4| = A2
00 2 3 21 2. A3
00 1 12 3 A3
By=E".A=10 1 0 4 5 4] =1|A2 O
100 321 Al

Lemma 1.3.6. Transponované matice k elementdrnim maticim jsou elementdrni ma-
tice.

Dikaz. Cviceni. O

1.4. Inverzni matice

Definice 1.4.1. Bud A ¢tvercova matice. Matice X je inverzni k matici A, je-li stej-
ného typu a plati

AX=XA=FE.

Inverzni matice k matici A se znaci A~L Matice je invertibilni, existuje-li matice k ni
inverzni.

Priklad. (1) Kazd4 jednotkové matice F je invertibilnf a E~1 = E.
(2)

A= <(1) (1)> je invertibilni, protoze A- A = E, a tedy A~! = A.
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A 1 2 neni invertibilni, protoze pro libovolnou matici X typu 2 x 2
o AX mé druhy faddek nulovy a neni to tedy jednotkova matice.

A= 01 neni invertibilni, protoze pro libovolnou matici X typu 2 x 2
o X A mé prvni sloupek nulovy a neni to tedy jednotkova matice.

() o x=0Y)

Predpokladejme, ze X je inverzni k A. Pak AX = F, tedy

1 =1\ (a b\ _(1 0
1 -1 c d)  \0 1)°
7 toho dostaneme rovnosti
a—c=1, b—d=0, a—c=0, b—d=1.
Ze tteti rovnosti médme a = ¢ a po dosazeni do prvni rovnosti mame 0 = 1, coz je spor.
Z toho vyplyva, Ze neexistuje matice X takova, ze AX = FE, a matice A tedy neni
invertibilni.
(6) Zadna nulovd matice neni invertibilni.
(7) Elementarni matice jsou invertibilni a pfimym vypoétem lze ovérit (cvifeni), ze
(BY () ' =EY(~c), (BY()'=E(c"), (BY)=EY O
Tvrzeni 1.4.1. Ke kaZdé matici existuje nejvjse jedna inverzni matice.

Diikaz. Predpokladejme, ze X', X" jsou inverzni matice k matici A. Tedy AX' = X'A =
AX"=X"A=F.Potom X' = EX' = X"AX' = X"E = X", [l

Tvrzeni 1.4.2. Necht A, Ay, ..., A, jsou invertibilni matice stejného typu. Potom
(1) Ay -...- A, je invertibilnd a (Ay -...- A,) "' = A1 ... ATL;
(2) A7t je invertibilni a (A=)~ = A;
(3) AT je invertibilni a (AT)~! = (A_l)T.
= (A1 ATH - (Ar-. .- Ay) apodle

Dikaz. (1) (Al-...-An)-(A,jl-...-A_ ) =
definice inverzni matice tedy (A;j - .. ) = 5 Lo A1 !

(2) AA™' = A7'A = E a podle deﬁmce inverzni matice tedy (A~1)~! = A.

(3) AATl = A'A=F tedy E=ET = (A—lA)T =AT(A YT aE =447
(A~HTAT a podle definice inverzni matice (A7)t = (A~HT.

Tvrzeni 1.4.3. Necht A, B jsou ¢étvercové matice takové, Ze AB = E. Pak BA = E,
obé matice A, B jsou invertibilni a jsou vzdjemné inverzni (A= B! a B= A1)

O

Diikaz. Matici A upravme fadkovymi elementarnimi tipravami na Gausstuv—Jordantv
tvar G, tedy G = Qg ... Q1 A4, kde Q1, ..., Qk jsou elementarni matice prislusné prove-
denym tpravam. Pak A =Q7'...Q;'G a AB=Q7'...Q;'GB = E. Matice G nem4
nulovy fadek, protoze jinak by matice GB také méla nulovy fadek a takovou matici
nelze pomoci fadkovych elementérnich tprav (v tomto pfipadé reprezentovanych mati-
cemi Qfl, e Q,;l) prevést na jednotkovou matici (cviceni). Jelikoz G je v Gaussové—
Jordanové tvaru a nemd nunovy fadek, G = FE. Pak A = Ql_l . Q,;l je invertibilni
matice jakozto soudin invertibilnich matic a existuje tedy A~L

Potom BA = EBA = A"'ABA = A"'EA = A™'A = E. Jelikoz AB = BA = E,

jsou obé matice A, B invertibilni a jsou vzajemné inverzni. O
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Nyni zformulujeme dtlezité kriterium invertibility.

Tvrzeni 1.4.4. Matice je invertibilni prdavé tehdy, kdyz je vadkové ekvivalentni s jed-
notkovou matict.

Diikaz. ,=*“ Necht A je invertibilni matice. Radkovymi element4rnimi tipravami ji pre-
vedme na Gausstiv—Jordantiv tvar G, tedy G = Q... Q1 A, kde Q1, . . ., Qx jsou elemen-
tarni matice prislusné provedenym tpravam. Kazdé z matic Q1, ..., Qk, 4 je invertibilni
a jejich soucin G je také invertibilni. Potom G, jakozto invertibilni matice nemé nulovy
fadek a G = E, jelikoz G je v Gaussové—Jordanové tvaru. Matice A je tedy radkové
ekvivalentni s jednotkovou matici.

,<=“ Predpokladejme, Ze matice A je fadkové ekvivalentni s jednotkovou matici F,
tedy Qr...QQ1A = FE, kde Q1,...,Q jsou vhodné elementarni matice. Oznac¢me si
Q= Qk...Q2Q1, tedy QA = E. Podle Tvrzeni 1.4.3 je A invertibilnia A~ =Q. O

Predchozi tvrzeni nam nabizi postup pro vypocet inverzni matice. Podle diikazu totiz
A1 =Q=Q...Q:Q1 = Qp...Q2Q1E, coz je matice, ktera vznikne z jednotkové ma-
tice provedenim Fadkovych elementérnich tprav odpovidajicich nasobeni elementarnimi
maticemi Q1, Q2, ..., Qk. To jsou stejné upravy (resp. matice), které prevedly A na F.

Vypocet inverzni matice. K matici A typu n X n zprava ptipojime jednotkovou
matici stejného typu a vznikne matice typu n x 2n

Al AL ..o Allir o .00
A2 A3 ... A2|0 1 ... 0
AP AR .0 AT|0 0 ... 1

Radkovymi elementarnimi tipravami ji pfevedeme na matici, kterd v levé ¢asti ma matici
B v Gaussové—Jordanové tvaru. Mohou nastat dvé moznosti.

(1) B = E. Pak A je invertibilni a v pravé ¢4sti matice vyjde AL
(2) B # E (B ma nulovy fadek). Pak A neni invertibilni.

Priklad. Vypocitejme inverzni matici k matici

01 2
A=(1 2 3
101
012100 10 100 1
(AIE)=112 3{0 10 ]|~|123/010]|~
10 1/0 0 1 01 2/100
1 01/00 1 101 00 1
~lo02201 -1 |~(010[-11 -1|~
01 2(10 0 012 10 0
101 0 0 1 101l 0 0 1
~l010[-1 1 -1]~[010 -1 1 -1]~
002 2 -1 1 001 1 -3 3
10o0[-1 1 3
~lo0o10/-1 1 -1
1 1
001 1 -3 3
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TakZe A je invertibilni a

-1 1 1

L 2 2
A7=|-1 1 -1 (ovétte). O

1 -1 1

2 2

Priklad. Hledejme inverzni matici k matici

01 2
A=11 2 3
210
012|100 1 23010
(AIE)=(1 2 3|01 0 |~[210/001]~
21 0/0 0 1 012|100
1 2 3|0 10 1 2 3/01 0
~0—3—60—21~0120§_%N
0 1 2[1 00 01 2(1 0 0
12 3/0 1 o0 10—10—%%
~o120§-%~01 20§—§.
0001 -2 % o0 o1 -2 I

Matice A tedy neni Ffadkové ekvivalentni s jednotkovou matici a neni invertibilni. [

Cviceni. Pokud existuji, spo¢téte inverzni matice k maticim
1 2 2 1 1 2
3 4 0 -1 2 4

1 2 3 1
3 4 5 2
5 6 7 1 -

21 1 21
1 3 21 3 g
4 3 1 2 3

1.5. Hodnost matice
1.5.1. Linearni nezavislost

Stejné jako v pfipadé linearni kombinace v Definici 1.2.3 nésledujici definice a tvr-
zeni formulujeme pouze pro radky matice, ale vSe lze obdobné formulovat pro sloupky,
usporadané n-tice a matice.

Definice 1.5.1. Mnozina fadkt {A%2, A2 ..., Af)’“} je linedrné nezdvisld, jestlize pro
libovolné ¢y, ca, ..., cx € P z rovnosti
c1AD 4 A2 4. 4 Al =0, vyplyva co=cp=--=c¢c, =0,

tj. nulovy radek ziskame jediné takovou linearni kombinaci danych radki, ve které

jsou vsechny koeficienty rovny nule.

Mnozina fadkt {A%, A2 ... A} je linedrné zdvisld, jestlize neni linedrné nezavisla.

Tedy, existuji c1,co,...,c; € P takova, ze asponi jedno z nich je nenulové a piitom
ClAgl + CQA? + -+ CkAgk = 0,.

Tvrzeni 1.5.1. MnoZina 7adki je linedrné zavisld pravé tehdy, kdyz aspor jeden z nich
je linedrni kombinact ostatnich.
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Diikaz. Piedpokladejme, Ze mnozina iadkt {A%, A2 ... A} je linearné zévisla. Exis-
tuji tedy koeficienty c1,ca, ..., cp € P takové, ze asponi jeden z nich je nenulovy (napfi-
klad ¢j) a c; A% + -+ + ¢;AS + -+ + . AS = 0. Potom
i ; i1 i1 ‘
CjAOJ = —ClAé1 — e — Cj_le] — Cj+1Ao] — e — CkAék,
ij Cl 4 Cj—1 ,ij_ Ci+1 i Ck
A = ——= A — . T ATt A B A
Cj G4 Cj Cj

a radek Aéj je tedy linearni kombinaci ostatnich radkii.
Predpokladejme, Ze napiiklad fadek A¢ je linearni kombinaci ostatnich Fadki, tedy

A’éj — ClAil 4+ .-+ Cj,lAij_l + Cj+1Aij+l + -+ CkAik‘
Potom
LAY 4o AT = AT 4 AT 4 4 g A = 0,

a zarovenl ¢; = —1. TakZe mnozina fadka {AY, A2,..., A} je linedrné zavisla. O

Priklad. Mé&jme

01 2
A=1{(1 2 3
1 01
Necht
(01 2)+e(l 2 3)+c3(1 0 1)=
:(02+03 c1 + 2co 2cl+302+03):(0 0 0).
Takze
co+c3=0
c1 + 2c =0

2c¢1 +3ca+c3=0

a to je mozné jediné v piipadé, ze ¢; = co = c3 = 0 (vyFesime soustavu t¥i rovnic o tfech
neznamych ¢, c2, c3 a ziskdme jediné, nulové feseni).

Mnozina fadki matice A je tedy linearné nezavisla. d
Priklad. Mé&jme
01 2
A=1|1 2 3
2 10
Necht

(01 2)+e(l 2 3)+e3(2 1 0)=
:(02+203 c1+ 2¢co + c3 201+3Cg):(0 0 0)

Soustava
co+2c3=0
c1+2c2+ c3=0
2c1 + 3¢ =0
mé kromé nulového i nenulové feSeni (napiiklad ¢; = 3, co = —2, ¢3 = 1). MnozZina

radkid matice A je tedy linearné zavisla. O
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Priklad. (1) Mnozina fadka jednotkové matice je linearné nezavisla. Ovétte.

(2) Mnozina fadku, z nichz aspon jeden je nulovy, je linedrné zavisla. Ovéite.

(3) Jednoprvkova mnozina obsahujici fadek A% je lineadrné nezavisla, jestlize z cA%L = 0,
plyne ¢ = 0. Tedy, jednoprvkova mnozina obsahujici jeden fadek je linearné nezavisla,
jestlize ten fadek je nenulovy, a je linearné zavisla, jestlize ten radek je nulovy.

4) Mnozina obsahujici jen fadky A%, A je linearné zéavisla pravé tehdy, kdyz jeden
( jict j y AL, AR prav y, kdyz j

z Fadku je nasobkem druhého z fadku (existuje ¢ € P takové, ze AL = cA®2).

(5) Prazdna mnozina fadku je linedrné nezavisla. O

1.5.2. Hodnost matice

Definice 1.5.2. Hodnost matice je maximalni pocet prvki linearné nezavislé mnoziny
jejich fadka. Hodnost matice A znac¢ime rank A.

Méjme matici A typu mxn s fadky AL, A2 ... A™. Vezmeme vSechny mozné mnoziny
téchto fadkt, ¢ili prazdnou mnozinu ), jednoprvkové mnoziny {AL}, {A2},... {A™},
dvouprvkové mnoziny {ALl A2}, ... {A"~1 A™} ... az mnozinu {Al A2 ... AT}

7 téchto mnozin vybereme ty, které jsou linearné nezavislé. U kazné z nich si pozname-
name pocet prvki a maximéalni z téchto poctl je hodnost matice A.
Hodnost matice s m fadky je tedy jedno z ¢isel 0,1,...,m.

Priklad. (1) Hodnost matice

01 2
1 2 3
1 01

je rovna 3. Ovéite.
(2) Hodnost matice

01 2
1 2 3
210

je rovna 2. Ovéite.
(3) Hodnost nulové matice je rovna 0, hodnost nenulové matice je kladna.

(4) Hodnost diagonalni matice je rovna poctu jejich nenulovych radku. O

Cvicéeni. Spoctéte hodnosti matic

11 1) (6) 0 1 2)

; |
R

/N
W H W~
[N )
N2

RS
ot W

SN
N Ot W
/-~
— N
- N
QW =
N
[ NI N
W W =
|
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Tvrzeni 1.5.2. Hodnost matice ve schodovitém tvaru je rovna poctu jejich nenulovych
rddkii.

Dikaz. Bud A matice ve schodovitém tvaru, kterd méa m fadkd, z nichz p je nenulovych.
Mnozina vSech nenulovych fadka je linedrné nezavisla (cviceni), takze rank A > p.
Jestlize m = p, hodnost vétsi byt nemtze. Jestlize m > p, pak kazd4d mnozina s vice nez
p tadky obsahuje asponl jeden nulovy radek, a je tedy linedrné zavisla, takze i v tomto
pripadé rank A = p. O

Podle nasledujiciho tvrzeni je mnozina fadkd linearné nezavisla pravé tehdy, kdyz je
linearné nezavisla mnozina radkid vznikla provedenim fadkové nebo sloupkové elemen-
tarni tpravy ptvodni mnoziny radk.

Tvrzeni 1.5.3. Budte AL, A%, ... A™ #ddky. Necht B, B2,... B™ jsou tddky, které
z Fadkiu AL, A2, ... AT vaniknou provedenim jedné vddkove nebo sloupkové elementdrni
tdpravy. Potom mnozina vadki {AL, A2, ... A™} je linedrné nezdvisld prdvé tehdy, kdyz
mnoZina vadki {BL, B2,... B} je linedrné nezdvisld.

Diikaz. (1) Necht doslo k pricteni c-nésobku j-tého fadku k i-tému rddku, kde i # j.
Tedy, B! = Al + cAL a B¥ = A¥ pro k # i.

Piedpokladejme, 7e {ALl A2 ... A™} je lineArné nezavisla. Budte ci,...,c,, € P

takové, Ze c; Bl + -+ + ¢, BT = 0,. Pak
0o =c1Bl+-- 4+ ¢,B" =
= AL+ (AL dcA) o AL+ e AT =
=cl AL+ ALt (e Fec) AL+ L+ e AT
Z linearni nezavislosti mnoziny {AL, A2 ... A™} vyplyva, ze vSechny koeficienty po-
sledni linearni kombinace jsou nulové, tj. ¢ = ---=¢; =---=cc; +c¢j=---=¢;, = 0.
Z toho dostaneme, Ze i ¢; = 0, a mnozina {Bl, B2,..., B™} je linedrné nezavisla.

Opacné implikace vyplyva z pravé dokazané, nebot fadky Al A2 ..., A" vzniknou
z fadkt BL, B2, ..., B™ inverzni tipravou, ktera je stejného typu.

(2) Necht doslo k pfi¢teni c-nédsobku j-tého sloupku k i-tému sloupku, kde i # j.
Pak pro kazdé k € {1,...,m} je BF = A +cA§ a BF = AF pro [ # i. Tedy Bt =
(AF . AbgeAb A AR).

Piedpokladejme, ze {AL A2 ... A™} je linedrné nezavisld. Budte ci,...,¢, € P
takové, ze c; Bl + - + ¢, BT = 0,. Takze

Bl + ot B =

= (XpaAf ... chk(Af—l—cA?) chkA;? o Y aRAR) =
:(chkA’f chkquLcchkA? chkA;? chkAfl):
=0 ... 0 ... 0 ... 0

a z toho dostaneme

St == St = T == Yot =0
k k k

k
Pak

(CeceAl Al o Yadl) =D e (AF AF L Ak) =
k

ZZCkAI§=C1Ai+"‘+CmA?=Oo
k
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a z linearni nezavislosti mnoziny {Al A2 ... A™} dostaneme ¢; = cp = --- = ¢, = 0.
Mnozina {Bl, B2,..., B} je tedy linedrné nezavisla.

Opacna implikace vyplyva z pravé dokazané, nebot fadky Al, A2 ... A™ vzniknou
z fadkt BL, B2, ..., B™ inverzni tipravou, ktera je stejného typu.

Pro ostatni upravy je ditkaz obdobny a ponechdme ho jako cviceni. ([l

Dausledek. (1) Hodnost matice je rovna hodnosti matice z ni vzniklé provedenim ele-
mentdrni upravy.

(2) Provedeni konecné mnoha elementdrnich iprav neméni hodnost.

(8) Vyndsobeni konecné mnoha elementdrnimi maticemi zleva nemeéni hodnost.

(4) Vyndsobeni koneéné mnoha elementdrnimi maticemi zprava neméni hodnost.

(5) Ekvivalentni matice magji stejnou hodnost.

(6) Hodnost matice je rovna poctu nenulovych tadki ekvivalentni matice ve schodovi-
tém tvaru.

(7) Hodnost matice je rovna poctu nenulovych tddki (sloupki) ekvivalentni matice
v Gaussové kanonickem tvaru.

(8) Mazimdalni pocet prvki linedrné nezdvislych mnozin sloupkd matice je roven mazi-
mdlnimu poctu prvku linedrné nezdavislych mnoZin jejich radki, tj. hodnosti matice.

(9) rank A =rank AT.

Priiklad. Spocitejme hodnost matice

01 2
A=1|1 2 3
1 0 1
01 2 1 01 1 01 1 01
A=11 2 3| ~[1 2 3] ~]|0 2 2]~{0 2 2
1 01 01 2 01 2 0 01
TakZe rank A = 3. O
Priklad. Spocitejme hodnost matice
01 2
A=1|1 2 3
2 10
01 2 1 2 3 1 2 3 1 2 3
A=11 2 3|~[2 1 0] ~|0 -3 6| ~|0 -3 —6
210 01 2 0o 1 2 0 0 0
TakZe rank A = 2. O

Definice 1.5.3. Ctvercova matice je requldrni, jestlize jeji hodnost je rovna poétu
jejich fadkii (tedy mnozina vsech jejich fadkt je linedrnd nezéavisla). Ctvercova matice
je singuldrni, jestlize neni regulérni.

Priklad. (1) Vsechny jednotkové matice jsou regularni.

) VsSechny elementarni matice jsou regularni.
3) Vsechny ¢tvercové matice s aspon jednim nulovym fadkem jsou singuldrni. O
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Tvrzeni 1.5.4. Matice je requldrni pravé tehdy, kdyZ je vadkové ekvivalentni s jednot-
kovou matict.

Dikaz. Cviceni. O

Dausledek. (1) Matice je invertibilni prdavé tehdy, kdyz je reguldrni.
(2) Reguldrni matice je soucinem konecné mnoha elementdrnich matic.
(3) Soucin reguldrnich matic je requldrni matice.

(4) Vyndsobeni requldrni matici zleva neméni hodnost.

(5) Vyndsobeni reguldrni matici zprava neméni hodnost.

Tvrzeni 1.5.5. Budte A, B ¢tvercové matice stejného typu. Obé matice A, B jsou re-
guldrni prdve tehdy, kdyzZ matice AB je requldrni.

Dikaz. ,,=* Tato implikace je soucasti predchoziho Dusledku.

»<=“ Dokéazeme, Ze je-li asponi jedna z matic A, B singularni, pak AB je singularni.
Necht A je singuldrni. Ekvivalentni matice S = Q- @14, kde Q1,...,Q} jsou ele-
mentarni matice, ve schodovitém tvaru, ma nulovy rfadek. Potom matice SB méa také
nulovy radek, je tedy singularni a fadkové ekvivalentni matice AB = Qfl “e QI;ISB ,
kterd ma stejnou hodnost, je také singularni.

Pro B singularni je dikaz analogicky a ponechame ho jako cviceni. O

Tvrzeni 1.5.6. Budte A matice typu m X n a B matice typu n X p. Potom rank AB <
min{rank A, rank B}.

Diikaz. Matici A prevedeme pomoci fadkovych elementarnich Gprav na schodovity tvar
Sa = Qr---Q1A a matici B prevedeme pomoci sloupkovych elementarnich tprav na
tvar Sp = BP; --- P, takovy, ze SE, je ve schodovitém tvaru.

Potom rank AB = ranle_l - ~Q,;15ASBPI_1 e Pl_1 = rank S45p, pricemz matice
S4Sp ma minimalné tolik nulovych radkt, kolik jich ma matice S4, a minimalné to-
lik nulovych sloupkt, kolik jich mé matice Sp. Tedy rank S4Sp < rank.S4 = rank A
a rank S45p < rank S = rank B. O

Cviceni. Co se da Fict o rank(A + B)? O
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