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2. p¯ednáπka, 3. 10. 2023

Definice 1.3.6. MÏjme nenulovou matici. Gaussova eliminace je úprava matice podle
následujícího algoritmu.
BuÔ i = 1.
(1) Uvaæujme první nenulov˝ sloupek, kter˝ má nÏjak˝ nenulov˝ prvek v i-tém
nebo niæπím ¯ádku.

(2) Není-li v i-tém ¯ádku uvaæovaného sloupku nenulov˝ prvek, vymÏníme i-t˝
¯ádek s vhodn˝m niæπím ¯ádkem.

(3) V uvaæovaném sloupku vynulujeme prvky v ¯ádcích pod i-t˝m ¯ádkem p¯iËte-
ním vhodn˝ch násobk˘ i-tého ¯ádku.

(4) VezmÏme i o 1 vÏtπí (i := i+1). Existuje-li nenulov˝ sloupek, kter˝ má nÏjak˝
nenulov˝ prvek v i-tém nebo niæπím ¯ádku, vraªme se do bodu (1). Jestliæe
takov˝ sloupek neexistuje, algoritmus konËí.

Tvrzení 1.3.2. Kaædá matice je ¯ádkovÏ ekvivalentní matici ve schodovitém tvaru.

D˘kaz. Nulová matice je ve schodovitém tvaru. Libovolnou nenulovou matici upravíme
pomocí Gaussovy eliminace. Vπechny provedené úpravy jsou ¯ádkové elementární úpravy
a z postupu p¯i GaussovÏ eliminaci vypl˝vá, æe kaæd˝ nenulov˝ ¯ádek, kromÏ prvního
¯ádku, zaËíná více nulami neæ ¯ádek p¯edchozí. ⇤

Z Tvrzení 1.5.2 a 1.5.3 vypl˝vá, æe poËet nenulov˝ch ¯ádk˘ v matici získané Gaus-
sovou eliminací je urËen jednoznaËnÏ, nezávisí na tom, jak byla Gaussova eliminace
pouæita, p¯esnÏji, k jaké v˝mÏnÏ ¯ádk˘ doπlo v bodÏ (2).

Definice 1.3.7. Sloupek matice je bázov˝, jestliæe není nulov˝ a není lineární kombi-
nací p¯edchozích sloupk˘.

Bázové sloupky matice jsou právÏ ty sloupky, které jsou uvaæovány v bodÏ (1) v Gaus-
sovÏ eliminaci.
Pozice (indexy) bázov˝ch sloupk˘ v matici jsou maticí urËeny jednoznaËnÏ.

Definice 1.3.8. MÏjme nenulovou matici. Gaussova–Jordanova eliminace je úprava
matice podle následujícího algoritmu.
BuÔ i = 1.
(1) Uvaæujme první nenulov˝ sloupek, kter˝ má nÏjak˝ nenulov˝ prvek v i-tém
nebo niæπím ¯ádku.

(2) Není-li v i-tém ¯ádku uvaæovaného sloupku nenulov˝ prvek, vymÏníme i-t˝
¯ádek s vhodn˝m niæπím ¯ádkem.

(3) i-t˝ ¯ádek vynásobíme p¯evrácenou hodnotou jeho prvního nenulového prvku.
(4) V uvaæovaném sloupku vynulujeme prvky mimo i-t˝ ¯ádek p¯iËtením vhodn˝ch
násobk˘ i-tého ¯ádku.

(5) VezmÏme i o 1 vÏtπí (i := i+1). Existuje-li nenulov˝ sloupek, kter˝ má nÏjak˝
nenulov˝ prvek v i-tém nebo niæπím ¯ádku, vraªme se do bodu (1). Jestliæe
takov˝ sloupek neexistuje, algoritmus konËí.

Gaussovu-Jordanovu eliminaci je moæné ekvivalentnÏ definovat i tak, æe matici upra-
víme pomocí Gaussovy eliminace (na schodovit˝ tvar), kaæd˝ nenulov˝ ¯ádek vynáso-
bíme p¯evrácenou hodnotou jeho prvního nenulového prvku a vynulujeme vπechny prvky
nad vπemi prvními nenulov˝mi prvky ¯ádk˘.
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Tvrzení 1.3.3. Kaædá matice je ¯ádkovÏ ekvivalentní matici v GaussovÏ–JordanovÏ
tvaru.

D˘kaz. Nulová matice je v GaussovÏ–JordanovÏ tvaru. Libovolnou nenulovou matici
upravíme pomocí Gaussovy–Jordanovy eliminace. Vπechny provedené úpravy jsou ¯ád-
kové elementární úpravy a z postupu p¯i GaussovÏ–JordanovÏ eliminaci vypl˝vá, æe
v˝sledná matice je v GaussovÏ–JordanovÏ tvaru. ⇤
Maticí je jednoznaËnÏ urËena ¯ádkovÏ ekvivalentní matice v GaussovÏ-JordanovÏ

tvaru, tedy pro kaædou matici existuje právÏ jedna matice v GaussovÏ-JordanovÏ tvaru
¯ádkovÏ ekvivalentní p˘vodní matici.

Tvrzení 1.3.4. Kaædá nenulová matice je ekvivalentní matici v GaussovÏ kanonickém
tvaru.

D˘kaz. S pouæitím ¯ádkov˝ch i sloupkov˝ch elementárních úprav a vhodnou úpravou
Gaussovy–Jordanovy eliminace získáme algoritmus, kter˝ p¯evádí libovolnou nenulovou
matici na ekvivalentní matici v GaussovÏ kanonickém tvaru. Podrobnosti ponecháme
jako cviËení. ⇤

1.3.3. Elementární matice

Definice 1.3.9. Elementární matice jsou:
(1) pro i 6= j

Ei,j(c) =

0

BBBBBBBB@

1 . . . 0 . . . 0 . . . 0
. . . . . . . . .

0 . . . 1 . . . c . . . 0
. . . . . . . . .

0 . . . 0 . . . 1 . . . 0
. . . . . . . . .

0 . . . 0 . . . 0 . . . 1

1

CCCCCCCCA

i-t˝ ¯ádek

j-t˝ ¯ádek

(2) pro c 6= 0

Ei(c) =

0

BBBB@

1 . . . 0 . . . 0
. . . . . .

0 . . . c . . . 0
. . . . . .

0 . . . 0 . . . 1

1

CCCCA
i-t˝ ¯ádek

(3) pro i 6= j

Ei,j =

0

BBBBBBBB@

1 . . . 0 . . . 0 . . . 0
. . . . . . . . .

0 . . . 0 . . . 1 . . . 0
. . . . . . . . .

0 . . . 1 . . . 0 . . . 0
. . . . . . . . .

0 . . . 0 . . . 0 . . . 1

1

CCCCCCCCA

i-t˝ ¯ádek

j-t˝ ¯ádek

Kaædá elementární matice vznikne z jednotkové matice provedením vhodné ¯ádkové
nebo sloupkové elementární úpravy.
Matice Ei,j(c) vznikne z jednotkové matice E p¯iËtením c-násobku j-tého ¯ádku k i-

tému ¯ádku a od jednotkové matice se liπí jen tím, æe (Ei,j(c))ij = c, zatímco Ei
j = 0.

Matice Ei(c) vznikne z jednotkové matice E vynásobením i-tého ¯ádku prvkem c a od
jednotkové matice se liπí jen tím, æe (Ei(c))ii = c, zatímco Ei

i = 1.
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Matice Ei,j vznikne z jednotkové matice E v˝mÏnou i-tého ¯ádku a j-tého ¯ádku a od
jednotkové matice liπí jen tím, æe i-t˝ a j-t˝ ¯ádky jsou vzájemnÏ vymÏnÏny.

Lemma 1.3.5. BuÔte A,B matice.
(1) Matice B m˘æe vzniknout z matice A pomocí jedné ¯ádkové elementární úpravy
právÏ tehdy, kdyæ existuje elementární matice Q taková, æe B = QA.

(2) Matice B m˘æe vzniknout z matice A pomocí jedné sloupkové elementární úpravy
právÏ tehdy, kdyæ existuje elementární matice Q taková, æe B = AQ.

D˘kaz. P¯ím˝m v˝poËtem lze ovÏ¯it, æe p¯iËtení c-násobku j-tého ¯ádku k i-tému ¯ádku
je totéæ co vynásobení maticí Ei,j(c) zleva, vynásobení i-tého ¯ádku prvkem c 2 P je
totéæ co vynásobení maticí Ei(c) zleva a v˝mÏna i-tého ¯ádku a j-tého ¯ádku je totéæ
co vynásobení maticí Ei,j zleva. Viz také komentá¯ za Definicí 1.2.4 souËinu matic.
Analogicky pro sloupkové úpravy a násobení zprava. CviËení. ⇤

P¯íklad. BuÔte

A =

0

@
1 2 3
4 5 4
3 2 1

1

A , B1 =

0

@
7 6 5
4 5 4
3 2 1

1

A , B2 =

0

@
1 2 3
4 5 4
6 4 2

1

A , B3 =

0

@
3 2 1
4 5 4
1 2 3

1

A .

Potom

B1 = E1,3(2) ·A =

0

@
1 0 2
0 1 0
0 0 1

1

A ·

0

@
1 2 3
4 5 4
3 2 1

1

A =

0

@
1 ·A1� + 2 ·A3�

A2�
A3�

1

A

B2 = E3(2) ·A =

0

@
1 0 0
0 1 0
0 0 2

1

A ·

0

@
1 2 3
4 5 4
3 2 1

1

A =

0

@
A1�
A2�
2 ·A3�

1

A

B3 = E1,3 ·A =

0

@
0 0 1
0 1 0
1 0 0

1

A ·

0

@
1 2 3
4 5 4
3 2 1

1

A =

0

@
A3�
A2�
A1�

1

A . ⇤

Lemma 1.3.6. Transponované matice k elementárním maticím jsou elementární ma-
tice.

D˘kaz. CviËení. ⇤

1.4. Inverzní matice

Definice 1.4.1. BuÔ A Ëtvercová matice. Matice X je inverzní k matici A, je-li stej-
ného typu a platí

AX = XA = E.

Inverzní matice k matici A se znaËí A�1. Matice je invertibilní, existuje-li matice k ní
inverzní.

P¯íklad. (1) Kaædá jednotková matice E je invertibilní a E�1 = E.
(2)

A =
✓
0 1
1 0

◆
je invertibilní, protoæe A ·A = E, a tedy A�1 = A.
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(3)

A =
✓
1 2
0 0

◆
není invertibilní, protoæe pro libovolnou matici X typu 2⇥ 2
AX má druh˝ ¯ádek nulov˝ a není to tedy jednotková matice.

(4)

A =
✓
0 1
0 2

◆
není invertibilní, protoæe pro libovolnou matici X typu 2⇥ 2
XA má první sloupek nulov˝ a není to tedy jednotková matice.

(5) Nechª

A =
✓
1 �1
1 �1

◆
a X =

✓
a b
c d

◆
.

P¯edpokládejme, æe X je inverzní k A. Pak AX = E, tedy
✓
1 �1
1 �1

◆
·
✓
a b
c d

◆
=

✓
1 0
0 1

◆
.

Z toho dostaneme rovnosti

a� c = 1, b� d = 0, a� c = 0, b� d = 1.

Ze t¯etí rovnosti máme a = c a po dosazení do první rovnosti máme 0 = 1, coæ je spor.
Z toho vypl˝vá, æe neexistuje matice X taková, æe AX = E, a matice A tedy není
invertibilní.
(6) Æádná nulová matice není invertibilní.
(7) Elementární matice jsou invertibilní a p¯ím˝m v˝poËtem lze ovÏ¯it (cviËení), æe

(Ei,j(c))�1 = Ei,j(�c), (Ei(c))�1 = Ei(c�1), (Ei,j)�1 = Ei,j. ⇤
Tvrzení 1.4.1. Ke kaædé matici existuje nejv˝πe jedna inverzní matice.

D˘kaz. P¯edpokládejme, æe X 0, X 00 jsou inverzní matice k matici A. Tedy AX 0 = X 0A =
AX 00 = X 00A = E. Potom X 0 = EX 0 = X 00AX 0 = X 00E = X 00. ⇤
Tvrzení 1.4.2. Nechª A,A1, . . . , An jsou invertibilní matice stejného typu. Potom
(1) A1 · . . . ·An je invertibilní a (A1 · . . . ·An)�1 = A�1

n · . . . ·A�1
1 ;

(2) A�1 je invertibilní a (A�1)�1 = A;
(3) AT je invertibilní a (AT)�1 = (A�1)T.

D˘kaz. (1) (A1 · . . . ·An) · (A�1
n · . . . ·A�1

1 ) = E = (A�1
n · . . . ·A�1

1 ) · (A1 · . . . ·An) a podle
definice inverzní matice tedy (A1 · . . . ·An)�1 = A�1

n · . . . ·A�1
1 .

(2) AA�1 = A�1A = E a podle definice inverzní matice tedy (A�1)�1 = A.
(3) AA�1 = A�1A = E, tedy E = ET = (A�1A)T = AT(A�1)T a E = (AA�1)T =

(A�1)TAT a podle definice inverzní matice (AT)�1 = (A�1)T. ⇤
Tvrzení 1.4.3. Nechª A,B jsou Ëtvercové matice takové, æe AB = E. Pak BA = E,
obÏ matice A,B jsou invertibilní a jsou vzájemnÏ inverzní (A = B�1 a B = A�1).

D˘kaz. Matici A upravme ¯ádkov˝mi elementárními úpravami na Gauss˘v–Jordan˘v
tvar G, tedy G = Qk . . . Q1A, kde Q1, . . . , Qk jsou elementární matice p¯ísluπné prove-
den˝m úpravám. Pak A = Q�1

1 . . . Q�1
k G a AB = Q�1

1 . . . Q�1
k GB = E. Matice G nemá

nulov˝ ¯ádek, protoæe jinak by matice GB také mÏla nulov˝ ¯ádek a takovou matici
nelze pomocí ¯ádkov˝ch elementárních úprav (v tomto p¯ípadÏ reprezentovan˝ch mati-
cemi Q�1

1 , . . . , Q�1
k ) p¯evést na jednotkovou matici (cviËení). Jelikoæ G je v GaussovÏ–

JordanovÏ tvaru a nemá nunov˝ ¯ádek, G = E. Pak A = Q�1
1 . . . Q�1

k je invertibilní
matice jakoæto souËin invertibilních matic a existuje tedy A�1.
Potom BA = EBA = A�1ABA = A�1EA = A�1A = E. Jelikoæ AB = BA = E,

jsou obÏ matice A,B invertibilní a jsou vzájemnÏ inverzní. ⇤
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Nyní zformulujeme d˘leæité kriterium invertibility.

Tvrzení 1.4.4. Matice je invertibilní právÏ tehdy, kdyæ je ¯ádkovÏ ekvivalentní s jed-
notkovou maticí.

D˘kaz. „)ˇ Nechª A je invertibilní matice. ÿádkov˝mi elementárními úpravami ji p¯e-
veÔme na Gauss˘v–Jordan˘v tvar G, tedy G = Qk . . . Q1A, kde Q1, . . . , Qk jsou elemen-
tární matice p¯ísluπné proveden˝m úpravám. Kaædá z matic Q1, . . . , Qk, A je invertibilní
a jejich souËin G je také invertibilní. Potom G, jakoæto invertibilní matice nemá nulov˝
¯ádek a G = E, jelikoæ G je v GaussovÏ–JordanovÏ tvaru. Matice A je tedy ¯ádkovÏ
ekvivalentní s jednotkovou maticí.
„(ˇ P¯edpokládejme, æe matice A je ¯ádkovÏ ekvivalentní s jednotkovou maticí E,

tedy Qk . . . Q1A = E, kde Q1, . . . , Qk jsou vhodné elementární matice. OznaËme si
Q = Qk . . . Q2Q1, tedy QA = E. Podle Tvrzení 1.4.3 je A invertibilní a A�1 = Q. ⇤

P¯edchozí tvrzení nám nabízí postup pro v˝poËet inverzní matice. Podle d˘kazu totiæ
A�1 = Q = Qk . . . Q2Q1 = Qk . . . Q2Q1E, coæ je matice, která vznikne z jednotkové ma-
tice provedením ¯ádkov˝ch elementárních úprav odpovídajících násobení elementárními
maticemi Q1, Q2, . . . , Qk. To jsou stejné úpravy (resp. matice), které p¯evedly A na E.

V˝poËet inverzní matice. K matici A typu n ⇥ n zprava p¯ipojíme jednotkovou
matici stejného typu a vznikne matice typu n⇥ 2n

0

BBB@

A11 A12 . . . A1n
A21 A22 . . . A2n
...

...
...

Am
1 Am

2 . . . Am
n

1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...
...

...
0 0 . . . 1

1

CCCA
.

ÿádkov˝mi elementárními úpravami ji p¯evedeme na matici, která v levé Ëásti má matici
B v GaussovÏ–JordanovÏ tvaru. Mohou nastat dvÏ moænosti.

(1) B = E. Pak A je invertibilní a v pravé Ëásti matice vyjde A�1.
(2) B 6= E (B má nulov˝ ¯ádek). Pak A není invertibilní.

P¯íklad. VypoËítejme inverzní matici k matici

A =

0

@
0 1 2
1 2 3
1 0 1

1

A .

(A|E) =

0

@
0 1 2
1 2 3
1 0 1

1 0 0
0 1 0
0 0 1

1

A ⇠

0

@
1 0 1
1 2 3
0 1 2

0 0 1
0 1 0
1 0 0

1

A ⇠

⇠

0

@
1 0 1
0 2 2
0 1 2

0 0 1
0 1 �1
1 0 0

1

A ⇠

0

@
1 0 1
0 1 0
0 1 2

0 0 1
�1 1 �1
1 0 0

1

A ⇠

⇠

0

@
1 0 1
0 1 0
0 0 2

0 0 1
�1 1 �1
2 �1 1

1

A ⇠

0

@
1 0 1
0 1 0
0 0 1

0 0 1
�1 1 �1
1 �12

1
2

1

A ⇠

⇠

0

@
1 0 0
0 1 0
0 0 1

�1 1
2

1
2

�1 1 �1
1 �12

1
2

1

A .
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Takæe A je invertibilní a

A�1 =

0

@
�1 1

2
1
2

�1 1 �1
1 �12

1
2

1

A (ovÏ¯te). ⇤

P¯íklad. Hledejme inverzní matici k matici

A =

0

@
0 1 2
1 2 3
2 1 0

1

A .

(A|E) =

0

@
0 1 2
1 2 3
2 1 0

1 0 0
0 1 0
0 0 1

1

A ⇠

0

@
1 2 3
2 1 0
0 1 2

0 1 0
0 0 1
1 0 0

1

A ⇠

⇠

0

@
1 2 3
0 �3 �6
0 1 2

0 1 0
0 �2 1
1 0 0

1

A ⇠

0

@
1 2 3
0 1 2
0 1 2

0 1 0
0 2

3 �13
1 0 0

1

A ⇠

⇠

0

@
1 2 3
0 1 2
0 0 0

0 1 0
0 2

3 �13
1 �23

1
3

1

A ⇠

0

@
1 0 �1
0 1 2
0 0 0

0 �13
2
3

0 2
3 �13

1 �23
1
3

1

A .

Matice A tedy není ¯ádkovÏ ekvivalentní s jednotkovou maticí a není invertibilní. ⇤
CviËení. Pokud existují, spoËtÏte inverzní matice k maticím

✓
1 2
3 4

◆ ✓
2 1
0 �1

◆ ✓
1 2
2 4

◆

0

@
1 2 3
3 4 5
5 6 7

1

A

0

@
1 2 1
2 1 3
1 �4 3

1

A

0

@
1 2 1
2 1 3
1 2 3

1

A ⇤

1.5. Hodnost matice

1.5.1. Lineární nezávislost

StejnÏ jako v p¯ípadÏ lineární kombinace v Definici 1.2.3 následující definice a tvr-
zení formulujeme pouze pro ¯ádky matice, ale vπe lze obdobnÏ formulovat pro sloupky,
uspo¯ádané n-tice a matice.

Definice 1.5.1. Mnoæina ¯ádk˘ {Ai1
� , A

i2
� , . . . , A

ik� } je lineárnÏ nezávislá, jestliæe pro
libovolné c1, c2, . . . , ck 2 P z rovnosti

c1A
i1
� + c2A

i2
� + · · ·+ ckA

ik
� = 0� vypl˝vá c1 = c2 = · · · = ck = 0,

tj. nulov˝ ¯ádek získáme jedinÏ takovou lineární kombinací dan˝ch ¯ádk˘, ve které
jsou vπechny koeficienty rovny nule.
Mnoæina ¯ádk˘ {Ai1

� , A
i2
� , . . . , A

ik� } je lineárnÏ závislá, jestliæe není lineárnÏ nezávislá.
Tedy, existují c1, c2, . . . , ck 2 P taková, æe aspoÚ jedno z nich je nenulové a p¯itom

c1A
i1
� + c2A

i2
� + · · ·+ ckA

ik
� = 0�.

Tvrzení 1.5.1. Mnoæina ¯ádk˘ je lineárnÏ závislá právÏ tehdy, kdyæ aspoÚ jeden z nich
je lineární kombinací ostatních.
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D˘kaz. P¯edpokládejme, æe mnoæina ¯ádk˘ {Ai1
� , A

i2
� , . . . , A

ik� } je lineárnÏ závislá. Exis-
tují tedy koeficienty c1, c2, . . . , ck 2 P takové, æe aspoÚ jeden z nich je nenulov˝ (nap¯í-
klad cj) a c1Ai1

� + · · ·+ cjA
ij
� + · · ·+ ckA

ik� = 0�. Potom

cjA
ij
� = �c1A

i1
� � · · ·� cj�1A

ij�1
� � cj+1A

ij+1
� � · · ·� ckA

ik
� ,

A
ij
� = �c1

cj
Ai1

� � · · ·� cj�1
cj

A
ij�1
� � cj+1

cj
A

ij+1
� � · · ·� ck

cj
Aik

�

a ¯ádek Aij
� je tedy lineární kombinací ostatních ¯ádk˘.

P¯edpokládejme, æe nap¯íklad ¯ádek Aij
� je lineární kombinací ostatních ¯ádk˘, tedy

A
ij
� = c1A

i1
� + · · ·+ cj�1A

ij�1
� + cj+1A

ij+1
� + · · ·+ ckA

ik
� .

Potom

c1A
i1
� + · · ·+ cj�1A

ij�1
� �A

ij
� + cj+1A

ij+1
� + · · ·+ ckA

ik
� = 0�

a zároveÚ cj = �1. Takæe mnoæina ¯ádk˘ {Ai1
� , A

i2
� , . . . , A

ik� } je lineárnÏ závislá. ⇤

P¯íklad. MÏjme

A =

0

@
0 1 2
1 2 3
1 0 1

1

A .

Nechª

c1
�
0 1 2

�
+ c2

�
1 2 3

�
+ c3

�
1 0 1

�
=

=
�
c2 + c3 c1 + 2c2 2c1 + 3c2 + c3

�
=

�
0 0 0

�
.

Takæe

c2 + c3 = 0

c1 + 2c2 = 0

2c1 + 3c2 + c3 = 0

a to je moæné jedinÏ v p¯ípadÏ, æe c1 = c2 = c3 = 0 (vy¯eπíme soustavu t¯í rovnic o t¯ech
neznám˝ch c1, c2, c3 a získáme jediné, nulové ¯eπení).
Mnoæina ¯ádk˘ matice A je tedy lineárnÏ nezávislá. ⇤

P¯íklad. MÏjme

A =

0

@
0 1 2
1 2 3
2 1 0

1

A .

Nechª

c1
�
0 1 2

�
+ c2

�
1 2 3

�
+ c3

�
2 1 0

�
=

=
�
c2 + 2c3 c1 + 2c2 + c3 2c1 + 3c2

�
=

�
0 0 0

�
.

Soustava

c2 + 2c3 = 0

c1 + 2c2 + c3 = 0

2c1 + 3c2 = 0

má kromÏ nulového i nenulová ¯eπení (nap¯íklad c1 = 3, c2 = �2, c3 = 1). Mnoæina
¯ádk˘ matice A je tedy lineárnÏ závislá. ⇤
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P¯íklad. (1) Mnoæina ¯ádk˘ jednotkové matice je lineárnÏ nezávislá. OvÏ¯te.
(2) Mnoæina ¯ádk˘, z nichæ aspoÚ jeden je nulov ,̋ je lineárnÏ závislá. OvÏ¯te.
(3) Jednoprvková mnoæina obsahující ¯ádek Ai

� je lineárnÏ nezávislá, jestliæe z cA
i
� = 0�

plyne c = 0. Tedy, jednoprvková mnoæina obsahující jeden ¯ádek je lineárnÏ nezávislá,
jestliæe ten ¯ádek je nenulov ,̋ a je lineárnÏ závislá, jestliæe ten ¯ádek je nulov .̋
(4) Mnoæina obsahující jen ¯ádky Ai1

� , A
i2
� je lineárnÏ závislá právÏ tehdy, kdyæ jeden

z ¯ádk˘ je násobkem druhého z ¯ádk˘ (existuje c 2 P takové, æe Ai1
� = cAi2

� ).
(5) Prázdná mnoæina ¯ádk˘ je lineárnÏ nezávislá. ⇤

1.5.2. Hodnost matice

Definice 1.5.2. Hodnost matice je maximální poËet prvk˘ lineárnÏ nezávislé mnoæiny
jejích ¯ádk˘. Hodnost matice A znaËíme rankA.

MÏjme matici A typum⇥n s ¯ádky A1�, A
2
�, . . . , A

m
� . Vezmeme vπechny moæné mnoæiny

tÏchto ¯ádk˘, Ëili prázdnou mnoæinu ;, jednoprvkové mnoæiny {A1�}, {A2�}, . . . , {Am
� },

dvouprvkové mnoæiny {A1�, A2�}, . . . , {Am�1
� , Am

� }, . . . , aæ mnoæinu {A1�, A2�, . . . , Am
� }.

Z tÏchto mnoæin vybereme ty, které jsou lineárnÏ nezávislé. U kaæné z nich si pozname-
náme poËet prvk˘ a maximální z tÏchto poËt˘ je hodnost matice A.
Hodnost matice s m ¯ádky je tedy jedno z Ëísel 0, 1, . . . ,m.

P¯íklad. (1) Hodnost matice
0

@
0 1 2
1 2 3
1 0 1

1

A

je rovna 3. OvÏ¯te.
(2) Hodnost matice

0

@
0 1 2
1 2 3
2 1 0

1

A

je rovna 2. OvÏ¯te.
(3) Hodnost nulové matice je rovna 0, hodnost nenulové matice je kladná.
(4) Hodnost diagonální matice je rovna poËtu jejích nenulov˝ch ¯ádk˘. ⇤

CviËení. SpoËtÏte hodnosti matic
�
1 1 1

� �
6
� �

0 1 2
�

0

@
1
2
3

1

A

0

@
1
1
1

1

A

0

@
0
1
0

1

A

✓
1 2
3 4

◆ ✓
2 1
0 �1

◆ ✓
1 2
2 4

◆

0

@
1 2 3
3 4 5
5 6 7

1

A

0

@
1 2 1
2 1 3
1 �4 3

1

A

0

@
1 2 1
2 1 3
1 2 3

1

A ⇤
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Tvrzení 1.5.2. Hodnost matice ve schodovitém tvaru je rovna poËtu jejích nenulov˝ch
¯ádk˘.

D˘kaz. BuÔ A matice ve schodovitém tvaru, která má m ¯ádk˘, z nichæ p je nenulov˝ch.
Mnoæina vπech nenulov˝ch ¯ádk˘ je lineárnÏ nezávislá (cviËení), takæe rankA � p.
Jestliæe m = p, hodnost vÏtπí b˝t nem˘æe. Jestliæe m > p, pak kaædá mnoæina s více neæ
p ¯ádky obsahuje aspoÚ jeden nulov˝ ¯ádek, a je tedy lineárnÏ závislá, takæe i v tomto
p¯ípadÏ rankA = p. ⇤
Podle následujícího tvrzení je mnoæina ¯ádk˘ lineárnÏ nezávislá právÏ tehdy, kdyæ je

lineárnÏ nezávislá mnoæina ¯ádk˘ vzniklá provedením ¯ádkové nebo sloupkové elemen-
tární úpravy p˘vodní mnoæiny ¯ádk˘.

Tvrzení 1.5.3. BuÔte A1�, A
2
�, . . . , A

m
� ¯ádky. Nechª B

1
� , B

2
� , . . . , B

m
� jsou ¯ádky, které

z ¯ádk˘ A1�, A
2
�, . . . , A

m
� vzniknou provedením jedné ¯ádkové nebo sloupkové elementární

úpravy. Potom mnoæina ¯ádk˘ {A1�, A2�, . . . , Am
� } je lineárnÏ nezávislá právÏ tehdy, kdyæ

mnoæina ¯ádk˘ {B1� , B2� , . . . , Bm
� } je lineárnÏ nezávislá.

D˘kaz. (1) Nechª doπlo k p¯iËtení c-násobku j-tého ¯ádku k i-tému ¯ádku, kde i 6= j.
Tedy, Bi

� = Ai
� + cAj

� a Bk
� = Ak

� pro k 6= i.
P¯edpokládejme, æe {A1�, A2�, . . . , Am

� } je lineárnÏ nezávislá. BuÔte c1, . . . , cm 2 P
takové, æe c1B1� + · · ·+ cmBm

� = 0�. Pak

0� = c1B
1
� + · · ·+ cmBm

� =

= c1A
1
� + · · ·+ ci(Ai

� + cAj
�) + · · ·+ cjA

j
� + . . .+ cmAm

� =

= c1A
1
� + · · ·+ ciA

i
� + · · ·+ (cj + cci)Aj

� + . . .+ cmAm
� .

Z lineární nezávislosti mnoæiny {A1�, A2�, . . . , Am
� } vypl˝vá, æe vπechny koeficienty po-

slední lineární kombinace jsou nulové, tj. c1 = · · · = ci = · · · = cci + cj = · · · = cm = 0.
Z toho dostaneme, æe i cj = 0, a mnoæina {B1� , B2� , . . . , Bm

� } je lineárnÏ nezávislá.
OpaËná implikace vypl˝vá z právÏ dokázané, neboª ¯ádky A1�, A

2
�, . . . , A

m
� vzniknou

z ¯ádk˘ B1� , B
2
� , . . . , B

m
� inverzní úpravou, která je stejného typu.

(2) Nechª doπlo k p¯iËtení c-násobku j-tého sloupku k i-tému sloupku, kde i 6= j.
Pak pro kaædé k 2 {1, . . . ,m} je Bk

i = Ak
i + cAk

j a Bk
l = Ak

l pro l 6= i. Tedy Bk
� =�

Ak
1 . . . Ak

i + cAk
j . . . Ak

j . . . Ak
n

�
.

P¯edpokládejme, æe {A1�, A2�, . . . , Am
� } je lineárnÏ nezávislá. BuÔte c1, . . . , cm 2 P

takové, æe c1B1� + · · ·+ cmBm
� = 0�. Takæe

c1B
1
� + · · ·+ cmBm

� =

=
�P

k ckA
k
1 . . .

P
k ck(A

k
i + cAk

j ) . . .
P

k ckA
k
j . . .

P
k ckA

k
n

�
=

=
�P

k ckA
k
1 . . .

P
k ckA

k
i + c

P
k ckA

k
j . . .

P
k ckA

k
j . . .

P
k ckA

k
n

�
=

=
�
0 . . . 0 . . . 0 . . . 0

�

a z toho dostaneme
X

k

ckA
k
1 = · · · =

X

k

ckA
k
i = · · · =

X

k

ckA
k
j = · · · =

X

k

ckA
k
n = 0.

Pak
�P

k ckA
k
1

P
k ckA

k
2 . . .

P
k ckA

k
n

�
=

X

k

ck
�
Ak
1 Ak

2 . . . Ak
n

�
=

=
X

k

ckA
k
� = c1A

1
� + · · ·+ cmAm

� = 0�
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a z lineární nezávislosti mnoæiny {A1�, A2�, . . . , Am
� } dostaneme c1 = c2 = · · · = cm = 0.

Mnoæina {B1� , B2� , . . . , Bm
� } je tedy lineárnÏ nezávislá.

OpaËná implikace vypl˝vá z právÏ dokázané, neboª ¯ádky A1�, A
2
�, . . . , A

m
� vzniknou

z ¯ádk˘ B1� , B
2
� , . . . , B

m
� inverzní úpravou, která je stejného typu.

Pro ostatní úpravy je d˘kaz obdobn˝ a ponecháme ho jako cviËení. ⇤

D˘sledek. (1) Hodnost matice je rovna hodnosti matice z ní vzniklé provedením ele-
mentární úpravy.
(2) Provedení koneËnÏ mnoha elementárních úprav nemÏní hodnost.

(3) Vynásobení koneËnÏ mnoha elementárními maticemi zleva nemÏní hodnost.
(4) Vynásobení koneËnÏ mnoha elementárními maticemi zprava nemÏní hodnost.
(5) Ekvivalentní matice mají stejnou hodnost.
(6) Hodnost matice je rovna poËtu nenulov˝ch ¯ádk˘ ekvivalentní matice ve schodovi-
tém tvaru.
(7) Hodnost matice je rovna poËtu nenulov˝ch ¯ádk˘ (sloupk˘) ekvivalentní matice
v GaussovÏ kanonickém tvaru.

(8) Maximální poËet prvk˘ lineárnÏ nezávisl˝ch mnoæin sloupk˘ matice je roven maxi-
málnímu poËtu prvk˘ lineárnÏ nezávisl˝ch mnoæin jejích ¯ádk˘, tj. hodnosti matice.
(9) rankA = rankAT.

P¯íklad. SpoËítejme hodnost matice

A =

0

@
0 1 2
1 2 3
1 0 1

1

A .

A =

0

@
0 1 2
1 2 3
1 0 1

1

A ⇠

0

@
1 0 1
1 2 3
0 1 2

1

A ⇠

0

@
1 0 1
0 2 2
0 1 2

1

A ⇠

0

@
1 0 1
0 2 2
0 0 1

1

A .

Takæe rankA = 3. ⇤

P¯íklad. SpoËítejme hodnost matice

A =

0

@
0 1 2
1 2 3
2 1 0

1

A .

A =

0

@
0 1 2
1 2 3
2 1 0

1

A ⇠

0

@
1 2 3
2 1 0
0 1 2

1

A ⇠

0

@
1 2 3
0 �3 �6
0 1 2

1

A ⇠

0

@
1 2 3
0 �3 �6
0 0 0

1

A .

Takæe rankA = 2. ⇤

Definice 1.5.3. »tvercová matice je regulární, jestliæe její hodnost je rovna poËtu
jejích ¯ádk˘ (tedy mnoæina vπech jejích ¯ádk˘ je lineárnÏ nezávislá). »tvercová matice
je singulární, jestliæe není regulární.

P¯íklad. (1) Vπechny jednotkové matice jsou regulární.
(2) Vπechny elementární matice jsou regulární.
(3) Vπechny Ëtvercové matice s aspoÚ jedním nulov˝m ¯ádkem jsou singulární. ⇤
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Tvrzení 1.5.4. Matice je regulární právÏ tehdy, kdyæ je ¯ádkovÏ ekvivalentní s jednot-
kovou maticí.

D˘kaz. CviËení. ⇤

D˘sledek. (1) Matice je invertibilní právÏ tehdy, kdyæ je regulární.
(2) Regulární matice je souËinem koneËnÏ mnoha elementárních matic.
(3) SouËin regulárních matic je regulární matice.
(4) Vynásobení regulární maticí zleva nemÏní hodnost.
(5) Vynásobení regulární maticí zprava nemÏní hodnost.

Tvrzení 1.5.5. BuÔte A,B Ëtvercové matice stejného typu. ObÏ matice A,B jsou re-
gulární právÏ tehdy, kdyæ matice AB je regulární.

D˘kaz. „)ˇ Tato implikace je souËástí p¯edchozího D˘sledku.
„(ˇ Dokáæeme, æe je-li aspoÚ jedna z matic A,B singulární, pak AB je singulární.

Nechª A je singulární. Ekvivalentní matice S = Qk · · ·Q1A, kde Q1, . . . , Qk jsou ele-
mentární matice, ve schodovitém tvaru, má nulov˝ ¯ádek. Potom matice SB má také
nulov˝ ¯ádek, je tedy singulární a ¯ádkovÏ ekvivalentní matice AB = Q�1

1 · · ·Q�1
k SB,

která má stejnou hodnost, je také singulární.
Pro B singulární je d˘kaz analogick˝ a ponecháme ho jako cviËení. ⇤

Tvrzení 1.5.6. BuÔte A matice typu m⇥n a B matice typu n⇥ p. Potom rankAB 
min{rankA, rankB}.

D˘kaz. Matici A p¯evedeme pomocí ¯ádkov˝ch elementárních úprav na schodovit˝ tvar
SA = Qk · · ·Q1A a matici B p¯evedeme pomocí sloupkov˝ch elementárních úprav na
tvar SB = BP1 · · ·Pl takov ,̋ æe STB je ve schodovitém tvaru.
Potom rankAB = rankQ�1

1 · · ·Q�1
k SASBP

�1
l · · ·P�1

1 = rankSASB, p¯iËemæ matice
SASB má minimálnÏ tolik nulov˝ch ¯ádk˘, kolik jich má matice SA, a minimálnÏ to-
lik nulov˝ch sloupk˘, kolik jich má matice SB. Tedy rankSASB  rankSA = rankA
a rankSASB  rankSB = rankB. ⇤

CviËení. Co se dá ¯íct o rank(A+B)? ⇤
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