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12. p¯ednáπka, 19. 12. 2023

Tvrzení 9.3.1. Kaæd˝ koneËnÏrozmÏrn˝ vektorov˝ prostor má bázi.

D˘kaz. Podle definice koneËnÏrozmÏrn˝ vektorov˝ prostor má koneËnou mnoæinu gene-
rátor˘. Ukáæeme, æe v ní existuje lineárnÏ nezávislá podmnoæina, která generuje tent˝æ
vektorov˝ prostor a je tedy jeho báze. BuÔ {v1, . . . , vn} mnoæina generátor˘ vektoro-
vého prostoru. Z této mnoæiny postupnÏ pro i = 1, . . . , n vyluËme vektor vi, je-li lineární
kombinací p¯edchozích. Tedy v1 vylouËíme, pokud v1 = 0. Vektory, které nevylouËíme,
oznaËme vi1 , . . . , vim . Je-li prvek mnoæiny generátor˘ lineární kombinací ostatních prvk˘
této mnoæiny, po jeho vylouËení z této mnoæiny z˘stane opÏt mnoæina generátor˘ stej-
ného vektorového prostoru (ovÏ¯te). Proto vektory vi1 , . . . , vim generují tent˝æ vektorov˝
prostor.
Díky uvedenému postupu æádn˝ z vektor˘ vi1 , . . . , vim není lineární kombinací p¯ed-

chozích a mnoæina {vi1 , . . . , vim} je lineárnÏ nezávislá. ⇤

I nulov˝ prostor {0} má bázi. Je jí ;, jelikoæ je lineárnÏ nezávislá a [[;]] = {0}.

Tvrzení 9.3.2. Vπechny báze jednoho koneËnÏrozmÏrného vektorového prostoru mají
stejn˝ poËet prvk˘.

D˘kaz. BuÔte (v1, . . . , vn) a (u1, . . . , um) báze vektorového prostoru V. Jelikoæ vektory
v1, . . . , vn generují V a {u1, . . . , um} je lineárnÏ nezávislá mnoæina, podle Tvrzení 9.2.5
n � m. ObdobnÏ dostaneme, æe m � n. Takæe n = m. ⇤

Definice 9.3.2. Dimenze vektorového prostoru je poËet vektor˘ (libovolné) jeho báze.
Vektorov˝ prostor V dimenze n je n-rozmÏrn˝, zapisujeme dimV = n. Nulov˝ vekto-
rov˝ prostor {0} je 0-rozmÏrn˝.

P¯íklad. (1) Vektorov˝ prostor Pn nad polem P je n-rozmÏrn .̋ Jednou z bází je n-tice
(kanonická báze) ((1, 0, . . . , 0), (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 0, 1)).
(2) Vektorov˝ prostor C nad polem R je dvojrozmÏrn .̋ Jednou z bází je dvojice (1, i).
Vektorov˝ prostor C nad polem C je jednorozmÏrn ,̋ jednu z bází tvo¯í vektor 1. Vidíme,
æe dva vektorové prostory mohou mít r˘zné dimenze, p¯estoæe mají stejné mnoæiny
vektor˘.
(3) Vektorov˝ prostor Cn nad polem R je 2n-rozmÏrn .̋ Jednou z bází je 2n-tice

((1, 0, . . . , 0), (i, 0, . . . , 0),

(0, 1, 0, . . . , 0), (0, i, 0, . . . , 0),

. . . ,

(0, . . . , 0, 1), (0, . . . , 0, i)). ⇤

Definice 9.3.3. (1) Minimální mnoæina generátor˘ vektorového prostoru V je mno-
æina generátor˘ prostoru V, jejíæ æádná vlastní podmnoæina negeneruje V.
(2) Maximální lineárnÏ nezávislá mnoæina vektor˘ vektorového prostoru V je line-
árnÏ nezávislá mnoæina vektor˘ z V, která není vlastní podmnoæinou æádné lineárnÏ
nezávislé mnoæiny.

Tvrzení 9.3.3. BuÔte v1, . . . , vn 2 V. Pak následující podmínky jsou ekvivalentní:
(1) {v1, . . . , vn} je báze V;
(2) {v1, . . . , vn} je minimální mnoæina generátor˘ V;
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(3) {v1, . . . , vn} je maximální lineárnÏ nezávislá mnoæina vektor˘ V.

D˘kaz. (1) ) (2): Je-li {v1, . . . , vn} báze, je to mnoæina generátor˘ a æádn˝ z nich
není lineární kombinací ostatních. Tudíæ æádná její vlastní podmnoæina negeneruje V
a {v1, . . . , vn} je minimální mnoæina generátor˘.
(2) ) (1): {v1, . . . , vn} je mnoæina generátor˘. Jelikoæ je minimální, æádn˝ z jejích

vektor˘ není lineární kombinací ostatních, takæe je navíc lineárnÏ nezávislá, Ëili báze.
(1) ) (3): Je-li {v1, . . . , vn} báze, je lineárnÏ nezávislá a kaæd˝ vektor z V je lineární

kombinací vektor˘ báze. Tudíæ kaædá vlastní nadmnoæina je lineárnÏ závislá a tato je
tedy maximální.
(3)) (1): Mnoæina {v1, . . . , vn} je lineárnÏ nezávislá. Jelikoæ je maximální, po p¯idání

libovolného vektoru z V, dostaneme lineárnÏ závislou mnoæinu a ten p¯idan˝ vektor (ty
p˘vodní to b˝t nemohou) je lineární kombinací p¯edchozích, takæe {v1, . . . , vn} je navíc
mnoæina generátor˘, Ëili báze. ⇤

Tvrzení poskytuje dvÏ alternativní definice báze, které se Ëasto pouæívají. Má také
d˘leæité d˘sledky.

D˘sledek. BuÔ V n-rozmÏrn˝ vektorov˝ prostor. Pak

(1) libovolná jeho n-prvková lineárnÏ nezávislá podmnoæina tvo¯í bázi V;
(2) libovoln˝ch n jeho generátor˘ tvo¯í bázi V.

D˘kaz. (1) Prostor V má n-prvkovou mnoæinu generátor˘, takæe podle Tvrzení 9.2.5
kaædá n-prvková lineárnÏ nezávislá podmnoæina je maximální, tedy báze.
(2) V prostoru V existuje n-prvková lineárnÏ nezávislá mnoæina, takæe podle Tvr-

zení 9.2.5 kaædá n-prvková mnoæina generátor˘ je minimální, tedy báze. ⇤

D˘sledek. BuÔ {v1, . . . , vk} lineárnÏ nezávislá podmnoæina n-rozmÏrného vektorového
prostoru V. Pak ji lze doplnit do báze (v1, . . . , vk, vk+1, . . . , vn).

D˘kaz. V p¯ípadÏ, æe v1, . . . , vk generují V, tvo¯í bázi. Jinak existuje vektor vk+1 2 V,
kter˝ není lineární kombinací vektor˘ v1, . . . , vk, naËeæ mnoæina {v1, . . . , vk, vk+1} je
lineárnÏ nezávislá, protoæe vk+1 není lineární kombinací p¯edchozích vektor˘.
Po n � k opakováních téæe úvahy získáme n-prvkovou lineárnÏ nezávislou mnoæinu

{v1, . . . , vk, vk+1, vk+2, . . . , vn}, která je bází podle p¯edchozího d˘sledku. ⇤

9.4. Sou¯adnice

Tvrzení 9.4.1. BuÔ (e1, . . . , en) báze vektorového prostoru V. Pak pro kaædé v 2 V
existuje právÏ jedna n-tice skalár˘ (x1, . . . , xn) taková, æe v = x1e1 + · · ·+ xnen.

D˘kaz. BuÔ v 2 V. Jelikoæ e1, . . . , en generují V, existují x1, . . . , xn 2 P takové, æe
v = x1e1 + · · ·+ xnen. Jsou-li y1, . . . , yn libovolná taková, æe v = y1e1 + · · ·+ ynen, pak

0 = v � v = (x1e1 + · · ·+ xnen)� (y1e1 + · · ·+ ynen) =

= (x1 � y1)e1 + · · ·+ (xn � yn)en.

Z lineární nezávislosti mnoæiny {e1, . . . , en} plyne x1 � y1 = · · · = xn � yn = 0, a tedy
x1 = y1, . . . , xn = yn. ⇤

CviËení. Zformulujte a dokaæte obrácené tvrzení. ⇤
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Definice 9.4.1. Skaláry x1, . . . , xn z p¯edchozího tvrzení jsou sou¯adnice vektoru v
vzhledem k bázi (e1, . . . , en).

Sou¯adnice budeme zapisovat buÔ jako prvky pole x1, . . . , xn nebo jako uspo¯ádanou
n-tici x = (x1, . . . , xn) nebo jako matici typu n⇥ 1

x =

0

BBB@

x1

x2

...
xn

1

CCCA
.

P¯íklad. (1) Sou¯adnice vektoru 2 2 R vzhledem k bázi (6) je 13 , protoæe 2 =
1
3 · 6.

(2) Sou¯adnice vektoru (x, y, z) 2 R3 v kanonické bázi jsou x, y, z, protoæe (x, y, z) =
x · (1, 0, 0) + y · (0, 1, 0) + z · (0, 0, 1).
(3) Sou¯adnice vektoru (x, y, z) 2 R3 v bázi ((1, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 1, 1)) jsou x�y, y�z, z,
protoæe (x, y, z) = (x� y) · (1, 0, 0) + (y � z) · (1, 1, 0) + z · (1, 1, 1).
(4) Sou¯adnice vektoru z = a + bi 2 C(R) vzhledem k bázi (1, i) jsou a, b, protoæe
z = a · 1 + b · i.
Sou¯adnice vektoru z = a+ bi 2 C(C) vzhledem k bázi (1) je z, protoæe z = z · 1. ⇤

Sou¯adnice vektoru závisí na volbÏ báze. Jeden vektor má v r˘zn˝ch bázích r˘zné
sou¯adnice.
BuÔte V vektorov˝ prostor, v 2 V. BuÔte e = (e1, . . . , en) a e0 = (e01, . . . , e

0
n) báze V,

e nazvÏme stará báze, e0 nazvÏme nová báze. Sou¯adnice vektoru v vzhledem ke staré
bázi oznaËme x = (x1, . . . , xn) a ¯íkejme jim staré sou¯adnice. Sou¯adnice vektoru v
vzhledem k nové bázi oznaËme x0 = (x01, . . . , x0n) a ¯íkejme jim nové sou¯adnice. Platí
tedy v =

P
i x

iei =
P

i x
0ie0i.

Definice 9.4.2. Matice, jejíæ sloupky jsou tvo¯eny nov˝mi sou¯adnicemi star˝ch bá-
zov˝ch vektor˘, je matice p¯echodu od staré báze k nové bázi.

Matici p¯echodu od báze ↵ k bázi � budeme znaËit Q↵�.

Zobrazení

�(i, j) = �ij =
⇢
1 je-li i = j,
0 jinak je Kroneckerovo delta.

Tvrzení 9.4.2. Matice p¯echodu je regulární.

D˘kaz. BuÔte ↵ = (↵1,↵2, . . . ,↵n) a � = (�1,�2, . . . ,�n) báze jednoho vektorového
prostoru. OznaËme Q↵� = (a

j
i ) matici p¯echodu od báze ↵ k bázi � a Q�↵ = (b

j
i ) matici

p¯echodu od báze � k bázi ↵. Tedy, (a1i , a
2
i , . . . , a

n
i ) jsou sou¯adnice vektoru ↵i vzhledem

k bázi �, (b1i , b
2
i , . . . , b

n
i ) jsou sou¯adnice vektoru �i vzhledem k bázi ↵ a

↵i =
nX

j=1

aji�j a �i =
nX

j=1

bji↵j pro kaædé i = 1, 2, . . . , n.
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Po dosazení dostaneme

↵i =
nX

j=1

aji�j =

=
nX

j=1

aji

 
nX

k=1

bkj↵k

!
=

=
nX

k=1

0

@
nX

j=1

aji b
k
j

1

A↵k,

Ëili 0

@
nX

j=1

aji b
1
j ,

nX

j=1

aji b
2
j , . . . ,

nX

j=1

aji b
n
j

1

A

jsou sou¯adnice vektoru ↵i vzhledem k bázi ↵. Tedy,
nX

j=1

aji b
k
j = �ik =

⇢
1 je-li i = k,
0 jinak.

Ovπem
nX

j=1

aji b
k
j = (Q�↵Q↵�)ki

je v k-tém ¯ádku a i-tém sloupku souËinu Q�↵Q↵� , takæe Q�↵Q↵� = E, proto matice
Q�↵ a Q↵� jsou vzájemnÏ inverzní a tedy obÏ regulární. ⇤

Tvrzení 9.4.3. BuÔ Qee0 matice p¯echodu od staré báze e k nové bázi e0 a buÔte x a x0

staré a nové sou¯adnice jednoho vektoru. Potom

x0 = Qee0 · x.

D˘kaz. BuÔ Qee0 = (qij) matice p¯echodu od staré báze e k nové bázi e
0. Tedy

ei =
X

j

qji e
0
j .

BuÔ v = x1e1 + · · ·+ xnen 2 V . Potom

v = x1
X

j
qj1e

0
j + · · ·+ xn

X
j
qjne

0
j =

= x1(q11e
0
1 + q21e

0
2 + · · ·+ qn1 e

0
n) + · · ·+ xn(q1ne

0
1 + q22e

0
2 + · · ·+ qnne

0
n) =

=
⇣X

j
q1jx

j
⌘
e01 +

⇣X
j
q2jx

j
⌘
e02 + · · ·+

⇣X
j
qnj x

j
⌘
e0n.

Tedy

x0i =
X

j

qijx
j a x0 = Qee0 · x. ⇤

P¯íklad. (1) MÏjme R, starou bázi e = (6) a novou bázi e0 = (1). Pro v = 2 je x = (13)
a x0 = (2).
Matice p¯echodu od staré báze e k nové bázi e0 je

Qee0 =
�
6
�
.
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A skuteËnÏ

x0 = (6) · (13) = (2).
(2) MÏjme R2, starou bázi e = ((1,�1), (1, 1)) a novou bázi e0 = ((0, 2), (2, 1)). Pro
v = (2, 0) je x = (1, 1) a x0 = (�12 , 1).
Matice p¯echodu od staré báze e k nové bázi e0 je

Qee0 =

 
�34

1
4

1
2

1
2

!
.

A skuteËnÏ

x0 = Qee0 · x =
 
�34

1
4

1
2

1
2

!
·
✓
1
1

◆
=

 
�12
1

!
. ⇤

Tvrzení 9.4.4. BuÔte V vektorov˝ prostor nad polem P, e = (e1, . . . , en) jeho báze,
u, v 2 V, p 2 P, x = (x1, . . . , xn) sou¯adnice vektoru u a y = (y1, . . . , yn) sou¯adnice
vektoru v. Pak x + y = (x1 + y1, . . . , xn + yn) jsou sou¯adnice vektoru u + v a px =
(px1, . . . , pxn) jsou sou¯adnice vektoru pu.

D˘kaz. CviËení. ⇤

9.5. Orientace vektorového prostoru

Definice 9.5.1. BuÔte ↵, � báze jednoho vektorového prostoru. Báze ↵ má stejnou
orientaci jako báze �, jestliæe detQ↵� > 0.

Relace

↵ ⇠ � právÏ tehdy, kdyæ ↵ má stejnou orientaci jako �

je relace ekvivalence. (CviËení.) Tato relace ekvivalence rozdÏluje mnoæinu vπech bází
jednoho vektorového prostoru do dvou disjunktních t¯íd.

Definice 9.5.2. Prohlásíme-li nÏkterou z bází vektorového prostoru, a spoleËnÏ s ní
i kaædou bázi se stejnou orientací, za kladnou (nebo kladnÏ orientovanou), urËíme tím
orientaci vektorového prostoru a vektorov˝ prostor je potom orientovan˝. Báze, které
nejsou kladné, jsou záporné (nebo zápornÏ orientované).

P¯íklad. Kanonická báze prostoru Pn je obvykle uvaæována jako kladná. ⇤

9.6. P¯ím˝ souËet vektorov˝ch prostor˘

Definice 9.6.1. BuÔte V1, . . . , Vn vektorové prostory nad polem P . Na kartézském
souËinu V1 ⇥ · · ·⇥ Vn zaveÔme sËítání a násobení skalárem p¯edpisem

(u1, . . . , un) + (v1, . . . , vn) = (u1 + v1, . . . , un + vn),

p(u1, . . . , un) = (pu1, . . . , pun)

pro libovolné (u1, . . . , un), (v1, . . . , vn) 2 V1 ⇥ · · ·⇥ Vn a p 2 P .
Na V1 ⇥ · · ·⇥ Vn tak dostaneme strukturu vektorového prostoru nad polem P , kter˝
se znaËí V1 � · · ·� Vn a je to p¯ím˝ souËet vektorov˝ch prostor˘ V1, . . . , Vn.

CviËení. OvÏ¯te, æe V1 � · · ·� Vn je vektorov˝ prostor. ⇤
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Tvrzení 9.6.1. BuÔte V1, . . . , Vn koneËnÏrozmÏrné vektorové prostory. Pak

dim(V1 � · · ·� Vn) = dimV1 + · · ·+ dimVn.

D˘kaz. Pro kaædé i nechª (ei1, . . . , e
i
mi
) je báze Vi. Potom

((e11, 0, . . . , 0), . . . , (e
1
m1 , 0, . . . , 0),

(0, e21, 0, . . . , 0), . . . , (0, e
2
m2 , 0, . . . , 0),

. . . ,

(0, . . . , 0, en1 ), . . . , (0, . . . , 0, e
n
mn
))

je báze V1 � · · ·� Vn (cviËení). ⇤

P¯íklad. BuÔ V1 = R a V2 = R2. Potom V1⇥V2 je mnoæina R⇥R2 uspo¯ádan˝ch dvojic
(x, y), kde x 2 R a y = (y1, y2) 2 R2, tedy R⇥R2 = {(x, (y1, y2))|x 2 R, (y1, y2) 2 R2}.
Nap¯íklad

(1, (2, 3)) + (2, (1,�1)) = (1 + 2, (2, 3) + (1,�1)) = (3, (3, 2)),
3 · (2, (1, 4)) = (3 · 2, 3 · (1, 4)) = (6, (3, 12)).

BuÔ e1 = (1) báze R a buÔ e2 = (e21, e
2
2) = ((1, 0), (0, 1)) báze R2. Potom trojice

((e1, 0), (0, e21), (0, e
2
2)) = ((1, (0, 0)), (0, (1, 0)), (0, (0, 1)))

je báze R� R2 a dim(R� R2) = 3 = dimR+ dimR2 = 1 + 2. ⇤


