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11. p¯ednáπka, 12. 12. 2023

Tvrzení 9.2.1. Mnoæina vektor˘ {v1, . . . , vn} je lineárnÏ závislá právÏ tehdy, kdyæ
aspoÚ jeden z nich je lineární kombinací ostatních, tj. právÏ kdyæ existuje index i takov˝,
æe vektor vi je lineární kombinací vektor˘ v1, . . . , vi�1, vi+1, . . . , vn.

D˘kaz. „)ˇ P¯edpokládejme, æe mnoæina {v1, . . . , vn} je lineárnÏ závislá, tedy æe exis-
tují koeficienty a1, . . . , an takové, æe a1v1 + · · · + aivi + · · · + anvn = 0 a aspoÚ jeden
z nich je nenulov˝ (nap¯íklad ai). Potom

vi = �a1

ai
v1 � · · ·� ai�1

ai
vi�1 �

ai+1

ai
vi+1 � · · ·� an

ai
vn,

a vektor vi je tedy lineární kombinací ostatních.
„(ˇ Nechª vektor vi je lineární kombinací vektor˘ v1, . . . , vi�1, vi+1, . . . , vn, tedy

existují koeficienty a1, . . . , ai�1, ai+1, . . . , an takové, æe

vi = a1v1 + · · ·+ ai�1vi�1 + ai+1vi+1 + · · ·+ anvn.

Potom

a1v1 + · · ·+ ai�1vi�1 � vi + ai+1vi+1 + · · ·+ anvn = 0

s nenulov˝m koeficientem (�1) u vektoru vi. Tedy, mnoæina {v1, . . . , vn} je lineárnÏ
závislá. ⇤

Tvrzení 9.2.2. Mnoæina vektor˘ {v1, . . . , vn} je lineárnÏ závislá právÏ tehdy, kdyæ
aspoÚ jeden z nich je lineární kombinací p¯edchozích, tj. právÏ kdyæ existuje index i
takov˝, æe vektor vi je lineární kombinací vektor˘ v1, . . . , vi�1.

D˘kaz. „)ˇ Postupujeme jako v d˘kazu p¯edchozího tvrzení, jen nenulov˝ koeficient ai
vybereme s nejvyππím moæn˝m indexem. To znamená, æe ai+1 = · · · = an = 0 a zbytek
je z¯ejm .̋
Jako cviËení rozeberte podrobnÏ p¯ípad i = 1, kdy bude mnoæina p¯edcházejících

vektor˘ prázdná.
„(ˇ Tvrzení je speciálním p¯ípadem p¯edchozího. ⇤

Definice 9.2.6. Elementární úprava n-tice vektor˘ (v1, . . . , vn) z vektorového pro-
storu V nad polem P je:
(i) vynásobení vektoru nenulov˝m skalárem c;
(ii) p¯iËtení c-násobku j-tého vektoru k i-tému vektoru, kde i 6= j;
(iii) v˝mÏna i-tého vektoru s j-t˝m vektorem.

P¯i tom vznikají po ¯adÏ n-tice

(v1, . . . , vi�1, cvi, vi+1, . . . , vn),

(v1, . . . , vi�1, vi + cvj , vi+1, . . . , vj , . . . , vn),

(v1, . . . , vi�1, vj , vi+1, . . . , vj�1, vi, vj+1, . . . , vn).

Ke kaædé z tÏchto úprav existuje úprava inverzní, která je rovnÏæ elementární a stejného
typu (ovÏ¯te).

Definice 9.2.7. DvÏ n-tice vektor˘ jsou ekvivalentní, jestliæe jedna vznikne z druhé
koneËnou posloupností elementárních úprav.

CviËení. Ukaæte, æe právÏ zavedená relace mezi n-ticemi vektor˘ je reflexivní, symet-
rická a tranzitivní. ⇤
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P¯íklad. MÏjme matici typu m ⇥ n nad polem P. Její ¯ádky jsou uspo¯ádané n-tice
prvk˘ pole P, tj. vektory z prostoru Pn. Celá matice je pak m-tice takov˝ch n-tic,
tedy m-ticí vektor˘ z prostoru Pn. Elementární úpravy této m-tice vektor˘ jsou právÏ
elementární ¯ádkové úpravy dané matice. ⇤

Tvrzení 9.2.3. Nechª n-tice (u1, . . . , un) je ekvivalentní s n-ticí (v1, . . . , vn). Pak vek-
tory u1, . . . , un generují V právÏ tehdy, kdyæ vektory v1, . . . , vn generují V.

D˘kaz. Nechª lze získat n-tici (v1, . . . , vn) z n-tice (u1, . . . , un) jednou z elementárních
úprav, vybereme si úpravu druhého typu, tedy vi = ui + cuj a vk = uk pro k 6= i.
P¯edpokládejme, æe v1, . . . , vn generují V. Pro libovoln˝ vektor w 2 V tedy existují

koeficienty p1, . . . , pn takové, æe w = p1v1 + · · ·+ pnvn. Pak

w = p1u1 + · · ·+ pi(ui + cuj) + · · ·+ pjuj + · · ·+ pnun =

= p1u1 + · · ·+ piui + · · ·+ (pj + cpi)uj + · · ·+ pnun

je lineární kombinace vektor˘ u1, . . . , un.
OpaËná implikace vypl˝vá z právÏ dokázané, neboª n-tice (u1, . . . , un) vzniká z n-tice

(v1, . . . , vn) inverzní úpravou, která je stejného typu.
Pro ostatní úpravy obdobnÏ a v˝sledek platí i pro libovolnou koneËnou posloupnost

elementárních úprav. ⇤

Tvrzení 9.2.4. Nechª n-tice (u1, . . . , un) je ekvivalentní s n-ticí (v1, . . . , vn). Pak mno-
æina {u1, . . . , un} je lineárnÏ nezávislá právÏ tehdy, kdyæ mnoæina {v1, . . . , vn} je lineárnÏ
nezávislá.

D˘kaz. Nechª lze získat n-tici (v1, . . . , vn) z n-tice (u1, . . . , un) jednou z elementárních
úprav, vybereme si úpravu druhého typu, tedy vi = ui + cuj a vk = uk pro k 6= i.
P¯edpokládejme, æe {u1, . . . , un} je lineárnÏ nezávislá. BuÔte x1, . . . , xn 2 P takové,

æe x1v1 + · · ·+ xnvn = 0. Pak

0 = x1v1 + · · ·+ xnvn = x1u1 + · · ·+ xi(ui + cuj) + · · ·+ xjuj + · · ·+ xnun =

= x1u1 + · · ·+ xiui + · · ·+ (xj + cxi)uj + · · ·+ xnun.

Z lineární nezávislosti mnoæiny {u1, . . . , un} vypl˝vá, æe vπechny koeficienty poslední
lineární kombinace jsou nulové, tj. x1 = · · · = xi = · · · = xj + cxi = · · · = xn = 0.
Z toho dostaneme, æe i xj = 0.
OpaËná implikace vypl˝vá z právÏ dokázané, neboª n-tice (u1, . . . , un) vzniká z n-tice

(v1, . . . , vn) inverzní úpravou, která je stejného typu.
Pro ostatní úpravy obdobnÏ a v˝sledek platí i pro libovolnou koneËnou posloupnost

elementárních úprav. ⇤

Tvrzení 9.2.5. Nechª vektory v1, . . . , vn generují prostor V a {u1, . . . , um} ⇢ V je
lineárnÏ nezávislá. Pak m  n.

D˘kaz. Kaæd˝ z vektor˘ u1, . . . , um je lineární kombinací vektor˘ v1, . . . , vn, takæe pro
kaædé i 2 {1, . . . ,m} existují koeficienty a1i , . . . , a

n
i takové, æe ui = a1i v1 + · · · + ani vn.

Matici

A =

0

B@
a11 . . . an1
...
a1m . . . anm

1

CA

upravme pomocí ¯ádkov˝ch elementárních úprav na matici A0 ve schodovitém tvaru.
Provedeme-li stejné elementární úpravy s m-ticí u1, . . . , um, dostaneme ekvivalentní
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m-tici u01, . . . , u
0
m. Lineární kombinace vektor˘ v1, . . . , vn s koeficienty z jednotliv˝ch

¯ádk˘ matice A0 jsou rovny právÏ vektor˘m u01, . . . , u
0
m. Z lineární nezávislosti mnoæiny

{u1, . . . , um} plyne lineární nezávislost mnoæiny {u01, . . . , u0m} a také lineární nezávislost,
tedy i nenulovost ¯ádk˘ matice A0. Jelikoæ A0 je ve schodovitém tvaru a vπechny ¯ádky
má nenulové, nemá více ¯ádk˘ neæ sloupk˘, tedy m  n.
Tvrzení je také souËástí Tvrzení 9.2.7. ⇤

Lemma 9.2.6 (Lemma o v˝mÏnÏ). BuÔte v1, . . . , vn 2 V a u = a1v1 + · · ·+ anvn. Pak
pro kaædé i takové, æe ai 6= 0, platí [[v1, . . . , vn]] = [[v1, . . . , vi�1, u, vi+1, . . . , vn]].

D˘kaz. P¯edpokládejme, æe a1 6= 0 (pro jiné indexy je d˘kaz stejn˝). Potom

v1 =
1
a1

u�
nX

i=2

ai

a1
vi.

BuÔ w 2 [[v1, . . . , vn]]. Existují tedy b1, b2, . . . , bn takové, æe

w = b1v1 + b2v2 + · · ·+ bnvn =

=
b1

a1
u�

nX

i=2

b1ai

a1
vi + b2v2 + · · ·+ bnvn =

=
b1

a1
u+

nX

i=2

✓
bi � b1ai

a1

◆
vi 2 [[u, v2, . . . , vn]].

BuÔ w 2 [[u, v2, . . . , vn]]. Existují tedy c1, c2, . . . , cn takové, æe

w = c1u+ c2v2 + · · ·+ cnvn =

= c1
nX

i=1

aivi +
nX

i=2

civi =

= c1a1v1 +
nX

i=2

(c1ai + ci)vi 2 [[v1, . . . , vn]]. ⇤

Tvrzení 9.2.7 (Steinitzova vÏta o v˝mÏnÏ). Nechª vektory v1, . . . , vn generují prostor
V a {u1, . . . , um} ⇢ V je lineárnÏ nezávislá. Pak m  n a existují indexy i1, . . . , in�m 2
{1, . . . , n} takové, æe

[[v1, . . . , vn]] = [[u1, . . . , um, vi1 , . . . , vin�m ]].

D˘kaz. Mnoæina {u1, . . . , um} je lineárnÏ nezávislá, takæe vπechny ui jsou nenulové.
Vektor u1 je lineární kombinací vektor˘ v1, . . . , vn s aspoÚ jedním nenulov˝m koeficien-
tem a stejnÏ jako v p¯edchozím d˘kazu p¯edpokládejme, æe nenulov˝ koeficient je u v1.
Z Lemmatu o v˝mÏnÏ dostaneme [[v1, v2, . . . , vn]] = [[u1, v2, . . . , vn]].
Potom vektor u2 je lineární kombinací vektor˘ u1, v2, . . . , vn s aspoÚ jedním nenulo-

v˝m koeficientem u vektor˘ v2, . . . , vn (jinak by byla mnoæina {u1, u2} lineárnÏ závislá).
OpÏt pro jednoduchost p¯edpokládejme, æe nenulov˝ koeficient je u v2. Z Lemmatu
o v˝mÏnÏ dostaneme [[u1, v2, . . . , vn]] = [[u1, u2, v3, . . . , vn]].
Takto pokraËujeme, dokud buÔ nepouæijeme vπechny vektory u1, . . . , um nebo nevy-

mÏníme vπechny vektory v1, . . . , vn za vektory u1, . . . , un. Kdyby bylo m > n, vektory
un+1, . . . , um by byly lineární kombinace vektor˘ u1, u2, . . . , un ve sporu s lineární nezá-
vislostí mnoæiny {u1, . . . , um}. Takæem  n a [[v1, . . . , vn]] = [[u1, . . . , um, vi1 , . . . , vin�m ]].

⇤
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9.3. Báze

Definice 9.3.1. Báze vektorového prostoru je libovolná uspo¯ádaná lineárnÏ nezávislá
mnoæina jeho generátor˘.

Obvykle tedy budeme bázi vektorového prostoru zapisovat jako uspo¯ádanou n-tici
vektor˘. Pokud nebude záleæet na uspo¯ádání vektor˘ v bázi, budeme ji nÏkdy zapisovat
jen jako mnoæinu vektor˘.

P¯íklad. (1) (6) je báze R.
(2) ((1, 0), (0, 1)) je báze R2.
(3) ((1, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 1, 1)) je báze R3.
(4) Pro kaædé i 2 {1, . . . , n} buÔ ei vektor z Rn, kter˝ má na i-tém místÏ jedniËku
a jinde nuly. Potom (e1, . . . , en) je báze Rn a naz˝vá se kanonická nebo také standardní.
(5) (x2, x, 1) je báze R2[x]. ⇤


