
10. p¯ednáπka, 5. 12. 2023

9. Vektorové prostory

9.1. Definice, p¯íklady, základní vlastnosti

Vektor je bÏænÏ znázorÚován v rovinÏ nebo v prostoru jako orientovaná úseËka (πipka),
která má poËáteËní bod a koncov˝ bod. Pokud je moæné jeden takov˝ vektor p¯evést na
druh˝ takov˝ vektor rovnobÏæn˝m posunutím, ¯íká se, æe tyto dva vektory jsou totoæné
nebo ekvivalentní, nebo æe jsou to dvÏ umístÏní jednoho vektoru. Takové vektory se
sËítají pomocí pravidla rovnobÏæníku a násobí se reáln˝m Ëíslem tak, æe πipka se p¯ísluπnÏ
prodlouæí nebo zkrátí a p¯i násobení záporn˝m Ëíslem navíc zmÏní smÏr na opaËn .̋
ObecnÏ definujeme vektor jako prvek vektorového prostoru a vektorov˝ prostor nad

nÏjak˝m polem jako mnoæinu s operací sËítání a s násobením prvk˘ mnoæiny prvky
pole s takov˝mi vlastnostmi, které umoæÚují p¯edstavu vektoru jako πipky a p¯edstavu
sËítání vektor˘ a násobení vektoru prvkem pole, jak je uvedeno v p¯edchozím odstavci.

Definice 9.1.1. BuÔ V neprázdná mnoæina, P pole. Vektorov˝ prostor V nad polem
P je mnoæina V spolu s binární operací +: V ⇥ V ! V, (u, v) 7! u+ v, a zobrazením
· : P ⇥ V ! V, (p, v) 7! p · v, takov˝mi, æe
(1) pro kaædé u, v, w 2 V platí (u+ v) + w = u+ (v + w),
(2) existuje 0 2 V takov ,̋ æe pro kaædé v 2 V platí v + 0 = v,
(3) pro kaædé v 2 V existuje �v 2 V takové, æe v + (�v) = 0,
(4) pro kaædé u, v 2 V platí u+ v = v + u,
(5) pro kaædé v 2 V platí 1 · v = v,
(6) pro kaædé p, q 2 P a v 2 V platí (p · q) · v = p · (q · v),
(7) pro kaædé p, q 2 P a v 2 V platí (p+ q) · v = (p · v) + (q · v),
(8) pro kaædé p 2 P a u, v 2 V platí p · (u+ v) = (p · u) + (p · v).

Prvky mnoæiny V jsou vektory, prvky pole P jsou skaláry. Binární operace + se naz˝vá
sËítání, zobrazení · se naz˝vá násobení skalárem, vektor 0 2 V je nulov˝ vektor nebo
nula, vektor �v je opaËn˝ vektor k vektoru v.

Podmínky (1)–(8) jsou axiomy vektorového prostoru. Podmínky (1)–(4) znamenají,
æe V s operací + je komutativní grupa.
Jelikoæ kaædá binární operace má nejv˝πe jeden neutrální prvek, ve vektorovém pro-

storu existuje jedin˝ nulov˝ vektor. ObdobnÏ, jelikoæ kaæd˝ prvek má vzhledem k asoci-
ativní binární operaci nejv˝πe jeden inverzní prvek, ke kaædému vektoru existuje jedin˝
opaËn˝ vektor.
Násobení skalárem · : P ⇥V ! V, (p, v) 7! p ·v, není binární operace (není-li P = V ),

ale naz˝vá se vnÏjπí operace, a místo p · v se Ëasto píπe jen pv. Binární operace se nÏkdy
naz˝vá vnit¯ní operace.
Vektorov˝ prostor nad polem R, resp. C se naz˝vá reáln˝, resp. komplexní vektorov˝

prostor.

P¯íklad. (1) Vektorov˝ prostor Eukleidovské geometrie, dvojrozmÏrné i trojrozmÏrné,
kde vektor je t¯ída ekvivalentních πipek a je reprezentován jednotliv˝mi πipkami, jak je
uvedeno v prvním odstavci této kapitoly.
Nulov˝ vektor je reprezentován degenerovanou úseËkou nulové délky. Vektorov˝ pro-

stor v rovinÏ resp. prostoru znaËíme E2 resp. E3.
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(2) BuÔ V jednoprvková mnoæina, P pole. Jedin˝ prvek mnoæiny V oznaËme 0 a po-
loæme 0 + 0 = 0, �0 = 0 a p · 0 = 0 pro kaædé p 2 P . Dostáváme vektorov˝ prostor
naz˝van˝ nulov˝ prostor nebo triviální prostor.
(3) Kaædé pole je vektorov˝ prostor nad sebou sam˝m. Poloæíme-li v definici vektoro-
vého prostoru V = P , budou vπechny axiomy vektorového prostoru d˘sledky axiom˘
pole (ovÏ¯te). Získáváme tak nap¯íklad vektorov˝ prostor R nad R, vektorov˝ prostor
C nad C, vektorov˝ prostor Q nad Q a vektorov˝ prostor Z2 nad Z2.
(4) Kaædé pole je vektorov˝ prostor nad libovoln˝m sv˝m podpolem. Jedin˝ rozdíl
oproti p¯edchozímu p¯íkladu spoËívá v tom, æe násobení skalárem je dovoleno jen pro
skaláry z podpole.
(5) BuÔ n 2 N, P pole. Na mnoæinÏ Pn vπech uspo¯ádan˝ch n-tic prvk˘ P zaveÔme
sËítání a násobení skalárem p¯edpisem

(u1, u2, . . . , un) + (v1, v2, . . . , vn) = (u1 + v1, u2 + v2, . . . , un + vn),

p(u1, u2, . . . , un) = (pu1, pu2, . . . , pun).

Vzniká vektorov˝ prostor Pn nad polem P (ovÏ¯te). Nap¯íklad ¯ádky a sloupky matic
jsou prvky takov˝ch vektorov˝ch prostor˘.
(6) Vektorov˝ prostor Pn nad podpolem Q ⇢ P .
(7) Vektorov˝ prostor matic typu m ⇥ n nad polem P s operacemi sËítání a náso-
bení skalárem. ZnaËí se Pm⇥n neboMm⇥n(P ) (resp.Mm(P ) nebo gl(m,P ) v p¯ípadÏ
Ëtvercov˝ch matic).
(8) Vektorov˝ prostor polynom˘ stupnÏ nejv˝πe n nad polem P s operacemi sËítání
a násobení skalárem.
(9) Vektorov˝ prostor polynom˘ nad polem P s operacemi sËítání a násobení skalárem.
(10) Vektorov˝ prostor vπech ¯eπení homogenní soustavy rovnic.

(11) BuÔ X mnoæina, P pole. Na mnoæinÏ PX vπech zobrazení X ! P zaveÔme sËítání
a násobení skalárem p¯edpisem

(u+ v)(x) = u(x) + v(x),

(pu)(x) = p · u(x).

Vzniká vektorov˝ prostor PX nad polem P (ovÏ¯te). Speciální p¯ípady jsou mnoæina
vπech funkcí z R do R, mnoæina vπech spojit˝ch funkcí na R, mnoæina diferencovateln˝ch
funkcí na R, mnoæina vπech spojit˝ch funkcí na intervalu [a, b]. ⇤

Tvrzení 9.1.1. BuÔ V vektorov˝ prostor nad polem P. Pak pro kaædé u, v 2 V, p, q 2 P
platí

(i) 0 · v = 0,
(ii) (�1) · v = �v,
(iii) (p� q) · v = p · v � q · v,
(iv) p · (u� v) = p · u� p · v,
(v) Je-li p · v = 0, pak buÔ p = 0 nebo v = 0.

D˘kaz. CviËení. ⇤

9.2. Lineární kombinace, generátory, lineární nezávislost

BuÔ V vektorov˝ prostor nad polem P .
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Definice 9.2.1. BuÔte n 2 N, v1, v2, . . . , vn 2 V a p1, p2, . . . , pn 2 P. Lineární kombi-
nace vektor˘ v1, v2, . . . , vn s koeficienty p1, p2, . . . , pn je vektor

p1v1 + p2v2 + · · ·+ pnvn 2 V.

Lineární kombinace prázdné mnoæiny vektor˘, tedy n = 0, je nulov˝ vektor 0 2 V.

P¯íklad. (1) SouËet vektor˘ u, v je jejich lineární kombinace s koeficienty 1, 1. OpaËn˝
vektor k v je jeho lineární kombinace (skalární násobek) s koeficientem �1:

u+ v = 1 · u+ 1 · v, �v = (�1) · v.
(2) Lineární kombinace vektor˘ 1, 6 2 R s koeficienty 3, 1 2 R je 3 · 1 + 1 · 6 = 9.
(3) Lineární kombinace vektor˘ (1, 2, 0), (2, 3, 1) 2 R3 s koeficienty �3, 2 2 R je

(�3) · (1, 2, 0) + 2 · (2, 3, 1) = (1, 0, 2). ⇤

Definice 9.2.2. BuÔ U ✓ V. Lineární obal mnoæiny U je mnoæina [[U ]] vπech lineárních
kombinací koneËnÏ mnoha vektor˘ mnoæiny U . Pro U = {u1, u2, . . . , un} je

[[U ]] = [[u1, u2, . . . , un]] = {p1u1 + p2u2 + · · ·+ pnun| p1, p2, . . . , pn 2 P}.
Lineární obal prázdné mnoæiny je [[;]] = {0}.

Definice 9.2.3. Vektory v1, v2, . . . , vn 2 V generují V, je-li kaæd˝ vektor v 2 V
jejich lineární kombinací, to jest, jestliæe pro kaæd˝ vektor v 2 V existují ska-
láry p1, p2, . . . , pn 2 P takové, æe v = p1v1 + p2v2 + · · · + pnvn, to jest, jestliæe
[[v1, v2, . . . , vn]] = V.
V takovém p¯ípadÏ také mnoæina {v1, v2, . . . , vn} generuje V nebo je mnoæina generá-
tor˘ prostoru V nebo V je generován vektory v1, v2, . . . , vn.

P¯íklad. (1) Prostor R3 je generován vektory (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1). SkuteËnÏ, li-
bovoln˝ vektor (x, y, z) 2 R3 je jejich lineární kombinací s koeficienty x, y, z:

(x, y, z) = x · (1, 0, 0) + y · (0, 1, 0) + z · (0, 0, 1).
(2) Prostor R3 je generován vektory (1, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 1, 1). SkuteËnÏ, libovoln˝ vek-
tor (x, y, z) 2 R3 je jejich lineární kombinací s koeficienty x� y, y � z, z:

(x, y, z) = (x� y) · (1, 0, 0) + (y � z) · (1, 1, 0) + z · (1, 1, 1).
(3) Prostor R3 je generován vektory (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (3, 4, 5). Libovoln˝ vektor
(x, y, z) 2 R3 je jejich lineární kombinací s koeficienty x, y, z, 0:

(x, y, z) = x · (1, 0, 0) + y · (0, 1, 0) + z · (0, 0, 1) + 0 · (3, 4, 5).
V tomto p¯ípadÏ m˘æeme najít dokonce nekoneËnÏ mnoho vyjád¯ení ve tvaru lineární
kombinace, pro libovoln˝ parametr t 2 R platí

(x, y, z) = (x� 3t) · (1, 0, 0) + (y � 4t) · (0, 1, 0) + (z � 5t) · (0, 0, 1) + t · (3, 4, 5).
(4) Prostor R3 není generován vektory (1, 2, 0), (3, 4, 0), (5, 6, 0). OvÏ¯te.
(5) Vektory v1, v2, . . . , vn 2 Rm, kde vi = (v1i , v

2
i , . . . , v

m
i ), generují Rm, jestliæe soustava

v11x
1 + v12x

2 + · · ·+ v1nx
n = v1

v21x
1 + v22x

2 + · · ·+ v2nx
n = v2

...

vm1 x
1 + vm2 x

2 + · · ·+ vmn xn = vm
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o neznám˝ch x1, x2, . . . , xn má ¯eπení pro kaædou pravou stranu v1, v2, . . . , vm. Soustava
je totiæ ekvivalentní s podmínkou

x1

0

BBB@

v11
v21
...
vm1

1

CCCA
+ x2

0

BBB@

v12
v22
...
vm2

1

CCCA
+ · · ·+ xn

0

BBB@

v1n
v2n
...
vmn

1

CCCA
=

0

BBB@

v1

v2

...
vm

1

CCCA
.

(6) Prostor R2[x] polynom˘ neurËité x s reáln˝mi koeficienty stupnÏ nejv˝πe 2 je gene-
rován vektory x2, x+ 1, 1. OvÏ¯te. ⇤

Definice 9.2.4. Prostor, kter˝ má koneËnou mnoæinu generátor˘, je koneËnÏroz-
mÏrn˝.

P¯íklad. Vektorov˝ prostor R[x] vπech polynom˘ s reáln˝mi koeficienty není koneË-
nÏrozmÏrn .̋ Pro libovolné p1, . . . , pn 2 R[x] existuje p¯irozené Ëíslo m, které je vÏtπí
neæ stupeÚ kteréhokoliv z polynom˘ p1, . . . , pn. Pak polynom xm 2 R[x] není lineární
kombinací polynom˘ p1, . . . , pn, takæe polynomy p1, . . . , pn negenerují R[x]. ⇤

CviËení. (1) Jestliæe v1, . . . , vn generují V a vi je lineární kombinací ostatních, pak
v1, . . . , vi�1, vi+1, . . . , vn také generují V . Dokaæte.
(2) Nechª kaæd˝ z vektor˘ v1, . . . , vn je lineární kombinace vektor˘ u1, . . . , um 2 V .
Jestliæe v1, . . . , vn generují V , pak u1, . . . , um také generují V . Dokaæte. ⇤

Definice 9.2.5. BuÔ V vektorov˝ prostor nad polem P .
(1) Mnoæina vektor˘ {v1, v2, . . . , vn} ✓ V je lineárnÏ nezávislá, jestliæe z rovnosti

x1v1 + x2v2 + · · ·+ xnvn = 0, kde x1, x2, . . . , xn 2 P,

plyne x1 = x2 = · · · = xn = 0.
(2) Mnoæina vektor˘ {v1, v2, . . . , vn} ✓ V je lineárnÏ závislá, jestliæe není lineárnÏ
nezávislá.

»asto se zjednoduπenÏ a nep¯esnÏ ¯íká, æe nÏjaké vektory jsou lineárnÏ (ne)závislé.
Myslí se tím, æe p¯ísluπná mnoæina vektor˘ je lineárnÏ (ne)závislá.

P¯íklad. (1) Mnoæina {7} ⇢ R je lineárnÏ nezávislá. Je-li x · 7 = 0 pro nÏjaké x 2 R,
pak x = 0 (pro nenulové x uvedená rovnost x · 7 = 0 neplatí).
(2) Mnoæina {2, 3} ⇢ R je lineárnÏ závislá. Lineární kombinace x1 · 2 + x2 · 3 m˘æe b˝t
rovna 0, i kdyæ je nÏkter˝ z koeficient˘ x1, x2 nenulov ,̋ nap¯íklad x1 = 3, x2 = �2.
(3) Mnoæina {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} ⇢ R3 je lineárnÏ nezávislá. Lineární kombinace
x · (1, 0, 0)+y · (0, 1, 0)+z · (0, 0, 1) je vektor (x, y, z), kter˝ je roven (0, 0, 0) právÏ tehdy,
kdyæ x = y = z = 0 (ovÏ¯te).
(4) Mnoæina {(1, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 1, 1)} ⇢ R3 je lineárnÏ nezávislá. Lineární kombinace
x · (1, 0, 0)+ y · (1, 1, 0)+ z · (1, 1, 1) je vektor (x+ y+ z, y+ z, z), kter˝ je roven (0, 0, 0)
právÏ tehdy, kdyæ x = y = z = 0 (ovÏ¯te).
(5) Mnoæina {(1, 0,�1), (0, 1, 2), (2, 1, 0)} ⇢ R3 je lineárnÏ závislá. Lineární kombinace
x · (1, 0,�1) + y · (0, 1, 2) + z · (2, 1, 0) je vektor (x+ 2z, y + z,�x+ 2y), kter˝ je roven
(0, 0, 0) i pro nenulové koeficienty x, y, z, nap¯íklad x = 2, y = 1, z = �1. OvÏ¯te.
(6) Libovolná mnoæina vektor˘ obsahující nulov˝ vektor je lineárnÏ závislá. Lineární
kombinace 0 · v1 + 0 · v2 + · · · + 0 · vn + 1 · 0 je nulov˝ vektor a p¯itom aspoÚ jeden
koeficient je nenulov .̋
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(7) Mnoæina {v1, . . . , vn} ⇢ Rm, kde vi = (v1i , . . . , v
m
i ), je lineárnÏ nezávislá právÏ

tehdy, kdyæ soustava

v11x
1 + v12x

2 + · · ·+ v1nx
n = 0

v21x
1 + v22x

2 + · · ·+ v2nx
n = 0

...

vm1 x
1 + vm2 x

2 + · · ·+ vmn xn = 0

má právÏ jedno ¯eπení, a to sice x1 = x2 = · · · = xn = 0.
(8) Mnoæina {x2, x, 1} ⇢ R2[x] je lineárnÏ nezávislá. OvÏ¯te.
(9) Prázdná mnoæina je lineárnÏ nezávislá, protoæe vπechny koeficienty z prázdné mno-
æiny koeficient˘ jsou nulové. ⇤

CviËení. (1) Libovolná podmnoæina lineárnÏ nezávislé mnoæiny vektor˘ je lineárnÏ
nezávislá. Dokaæte.
(2) Jednoprvková monæina {v} ⇢ V je lineárnÏ nezávislá právÏ tehdy, kdyæ v 6= 0.
Dokaæte. ⇤


