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7. p¯ednáπka, 4. 4. 2023

13. Vlastní vektory

MÏjme lineární transformaci f : V ! V a její matici A vzhledem k nÏjaké bázi. Obraz
vektoru v p¯i lineární transformací fn m˘æeme najít tak, æe spoËteme jeho sou¯adnice,
a to tak æe sou¯adnice vektoru v vynásobíme maticí An, protoæe to je matice transfor-
mace fn (vπe samoz¯ejmÏ vzhledem ke zvolené bázi). Je tedy æádoucí volit bázi prostoru
tak, aby matice transformace byla co nejjednoduππí, pokud moæno diagonální, protoæe
potom se její mocnina poËítá velice jednoduπe.

13.1. Definice, p¯íklady

P¯i lineární transformaci f : V ! V se kaæd˝ vektor z prostoru V zobrazí na nÏkter˝
vektor opÏt z prostoru V . M˘æe se tedy stát, æe vektor se zobrazí na nÏjak˝ sv˘j skalární
násobek.

Definice 13.1.1. BuÔ f : V ! V lineární transformace vektorového prostoru V nad
polem P . Skalár � 2 P je vlastní hodnota (v p¯ípadÏ Ëíselného pole P (podpole pole
C) vlastní Ëíslo) transformace f , jestliæe existuje nenulov˝ vektor v 2 V takov ,̋ æe

f(v) = �v.

Kaæd˝ vektor v 2 V takov ,̋ æe f(v) = �v, kde � je vlastní hodnota transformace f ,
je vlastní vektor transformace f p¯ísluπn˝ vlastní hodnotÏ �.

Analogicky jsou definovány vlastní vektory a vlastní hodnoty (Ëísla) Ëtvercové matice.

Definice 13.1.2. BuÔ A Ëtvercová matice ¯ádu n nad polem P . Skalár � 2 P je
vlastní hodnota (vlastní Ëíslo) matice A, jestliæe existuje nenulov˝ vektor (uspo¯ádaná
n-tice, sloupková matice) x 2 Pn takov ,̋ æe

Ax = �x.

Kaæd˝ vektor x 2 Pn takov ,̋ æe Ax = �x, kde � je vlastní hodnota matice A, je
vlastní vektor matice A p¯ísluπn˝ vlastní hodnotÏ �.

Tedy, aby skalár � byl vlastní hodnota, musí existovat nenulov˝ vektor, kter˝ se
zobrazí na sv˘j �-násobek. Potom i nulov˝ vektor je vlastní vektor p¯ísluπn˝ vlastní
hodnotÏ �.

P¯íklad. (1) Je-li V netriviální prostor (obsahuje nenulov˝ vektor), pak pro identickou
transformaci id : V ! V , id(v) = v, kaæd˝ vektor v 2 V je vlastní s vlastní hodnotou 1,
protoæe id(v) = 1 · v.
(2) Je-li V netriviální prostor, pak pro nulovou transformaci 0 : V ! V , 0(v) = 0,
kaæd˝ vektor v 2 V je vlastní s vlastní hodnotou 0, protoæe 0(v) = 0 · v.
(3) Je-li V netriviální prostor a c skalár, pak pro transformaci fc : V ! V , fc(v) = cv,
kaæd˝ vektor v 2 V je vlastní s vlastní hodnotou c.
(4) Pro rovnobÏæné promítání E3 ! E3 podél vektoru v 6= 0 na rovinu U ⇢ E3

procházející poËátkem, kde v /2 U , vektor v a vπechny jeho násobky jsou vlastní vektory
s vlastním Ëíslem 0, kaæd˝ vektor z U je vlastní vektor s vlastním Ëíslem 1 a jiné vlastní
vektory tato transformace nemá.
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(5) Pro rotaci E2 ! E2 o úhel 0  ' < 2⇡:
(a) je-li ' = 0, pak jde o identickou transformaci a kaæd˝ vektor je vlastní s vlastním
Ëíslem 1;
(b) je-li ' = ⇡, pak jde o st¯edovou symetrii v 7! �v = (�1)v a kaæd˝ vektor je vlastní
s vlastním Ëíslem �1;
(c) v ostatních p¯ípadech neexistuje æádn˝ vlastní vektor.
(6) Rotace E3 ! E3 o úhel 0  ' < 2⇡ kolem zvolené pevné osy L procházející poËát-
kem. OznaËme L? rovinu procházející poËátkem kolmo k L (tzv. ortogonální doplnÏk).
(a) Je-li ' = 0, pak jde o identickou transformaci a kaæd˝ vektor je vlastní s vlastním
Ëíslem 1;
(b) je-li ' = ⇡, pak kaæd˝ vektor z L je vlastní s vlastním Ëíslem 1, kaæd˝ vektor z L?

je vlastní s vlastním Ëíslem �1 a æádn˝ jin˝ vlastní vektor tato transformace nemá;
(c) v ostatních p¯ípadech kaæd˝ vektor z L je vlastní vektor s vlastním Ëíslem 1 a æádn˝
jin˝ vlastní vektor neexistuje.
(7) BuÔ V vektorov˝ prostor vπech hladk˝ch funkcí R ! R (mají spojité derivace vπech
¯ád˘) a buÔ � : V ! V , �(f) = f 0 transformace, která funkci f p¯i¯adí její derivaci f 0.
Z matematické anal˝zy víme, æe pro libovolné � 2 R platí (e�x)0 = �e�x, Ëili funkce e�x

a kaæd˝ její skalární násobek jsou vlastní vektory transformace � s vlastním Ëíslem �.
BuÔ f 2 V libovolná funkce s vlastností f 0 = �f . Potom

(f(x)e��x)0 = f 0(x)e��x � f(x)�e��x =

= �f(x)e��x � f(x)�e��x =

= �f(x)(e��x � e��x) = 0,

Ëili funkce f(x)e��x je konstantní. OznaËíme-li f(x)e��x = c, dostaneme f(x) = c e�x,
takæe kaædá funkce s vlastností f 0 = �f je skalární násobek funkce e�x. To znamená,
æe kaædé reálné Ëíslo � je vlastní Ëíslo transformace � a p¯ísluπné vlastní vektory jsou
vπechny skalární násobky funkce e�x. ⇤
CviËení. UrËete vπechny vlastní vektory následujících lineárních transformací vekto-
rového prostoru C nad R. Návod: Pomozte si geometrickou interpretací v GaussovÏ
rovinÏ.

(1) Zobrazení C ! C, z 7! z⇤, kde z⇤ je Ëíslo komplexnÏ sdruæené k Ëíslu z.
(2) Zobrazení re : C ! R, z 7! re z = 1

2(z + z⇤) (reálná Ëást Ëísla z). ⇤

13.2. V˝poËet vlastních Ëísel a vlastních vektor˘

Tvrzení 13.2.1. BuÔ f : V ! V lineární transformace. Potom

(1) skalár � je vlastní hodnota transformace f právÏ tehdy, kdyæ f � � idV není
injektivní;

(2) mnoæina vπech vlastních vektor˘ p¯ísluπn˝ch vlastní hodnotÏ � transformace f
je podprostor prostoru V .

D˘kaz. BuÔte v 2 V a � skalár. Následující vztahy jsou ekvivalentní:

f(v) = �v

f(v)� �v = 0

f(v)� (� idV )(v) = 0
(f � � idV )(v) = 0

v 2 Ker(f � � idV )
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Takæe � je vlastní hodnota právÏ tehdy, kdyæ v Ker(f�� idV ) existuje nenulov˝ vektor,
coæ podle Tvrzení 12.2.2 je právÏ tehdy, kdyæ f � � idV není injektivní.
Z uvedeného navíc vypl˝vá, æe mnoæina vπech vlastních vektor˘ p¯ísluπn˝ch vlastní

hodnotÏ � transformace f je Ker(f � � idV ), coæ je podprostor prostoru V . ⇤
Obdobné trvrzení platí i pro vlastní hodnoty a vlastní vektory matice.

Tvrzení 13.2.2. BuÔ A matice typu n⇥ n nad polem P . Potom
(1) skalár � je vlastní hodnota matice A právÏ tehdy, kdyæ det(A� �En) = 0;
(2) mnoæina vπech vlastních vektor˘ p¯ísluπn˝ch vlastní hodnotÏ � matice A je pod-
prostor prostoru Pn.

D˘kaz. BuÔte x 2 Pn a � skalár. Následující vztahy jsou ekvivalentní:

Ax = �x

Ax� �x = 0

Ax� �Enx = 0

(A� �En)x = 0

x 2 Ker(A� �En)

Takæe � je vlastní hodnota právÏ tehdy, kdyæ v Ker(A��En) existuje nenulov˝ vektor,
tedy homogenní soustava (A � �En)x = 0 má nenulové ¯eπení, a to má právÏ tehdy,
kdyæ det(A� �En) = 0, Ëili matice A� �En je singulární.
Z uvedeného navíc vypl˝vá, æe mnoæina vπech vlastních vektor˘ p¯ísluπn˝ch vlastní

hodnotÏ � matice A je mnoæina vπech ¯eπení homogenní soustavy rovnic o n neznám˝ch,
coæ je podprostor prostoru Pn. ⇤
Tvrzení 13.2.3. BuÔ A matice typu n⇥n nad polem P. Potom det(A��En) je polynom
neurËité � stupnÏ n s koeficienty z pole P.

D˘kaz. CviËení. ⇤
Tvrzení 13.2.4. Matice typu n⇥ n má nejv˝πe n vlastních hodnot.

D˘kaz. Vlastní hodnoty jsou ko¯eny polynomu det(A��En) stupnÏ n a polynom stupnÏ
n má nejv˝πe n ko¯en˘. ⇤

Definice 13.2.1. BuÔ A Ëtvercová matice. Polynom

�A = det(A� �E)

je charakteristick˝ polynom matice A a rovnice

det(A� �E) = 0

je charakteristická rovnice matice A.

CviËení. BuÔ �A = cn�n+cn�1�n�1+ · · ·+c0 charakteristick˝ polynom matice A typu
n⇥ n. Ukaæte, æe cn = (�1)n, cn�1 = (�1)n�1 trA a c0 = detA. ⇤
Podle Tvrzení 13.2.2 je � vlastní hodnota matice A právÏ tehdy, kdyæ je ko¯enem

p¯ísluπného charakteristického polynomu. Vlastní vektory p¯ísluπné vlastní hodnotÏ �
získáme jako ¯eπení soustavy lineárních rovnic (A� �E)x = 0.
Pro lineární zobrazení f : U ! V , bázi u = (u1, . . . , un) prostoru U a bázi v =

(v1, . . . , vm) prostoru V máme definovánu matici zobrazení f vzhledem k bázím u a v.
Jedná-li se o lineární transformaci f , tedy U = V , a stejné báze, tedy u = v, budeme
p¯ísluπnou matici struËnÏji naz˝vat matice lineární transformace f vzhledem k bázi v.
Vlastní hodnoty lineární transformace m˘æeme hledat jako vlastní hodnoty matice

transformace.
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Tvrzení 13.2.5. BuÔte V koneËnÏrozmÏrn˝ vektorov˝ prostor nad polem P , f : V ! V
lineární transformace a A matice transformace f vzhledem k nÏjaké bázi prostoru V .
Potom � 2 P je vlastní hodnota transformace f právÏ tehdy, kdyæ � je vlastní hodnota
matice A.

D˘kaz. Tvrzení vypl˝vá z toho, æe vektor˘m z V jsou jednoznaËnÏ p¯i¯azeny jejich sou-
¯adnice (zobrazení p¯i¯azující vektor˘m jejich sou¯adnice je izomorfismus), transformace
f je urËena svou maticí A a sou¯adnice obrazu f(v) vektoru v o sou¯adnicích x jsou
rovny souËinu matic Ax, vπe vzhledem k jedné bázi. ⇤
Vlastní hodnoty lineární transformace f tedy získáváme jako vlastní hodnoty matice

A transformace f vzhledem k nÏjaké bázi, tedy jako ko¯eny charakteristického polynomu
matice A. P¯i volbÏ jiné báze dostaneme jinou matici A0 transformace f , jejíæ vztah k A
je A0 = QAQ�1, kde Q je matice p¯echodu mezi bázemi. Je otázkou, zda matice A a A0

mají stejné charakteristické polynomy a tedy stejné vlastní hodnoty.

Definice 13.2.2. BuÔte A,B Ëtvercové matice. Matice B je podobná matici A, jestliæe
existuje invertibilní matice Q taková, æe B = QAQ�1. Zapisujeme B ⇡ A.
Zobrazení A 7! QAQ�1 se naz˝vá podobnostní transformace.

CviËení. Dokaæte, æe relace ⇡ je relace ekvivalence. ⇤
Tvrzení 13.2.6. Podobné matice mají stejné charakteristické polynomy.

D˘kaz. Nechª B = QAQ�1. Potom

�B = det(B � �E) = det(QAQ�1 � �E) = det(QAQ�1 �Q�EQ�1) =

= det(Q(A� �E)Q�1) = detQ · det(A� �E) · detQ�1 =

= detQ · det(A� �E) · 1
detQ

= det(A� �E) = �A. ⇤

Díky p¯edchozímu tvrzení m˘æeme pomocí charakteristického polynomu matice defi-
novat charakteristick˝ polynom lineární transformace koneËnÏrozmÏrného prostoru.

Definice 13.2.3. BuÔ f : V ! V lineární transformace koneËnÏrozmÏrného vektoro-
vého prostoru V . Charakteristick˝ polynom �f transformace f je roven charakteristic-
kému polynomu �A matice A transformace f vzhledem k libovolné bázi.

Díky Tvrzení 13.2.6 je p¯edchozí definice korektní a ko¯eny charakteristického poly-
nomu transformace f jsou vπechny vlastní hodnoty transformace f .

Tvrzení 13.2.7. Lineární transformace n-rozmÏrného vektorového prostoru má nejv˝πe
n vlastních hodnot.

D˘kaz. Charakteristick˝ polynom je stupnÏ n a má tedy nejv˝πe n ko¯en˘. ⇤

Definice 13.2.4. Nechª f (resp. A) je lineární transformace koneËnÏrozmÏrného vek-
torového prostoru (resp. Ëtvercová matice) a � je její vlastní hodnota.
Algebraická násobnost vlastní hodnoty � je její násobnost jako ko¯ene charakteristic-
kého polynomu transformace f (resp. matice A).
Geometrická násobnost vlastní hodnoty � je dimenze podprostoru vlastních vektor˘
transformace f (resp. matice A) p¯ísluπn˝ch vlastní hodnotÏ �.


