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7. prednagka, 4. 4. 2023

13. VLASTNI VEKTORY

Méjme linearni transformaci f: V' — V a jeji matici A vzhledem k né&jaké bazi. Obraz
vektoru v pfi linearni transformaci f™ miizeme najit tak, ze spo¢teme jeho soufadnice,
a to tak Ze souradnice vektoru v vynasobime matici A", protoze to je matice transfor-
mace f" (vSe samoziejmé vzhledem ke zvolené bézi). Je tedy zéddouci volit bazi prostoru
tak, aby matice transformace byla co nejjednodussi, pokud mozno diagonalni, protoze
potom se jeji mocnina pocitd velice jednoduse.

13.1. Definice, priklady

Pfi linearni transformaci f: V — V se kazdy vektor z prostoru V zobrazi na néktery
vektor opét z prostoru V. Mtize se tedy stat, ze vektor se zobrazi na néjaky svij skalarni
nasobek.

Definice 13.1.1. Bud f: V — V linearni transformace vektorového prostoru V nad
polem P. Skalar A € P je vlastni hodnota (v pfipadé ¢iselného pole P (podpole pole
C) vlastni ¢islo) transformace f, jestlize existuje nenulovy vektor v € V' takovy, ze

f(v) = Av.

Kazdy vektor v € V takovy, ze f(v) = Av, kde A je vlastni hodnota transformace f,
je vlastni vektor transformace f ptislusny vlastni hodnoté A.

Analogicky jsou definovany vlastni vektory a vlastni hodnoty (¢isla) ¢tvercové matice.

Definice 13.1.2. Bud A ¢tvercovd matice fadu n nad polem P. Skalar A € P je
vlastni hodnota (vlastni ¢islo) matice A, jestlize existuje nenulovy vektor (uspofadana
n-tice, sloupkova matice) x € P" takovy, ze

Az = \x.

Kazdy vektor x € P" takovy, ze Ax = Ax, kde X je vlastni hodnota matice A, je
vlastni vektor matice A prislusny vlastni hodnoté A.

Tedy, aby skalar A byl vlastni hodnota, musi existovat nenulovy vektor, ktery se
zobrazi na svij A-nasobek. Potom i nulovy vektor je vlastni vektor prislusny vlastni

hodnoté .

Priklad. (1) Je-li V netrivialni prostor (obsahuje nenulovy vektor), pak pro identickou
transformaci id: V' — V, id(v) = v, kazdy vektor v € V' je vlastni s vlastni hodnotou 1,
protoze id(v) =1 - v.

(2) Je-li V netrividlni prostor, pak pro nulovou transformaci 0: V. — V, 0(v) = 0,
kazdy vektor v € V je vlastni s vlastni hodnotou 0, protoze 0(v) =0 - v.

(3) Je-li V netrividlni prostor a c skalar, pak pro transformaci f.: V — V, f.(v) = cv,
kazdy vektor v € V je vlastni s vlastni hodnotou c.

(4) Pro rovnobé&zné promitani E3 — E® podél vektoru v # 0 na rovinu U C E3
prochazejici pocatkem, kde v ¢ U, vektor v a vSechny jeho nasobky jsou vlastni vektory
s vlastnim c¢islem 0, kazdy vektor z U je vlastni vektor s vlastnim ¢islem 1 a jiné vlastni
vektory tato transformace nema.
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(5) Pro rotaci E2 — E? o thel 0 < ¢ < 2m:
(a) je-li ¢ = 0, pak jde o identickou transformaci a kazdy vektor je vlastni s vlastnim
¢

(b) je-li ¢ = m, pak jde o stfedovou symetrii v — —v = (—1)v a kazdy vektor je vlastni
s vlastnim c¢islem —1;

(c) v ostatnich pfipadech neexistuje zadny vlastni vektor.

(6) Rotace B3 — E3 o tithel 0 < ¢ < 27 kolem zvolené pevné osy L prochazejici po¢ét-
kem. Ozna¢me L' rovinu prochazejici po¢atkem kolmo k L (tzv. ortogondalni doplnék).
(a) Je-li ¢ = 0, pak jde o identickou transformaci a kazdy vektor je vlastni s vlastnim
¢islem 1;

(b) je-li ¢ = 7, pak kazdy vektor z L je vlastni s vlastnim &islem 1, kazdy vektor z L+
je vlastni s vlastnim ¢islem —1 a zadny jiny vlastni vektor tato transformace nema;

(c) v ostatnich pfipadech kazdy vektor z L je vlastni vektor s vlastnim ¢éislem 1 a zadny
jiny vlastni vektor neexistuje.

(7) Bud V vektorovy prostor vsech hladkych funkci R — R (maji spojité derivace vSech

fadi) a bud §: V — V, 6(f) = f’ transformace, ktera funkci f ptifadi jeji derivaci f’.

7Z matematické analjzy vime, ze pro libovolné A € R plati (e’*) = Xe*®, &ili funkce e*®

a kazdy jeji skalarni nasobek jsou vlastni vektory transformace § s vlastnim ¢islem A.
Bud f € V libovolné funkce s vlastnosti f/ = \f. Potom

(f(x)e ) = f'(x)e ™™ = f(x)Ae ™™ =
= M(@)e " = fla)re ™ =
= M(z) (e —e ™) =0,
Y

¢ili funkce f(x)e™* je konstantni. Oznacime-li f(z)e™** = ¢, dostaneme f(z) = ce’?,

takze kazda funkce s vlastnosti f/ = \f je skalarni nasobek funkce e**. To znamena,
ze kazdé realné cislo A je vlastni ¢islo transformace ¢ a prislusné vlastni vektory jsou
vSechny skalarni nasobky funkce e*®. ]

Cviceni. Urcete vSechny vlastni vektory néasledujicich linedrnich transformaci vekto-
rového prostoru C nad R. Navod: Pomozte si geometrickou interpretaci v Gaussové
rovine.

(1) Zobrazeni C — C, z — z*, kde z* je ¢islo komplexné sdruzené k ¢islu z.

(2) Zobrazenire: C — R, z — rez = 3(z + 2*) (redlna &st ¢isla 2). O

13.2. Vypocet vlastnich ¢éisel a vlastnich vektoru

Tvrzeni 13.2.1. Bud f: V — V linedrni transformace. Potom

(1) skaldar \ je vlastni hodnota transformace f prdavé tehdy, kdyz f — Nidy nend
injektivng;

(2) mnozina vsech vlastnich vektord prislusnych vlastni hodnoté A transformace f
je podprostor prostoru V.

Diikaz. Budte v € V' a X skalar. Nésledujici vztahy jsou ekvivalentni:
f(v) =X
f(v) —Av=0
f) = (Aidv)(v) =0
(f = Xidy)(v) =0
v € Ker(f — Aidy)
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Takze ) je vlastni hodnota préavé tehdy, kdyz v Ker(f — Aidy ) existuje nenulovy vektor,
coz podle Tvrzeni 12.2.2 je pravé tehdy, kdyz f — Aidy neni injektivni.

Z uvedeného navic vyplyva, Ze mnozina vsech vlastnich vektort prislusnych vlastni
hodnoté X transformace f je Ker(f — Aidy ), coz je podprostor prostoru V. U

Obdobné trvrzeni plati i pro vlastni hodnoty a vlastni vektory matice.

Tvrzeni 13.2.2. Bud A matice typu n X n nad polem P. Potom

(1) skaldr X\ je vlastni hodnota matice A pravé tehdy, kdyz det(A — \E,,) = 0;
(2) mnozina vsech vlastnich vektori prislusnych vlastni hodnoté X\ matice A je pod-
prostor prostoru P".

Diikaz. Budte x € P™ a A skalar. Nasledujici vztahy jsou ekvivalentni:

Ax = Mz
Ax—Ax =0
Ar — AE,x =0
(A= XE,)z =0

z € Ker(A — \E,,)

Takze A je vlastni hodnota pravé tehdy, kdyz v Ker(A — AE,,) existuje nenulovy vektor,
tedy homogenni soustava (A — AE,)z = 0 ma nenulové feSeni, a to ma pravé tehdy,
kdyz det(A — AE,,) = 0, ¢ili matice A — A\E,, je singularni.

7 uvedeného navic vyplyva, ze mnozina vSech vlastnich vektort pfislusnych vlastni
hodnoté A matice A je mnozina vSech feSeni homogenni soustavy rovnic o n neznamych,
coz je podprostor prostoru P". O

Tvrzeni 13.2.3. Bud A matice typu nxn nad polem P. Potom det(A—\E,,) je polynom
neurcité A stupneé n s koeficienty z pole P.

Dikaz. Cviceni. ]
Tvrzeni 13.2.4. Matice typu n X n md nejuyse n vlastnich hodnot.

Diikaz. Vlastni hodnoty jsou kofeny polynomu det(A—AE,,) stupné n a polynom stupné
n ma nejvyse n korend. O

Definice 13.2.1. Bud A ¢tvercova matice. Polynom
xa = det(A — \E)

je charakteristicky polynom matice A a rovnice
det(A—AE) =0

je charakteristickd rovnice matice A.

Cviéeni. Bud x4 = ¢y, \" + ¢, 1 A" L+ - -4 ¢g charakteristicky polynom matice A typu
n x n. Ukaite, Ze ¢, = (—1)", cpe1 = (=1)""1tr A a ¢ = det A. O

Podle Tvrzeni 13.2.2 je A vlastni hodnota matice A pravé tehdy, kdyz je kofenem
prislusného charakteristického polynomu. Vlastni vektory piislusné vlastni hodnoté A
ziskdme jako FeSeni soustavy linedrnich rovnic (A — AE)x = 0.

Pro linearni zobrazeni f: U — V, bazi v = (uy,...,u,) prostoru U a bazi v =
(v1,...,m) prostoru V méame definovidnu matici zobrazeni f vzhledem k bazim u a v.
Jedna-li se o linearni transformaci f, tedy U = V, a stejné baze, tedy u = v, budeme
prislusnou matici stru¢néji nazyvat matice linedrni transformace f vzhledem k bdzi v.

Vlastni hodnoty linearni transformace miizeme hledat jako vlastni hodnoty matice
transformace.
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Tvrzeni 13.2.5. Budte V' konecnérozmérny vektorovy prostor nad polem P, f: V — V
linedarni transformace a A matice transformace [ vzhledem k néjaké bazi prostoru V.
Potom A € P je vlastni hodnota transformace f prave tehdy, kdyz \ je vlastni hodnota
matice A.

Diikaz. Tvrzeni vyplyva z toho, Ze vektorim z V' jsou jednoznac¢né pritazeny jejich sou-
fadnice (zobrazeni prifazujici vektortim jejich souradnice je izomorfismus), transformace
f je urcena svou matici A a soufadnice obrazu f(v) vektoru v o soufadnicich z jsou
rovny soucinu matic Ax, vSe vzhledem k jedné bazi. O

Vlastni hodnoty linearni transformace f tedy ziskdvame jako vlastni hodnoty matice
A transformace f vzhledem k néjaké bazi, tedy jako kofeny charakteristického polynomu
matice A. Pfi volbé jiné baze dostaneme jinou matici A’ transformace f, jejiz vztah k A
je A = QAQ™!, kde Q je matice pfechodu mezi bazemi. Je otdzkou, zda matice A a A’
maji stejné charakteristické polynomy a tedy stejné vlastni hodnoty.

Definice 13.2.2. Budte A, B ¢tvercové matice. Matice B je podobnd matici A, jestlize
existuje invertibilni matice Q takova, ze B = QAQ~!. Zapisujeme B ~ A.
Zobrazeni A — QAQ™! se nazjva podobnostni transformace.

Cviceni. Dokazte, ze relace =~ je relace ekvivalence. g

Tvrzeni 13.2.6. Podobné matice maji stejné charakteristické polynomy.

Diikaz. Necht B = QAQ . Potom
xB = det(B — AE) = det(QAQ ™' — AF) = det(QAQ ™! — QA\EQ™ 1) =
=det(Q(A - AE)Q ) =det@ - det(A — \E) -det Q! =
—detQ-det(A—)\E)-detQ—det(A—)\E)—XA. O

Diky pfedchozimu tvrzeni mizeme pomoci charakteristického polynomu matice defi-
novat charakteristicky polynom linearni transformace kone¢nérozmérného prostoru.

Definice 13.2.3. Bud f: V — V linearni transformace koneénérozmérného vektoro-
vého prostoru V. Charakteristicky polynom x s transformace f je roven charakteristic-
kému polynomu y 4 matice A transformace f vzhledem k libovolné bazi.

Diky Tvrzeni 13.2.6 je predchozi definice korektni a kotreny charakteristického poly-
nomu transformace f jsou vSechny vlastni hodnoty transformace f.

Tvrzeni 13.2.7. Linedrni transformace n-rozmérného vektorového prostoru md nejvyse
n vlastnich hodnot.

Dikaz. Charakteristicky polynom je stupné n a méa tedy nejvysSe n kofend. O

Definice 13.2.4. Necht f (resp. A) je linearni transformace kone¢nérozmérného vek-
torového prostoru (resp. ¢tvercovd matice) a A je jeji vlastni hodnota.

Algebraickd ndsobnost vlastni hodnoty A je jeji ndsobnost jako kofene charakteristic-
kého polynomu transformace f (resp. matice A).

Geometrickd ndsobnost vlastni hodnoty A je dimenze podprostoru vlastnich vektort
transformace f (resp. matice A) piislusnych vlastni hodnoté .




