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6. prednaska, 28. 3. 2023

12.4. Matice linearniho zobrazeni

V pfikladu (7) v 12.1 pro kazdou matici A typu m x n nad polem P je f4: P"* — P™,
x — Az, linedrni zobrazeni.

Na druhou stranu, pro kazdé linearni zobrazeni f: P™ — P™ existuje jedind matice
A takové, 7ze f = fa. Pro kazdé i € {1,...,n} bud e; i-ty vektor kanonické baze
P" tedy e¢; = (0,...,0,1,0,...,0), kde 1 je na i-tém misté. Potom pro libovolné = =
(x!,...,2") € P" plati

f(x) = flzter + - +a",) = xl fler) + -+ 2" fen).
Cili pro matici A, jejiz sloupky jsou f(e1),..., f(en), plati f = fa.

Obdobné lze libovolnému linedrnimu zobrazeni mezi konec¢nérozmérnymi vektorovymi
prostory priradit matici, ktera toto zobrazeni popisuje, a to sice matici reprezentujici
prislusné linedrni zobrazeni mezi prostory soufadnic vektor vzhledem ke zvolenym
bazim.

Definice 12.4.1. Budte U,V vektorové prostory, (ui,...,u,) baze U a (v1,...,vpn)
baze V. Bud f: U — V linedrni zobrazeni. Matice A typu m X n, jejiz i-ty slou-

pek je tvofen soufadnicemi vektoru f(u;) € V' v bazi (v1,...,vn), se nazyva matice
linedrniho zobrazeni f vzhledem k bazim (uy,...,un) a (v1,...,0m).
Pfesnéji, Ag je j-ta soufadnice obrazu f(u;) v bazi (v1,..., vy ). Plati tedy

flu) =" Alv;.
J

Tvrzeni 12.4.1. Budte U,V wvektorové prostory, (ui,...,uy) bdaze U, (v1,...,vy) bdze

V, f: U — V linedrni zobrazeni, uw € U, A matice f, v = (2%,...,2") souradnice u,
y=(y},...,y™) souradnice f(u) € V vzhledem ke zvolenym bdzim. Pak
y = Azx.

Diikaz. Jelikoz u = Y, x'u;, tak
flu)y=f (Zz xluz> = Zl f(z'u;) = Zl 2 f(u;) = ZZ z’ Zj Agvj =
= Zj ZZ .I'ZAzU]

Cili j-t4 soufadnice vektoru f(u) v bézi (v1,...,vm) jey? =, x’Ai => Agxi, coz je
pravé vysledek ziskdvany pfi ndsobeni matic A a x. O

Priklad. Mé&jme a: Ro[z] = Ry[z], f — f’. Je to tedy zobrazeni z prostoru polynomi
stupné nejvyse 2 do prostoru polynomii stupné nejvyse 1, které polynomu prirazuje jeho
derivaci. Ovétte, ze se jedna o lineadrni zobrazeni.
V Ra[z] uvazujme bazi (1, z, 2%) a v Ry [z] bazi (1, ). Ovéite, Ze jsou to baze. Najdeme
obrazy vektorti baze (1,z,x2) pfi zobrazeni « a jejich soufadnice v béazi (1,z).
a(l) =0, soutadnice vektoru 0 v béazi (1,z) jsou (0,0);
alz) =1, soutfadnice vektoru 1 v bazi (1,z) jsou (1,0);

ax?) = 2z, soufadnice vektoru 2z v bazi (1,z) jsou (0, 2).
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Matice zobrazeni o vzhledem k bazim (1,z,22%) a (1,z) tedy je

010
A= <0 0 2> '
Napiiklad, (322 +22+7) = 6x+2. Vektor 322 +2x+7 méa v bazi (1, z, 22) soufadnice
x = (7,2,3) a vektor 6z + 2 ma v bazi (1, x) soufadnice y = (2,6). Ovéfte. A plati

7
010 2
A"”(o 0 2)' § <6>y -

Priklad. Matice identického zobrazeni id: U — U, id(u) = wu, vzhledem k béazim
(e1,...,6n) a (€),...,¢},) (v tomto pofadi) je matice pfechodu od béze (ey,...,ep)

k bazi (e],...,e}). O

Tvrzeni 12.4.2. Budte U,V,W wvektorové prostory, (ui,...,um) bdaze U, (v1,...,vy)
baze V, (w1, ...,wp) bdze W. Budte a: U — V, B: V. — W linedrni zobrazeni. Bud A

matice zobrazeni o vzhledem k bazim (uq, . .., um) a (vi,...,v,), bud B matice zobrazent
B vzhledem k bdzim (vi,...,v,) a (w1,...,wp). Potom BA je matice zobrazeni o «
vzhledem k bazim (uq,...,um) a (w1,...,wp).

Dikaz. Jelikoz au;) = 3, Agvj a fB(vj) =>4 Bj]?wk, tak

(Boa)(w) = Bla(u)) = 8 (> Ale;) =3 Alpw) =3 A4S Bluy =
= Zj,k AZBjkwk = Zk Zj AzBfwk =
= (Y A8 wn -+ (3, ALBY) w,

Cili v k-tém tadku i-tého sloupku matice zobrazeni 8o« je Y y A{ B;-“ => y BJI?A{, COZ
je totéz, co dostaneme pii soucinu B - A. O

Tvrzeni 12.4.3. Bud « izomorfismus a A jeho matice vzhledem k néjakym bdzim. Pak

A je invertibilni a A~ je matice inverzniho izomorfismu !,

Diikaz. Bud a: U — V a bud B matice linedrniho zobrazeni a~': V — U vzhledem
k pifslusnym bazim. Matice linedrniho zobrazeni o !oa = idy vzhledem k bézi prostoru
U je jednotkova matice E a podle piedchoziho tvrzeni je to matice BA. Cili, BA = E.
Analogicky AB = E. O

Dusledek. Kazdad matice prechodu od bdze k bdzi je invertibilni.

Dikaz. Podle uvedenych definic matice prechodu je totéz co matice identity, coz je

izomorfismus. O
Tvrzeni 12.4.4. Bud U vektorovy prostor se starou bdzi (ui,...,up) a novou bazi
(ul,...,ul), bud Q matice prechodu od staré baze k nové bazi. Bud V vektorovy prostor
se starou bdzi (vi,...,vn) a novou bazi (vy,...,v),), bud R matice piechodu od staré
bdze k mové bdzi. Bud o: U — V linedrni zobrazeni. Bud A matice zobrazeni a vzhle-
dem k bazim (u1,...,up) a (vi,...,0n). Bud A" matice zobrazeni o vzhledem k bdzim
/ !/ / /
(uh,...,ul) a (vi,...,v],). Pak

A= RAQ™L.
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Diikaz. Situaci mizeme znazornit diagramem

U a A%
(’U,l, 7un) A (’Ul, ,’Um)
ldU\LQ ldV\LR
U a A%
(Ul oosup) |oa” | (V1)

V rozich stoji vektorové prostory s vyznacenymi bazemi, Sipky oznacuji linearni zobra-
zeni a jsou u nich uvedeny také matice téchto zobrazeni. Plati idy o a = a0 idyy a také
a=idyo ao idl}l. Podle Tvrzeni 12.4.2 o matici slozeného zobrazeni potom

A'Q=RA ataké A = RAQ ' O

Piiklad. Méjme a: Ro[z] — Ry[z], f — f’. Je to tedy zobrazeni z prostoru polynomt
stupné nejvyse 2 do prostoru polynomi stupné nejvyse 1, které polynomu ptifazuje jeho
derivaci.

(1) Nejprve uvazujme (staré) baze (1,z,22?) v Ro[z] a (1, ) v Ry [z]. Ovéite, Ze jsou to
baze. Najdeme obrazy vektort baze (1, ,z?%) p¥i zobrazeni « a jejich soufadnice v bazi
(1, ).

a(l) =0, soufadnice vektoru 0 v bazi (1, z) jsou (0,0);
a(r) =1,

a(z?) = 2z, soutfadnice vektoru 2z v bazi (1, z) jsou (0,2).

soufadnice vektoru 1 v bazi (1, z) jsou (1,0);

Matice zobrazeni o vzhledem k bazim (1,z,22%) a (1, ) tedy je

010
Al:(o 0 2)'

(2) Nyni uvazujme (nové) baze (22, + 1,z) v Ro[z] a (z + 1,1) v Ry[z]. Ovéite,
7e jsou to baze. Najdeme obrazy vektorit baze (x?,z + 1,z) pii zobrazeni a a jejich
soutadnice v bézi (z + 1,1).

a(z?) = 2z, soutadnice vektoru 2z v bazi (z + 1, 1) jsou (2, —2);

alz+1) =1, soufadnice vektoru 1 v béazi (x + 1,1) jsou (0, 1);

alz) =1, soutfadnice vektoru 1 v bazi (x + 1,1) jsou (0, 1).
Matice zobrazeni o vzhledem k bazim (22,2 + 1,2) a (z + 1,1) tedy je

2 00
A2:<—2 1 1>'

Napi"iklad, (322 + 2x +7) = 6x + 2. Vektor 322 + 22 + 7 méa staré souradnice

= (7,2,3) a nové soufadnice :L' = (3 7,—5). Vektor 6x + 2 ma staré soutfadnice
y = (2,6) a nové soufadnice y = . Ovérte. A plati
01 0
Ar-z= (0 0 2 —Y

A2'$/=< Zy,-
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Matice piechodu od staré baze (1, x, %) k nové bazi (22, z + 1,z) v Ra[z] je

00 1
Q;=| 100
110

Matice prechodu od staré baze (1,z) k nové béazi (x + 1,1) v Ry[z] je

0 1
Q2:<1 —1)'

A plati
010
(0 1\ (0 1 0\ N
Qz-A1~Q3—<1 _1) (002) 01 1]=
100
010
00 2 2 00
_<01 2) ?éé_<—211>_A2' -

12.5. Algebraicka struktura na mnozZiné linearnich zobrazeni

Definice 12.5.1. Budte U,V vektorové prostory nad polem P a f,g: U — V zobra-
zeni.

(1) Zobrazeni f + g: U — V, zadané predpisem
(f +9)(u) = f(u) + g(u)

pro libovolny vektor u € U, se nazyva soucet zobrazeni f a g.
(2) Bud ¢ € P. Zobrazeni cf: U — V, zadané predpisem

(cf)(u) = c- f(u)

pro libovolny vektor v € U, se nazyva c-ndsobek zobrazeni f.

Tvrzeni 12.5.1. Budte U,V wvektorové prostory nad polem P, f,g: U — V linedrni
zobrazent a ¢ € P. Pak zobrazeni f 4 g, cf jsou linedrni.

Dikaz. Cviceni. O

Budte U, V vektorové prostory nad polem P. MnoZinu vSech linearnich zobrazeni z U
do V ozna¢me Homp (U, V). Tedy

Homp(U,V) ={f: U — V| f je linedrni zobrazeni nad polem P}.

Tvrzeni 12.5.2. Budte U,V vektorové prostory nad polem P. Pak mnoZina Homp(U, V)
s operacemi scitani zobrazeni a mdsobeni zobrazeni skaldrem je vektorovy prostor nad
polem P.

Dikaz. Cvicenl. O

Tvrzeni 12.5.3. Budte U,V wvektorové prostory nad polem P, ¢ € P, f,g: U — V
linedrni zobrazeni a A, B jejich matice vzhledem ke zvolenym bazim. Pak

(1) A+ B je matice linedrniho zobrazeni f + g vzhledem ke stejnym bdzim,

(2) cA je matice linedrniho zobrazeni cf vzhledem ke stejngm bdzim.

Dikaz. Cviceni. O

Tvrzeni 12.5.4. Budte U,V konecénérozmeérné vektorové prostory nad polem P, dim U =
n a dim'V = m. Pak vektorovy prostor Homp(U,V') je izomorfni s prostorem P™*™
vSech matic typu m X n nad polem P.
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Diikaz. Tvrzeni dokdZeme tak, Ze najdeme piislusny izomorfismus. Budte u béaze U,
v béze V a ¢: Homp(U,V) — P™*™ zobrazeni, které kazdému linedrnimu zobrazeni
f: U — V prifadi jeho matici vzhledem k bazim u a v.

Potom ¢ je bijekce, protoze kazda matice typu m X n je matici pravé jednoho li-
nearniho zobrazeni U — V vzhledem k uvedenym bazim (ovéite podrobné). Navic,
podle predchoziho tvrzeni ¢ je linedrni, protoze matice zobrazeni f + g je soucet matic
jednotlivych zobrazeni f a g a matice zobrazeni cf je c-nasobek matice zobrazeni f. [

Linearni zobrazeni V' — V' se nazyva linedrni transformace vektorového prostoru V/
nebo také linedrni operdtor na vektorovém prostoru V.

Na mnoziné Homp(V,V) mizeme navic uvazovat binarni operaci o skladani line-
arnich transformaci s neutrdlnim prvkem idy (mnoZina s asociativni bindrni operaci
s neutralnim prvkem se nazyva monoid).

Tvrzeni 12.5.5. Bud V wvektorovy prostor nad polem P. Pak pro libovolnd f,g,h €
Homp(V,V) a c € P plati

folg+h)=fog+foh,
(f+g)oh=foh+goh,
foleg)=(cf)og=c(foy).
Dikaz. Cviceni. O

Algebraicka struktura, kterd je soucasné monoid i vektorovy prostor nad polem P
a plati pro ni identity uvedené v predchozim tvrzeni, se nazyva asociativni P-algebra.
Tudiz, Homp(V, V) je asociativni P-algebra.

Jiny priklad asociativni P-algebry je mnoZina P"*"(= gl(n, P)) vSech étvercovych
matic typu n X n nad polem P vzhledem k binarnim operacim nasobeni a s¢itani matic
a k operaci nasobeni skaldrem (ovéite).

Podle pfedchozich tvrzeni v koneénérozmérném piipadé P-algebra Homp(V,V) je
izomorfni P-algebte gl(n, P).

Pro libovolné celé nezéporné ¢&slo k zavedme linearni transformaci f*: V — V pied-
pisem
f¥w) = f(f(--- f(v)---)) pro libovolné v € V, tj. f¥ = fo---o f.
——

——
k k

Tedy, [° =idy, f'=f, f?=fofa fr*!=fofm

Definice 12.5.2. Bud p = 2™ + -+ - + a17 + a9 € P[z] polynom. Bud f: V — V
linedrni transformace vektorového prostoru V nad polem P a A ¢tvercova matice nad
polem P. PoloZzme

p(f) =amf™ + -+ a1 f +aoidy,
p(A) = amAm + -+ CLlA + CLQE,
kde E je jednotkova matice stejného rozméru jako matice A.
Rikéme, Ze linedrni transformace p(f), resp. matice p(A) vznikla dosazenim linearni

transformace f, resp. matice A do polynomu p. Hodnota transformace p(f) ve vektoru
v € V se zapisuje p(f)(v).

Priklad. Necht p = 22 — 2z + 2. Pak pro libovolnou linearni transformaci f: V — V
méame p(f) = f2 — 2f + 2id a pro libovolny vektor v € V mame p(f)(v) = f(f(v)) —
2f(v) + 2v. O

Tvrzeni 12.5.6. Bud p polynom a bud A matice linedrni transformace [ vzhledem
k néjaké bazi. Pak p(A) je matice linedrni transformace p(f) vzhledem k tézZe bazi.
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Dikaz. Cviceni. |

Tvrzeni 12.5.7. Budte p,q polynomy. Pro libovolnou linedrni transformaci f a libo-
volnou ctvercovou matici A plati

(p+a)(f) = p(f) +a(f), (rg)(f) = p(f) o q(f),
(r+q)(A) =p(A) +q(A), (rg)(A) = p(A)q(A).
Dikaz. Cviceni. Ol

Dusledek. Budte p, q polynomy. Pro libovolnou linedrni transformaci [ a pro libovolnou
ctvercovou matici A plati

p(f) e q(f) = a(f) e p(f), p(A)q(A) = q(A)p(A)
(fikame, Ze p(f) a q(f) komutuji a p(A) a q(A) komutuji).



