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5. prednaska, 21. 3. 2023

12. LINEARNI ZOBRAZENI

12.1. Definice, priklady

Definice 12.1.1. Budte U,V vektorové prostory nad polem P. Zobrazeni f: U — V
se nazyva linedrni, presnéji linedrni nad polem P, nebo homomorfismus vektoroviych
prostori, jestlize pro kazdé vektory u,u1,us € U a kazdy skalar p € P plati

(1) flur +u2) = f(ur) + f(u2) (aditivita)
(ii) f(pu) = pf(w). (homogenita)

Piiklad. (1) Identické zobrazeniid: U — U, id(a) = a, je linearni.
(2) Nulové zobrazeni 0: U — U, 0(a) = 0, je linearni.

(3) Naésobeni skaldrem ¢ € P: Zobrazeni f.: U — U, f.(a) = ca, je linedrni. Nazyva
se homotetie. VSimnéte si, Zze pfedchozi dva priklady jsou specidlni ptipady pro ¢ = 1,
resp. ¢ = 0.

(4) Zobrazeni f: R — R je linedrni nad R pravé tehdy, kdyz existuje skalar ¢ € R
takovy, ze f(a) = ca. Dokazte. Navod: Polozte ¢ = f(1).

(5) Zobrazeni f: R?® — R2, (z,y,2) — (3z + 2y + 2,z — y), je linedrni. Ovéite.

(6) Zobrazeni f: R? — R%, (z,y) = (z + y, 7,7 — y,9), je linedrni. Ovéite.

(7) Bud A matice typu m x n nad polem P. Necht f4: P" — P™ je zobrazeni takové,
7e fa(z) = Ax (pFesnéji tedy fa: P! — P™>1), Cili, obraz n-tice z = (x!,...,2") je

linearni kombinace sloupki matice A s koeficienty z!,. .., z",

fa(z) =z A + 2%A5 + - + 2" A°.
Potom f4 je linearni zobrazeni.

(8) Zobrazeni C — C, z — z*, kde z* je ¢islo komplexné sdruzené k ¢islu z € C, je
linearni zobrazeni vektorovych prostori nad R. Toto zobrazeni neni linedrni zobrazeni
nad C. Ovérte.

(9) Zobrazenire: C — R, z > rez = 1(2+2*) (redlnd ¢4st &isla z) je linedrni zobrazeni
vektorovych prostort nad R.
(10) Je-li U C V podprostor, pak vlozeni (yy: U — V', 1y(u) = u, je linedrni zobrazeni.
(11) Otéceni. Pti otaceni Eukleidovské roviny kolem pevného bodu o tihel « se vSechny
vektory otaceji o tyz ihel v, nezavisle na jejich umisténi. Vznika zobrazeni ¢, : E? — E2.
Otéaceni prevadi soucet vektori na soucet vektorti a podobné c-nasobek vektoru na c-
nasobek vektoru. Naptiklad aditivita se velmi ndzorné ovéii poukazem na to, Ze otacenim
kolem vrcholu se rovnobéznik pfevadi v rovnobéznik a délka jeho stran a tthlopiicek se
pritom neméni.
Podobné otaceni kolem pevné osy v trojrozmérném Eukleidovském prostoru predsta-
vuje linearni zobrazeni vektortt E3 — E3.

(12) Rotace E3 — E3.

(13) Rovnobé&zné promitani. Promitani Eukleidovského prostoru E® do 2-rozmérného
podprostoru (priimétny) R ve zvoleném sméru L je zobrazeni E® — R. Smérem se
rozumi libovolny 1-rozmérny podprostor L takovy, ze E3 = L+R. Prtimét do roviny R
je s¢itanec xg v (jednozna¢ném) vyjadieni © = xy + g, kde z;, € L a xr € R.
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Promitani p: E® — R je linearni zobrazeni. Aditivita se projevuje v tom, Ze priimétem
rovnobéZnika je rovnobéznik.
(14) Projekce na piimku L prochazejici po¢atkem E? — L.
(15) Osové soumérnost podle piimky prochazejici po¢atkem, E? — E? i E3 — E3.
(16) Zobrazeni U — PYmU piifazujici vektoriim jejich soufadnice vzhledem ke zvolené
bazi, viz Tvrzeni 10.4.4.
(17) Zobrazeni P"*" — P, A — tr A, pfifazujici matici A typu n x n nad polem P jeji
stopu tr A = >, A! (soucet prvki na diagonale).
(18) Zobrazeni Plx] — P[z], kde P[] je prostor polynomu, pfifazujici polynomu jeho
derivaci. Derivace muze byt naptiklad i zobrazeni P,[x] — P,_1[x|, nebo zobrazeni
z prostoru diferencovatelnych funkci do prostoru vSech funkci.
(19) Zobrazeni z prostoru vsech integrovatelnych funkci na uzavieném intervalu do R
prifazujici funkci jeji urcity integral. O

Cviceni. Ukazte, ze linedrni zobrazeni U — V je homomorfismus abelovskych grup
(U, +,0,=) = (V,+,0, ). Specidlng, £(0) =0, f(—a) = —f(a). O

Cviceni. Bud f: U — V linedrni zobrazeni. Matematickou indukci ukazte, Ze pro
libovolné n € N, uy,...,u, € U a skalary py, ..., p, plati

f(prur + -+ poun) = prf(ur) + - + puf(un),
tedy obraz linearni kombinace je linearni kombinace obrazi. O
Linearni zobrazeni je jednoznacné urceno obrazy vektorti libovolné baze:

Tvrzeni 12.1.1. Budte U,V vektorové prostory nad polem P, (u1,...,u,) bdze U. Pak
pro kaZdou n-tici vi,...,v, € V existuje prdvé jedno linedrni zobrazeni f: U — V
takové, Ze f(uy) =v1,..., f(uy) = vy.

Diikaz. Budte vy,...,v, € V.Prou € U existuji z1,...,x, € P tak, ze u = zyuy +-- -+
ZTply. Polozme f(u) = z1v; + -+ - + x,v,. Cviceni: ovéite, ze f(u;) = v;, f je linearni
a je-li f’ zobrazeni s témito vlastnostmi, potom f/ = f. O

Tvrzeni 12.1.2. Budte f: U -V a g: V — W linedrni zobrazeni. Pak go f: U — W
je linedrni zobrazend.

Driikaz. Budte U, V, W vektorové prostory nad polem P. Pro libovoln4 w1, us € U mame

(go f)ur +uz) =g(f(ur +u2)) =

9(f(u1) + f(u2)) =
9(f(u1)) + g(f(u2)) =
= (go f)(u1) + (g o f)(uz2).

Pro libovolné u € U a p € P mame

(go f)pu) = g(f(pu
= g(pf(
—pg( (

=plgo

u

)
)
u))
lt

w). O
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12.2. Jadro a obraz

Definice 12.2.1. Bud f: U — V linearni zobrazeni. Oznacme
Ker f = {u € U| f(u) =0},
Im f = f(U) = {f(u)| v € U}.

Ker f se nazyva jddro a Im f se nazyva obraz linedrniho zobrazeni f.

Tvrzeni 12.2.1. Bud f: U — V linedrni zobrazeni. Pak
(1) Ker f je podprostor U,
(2) Im f je podprostor V.

Dikaz. (1) (i) 0 € Ker f, protoze f(0) = 0, (ii) Necht a,b € Ker f. Pak a + b € Ker f,
protoze f(a+b) = f(a)+ f(b) =040 = 0. (iii) Necht a € Ker f, r € P. Pak ra € Ker f,
protoze f(ra) =rf(a)=r-0=0.

(2) (i) 0 € Im f, protoze f(0) = 0, (ii) Nechf a,b € Im f, tedy existuji ¢,d € U takové,
ze f(c)=aa f(d) =0b. Pak a+ b € Im f, protoze f(c+d) = f(c) + f(d) = a + b. (iii)
Necht a € Im f, r € P, tedy existuje b € U takové, ze f(b) = a. Pak ra € Im f, protoze
f(rd) =rf(b) =ra. O
Cviceni. (1) Pro linearni zobrazeni re z ptikladu (9) plati:

Imre = R, Kerre = Ri = {ri| r € R}.

(2) Pfi rovnobé&zném promitani p: E3 — E? je podprostor Ker p totozny se smérem
promitani, kdezto Imp = E2.
(3) Pii otaceni ¢n: E? — E? o thel a # 2k7 je Im ¢, = E?, zatimco Ker ¢,, je nulovy
podprostor. O
Tvrzeni 12.2.2. Bud f: U — V linedrni zobrazeni. Pak

(1) f je injektivni pravé tehdy, kdyz Ker f =0,

(2) f je surjektivni pravé tehdy, kdyzIm f = V.
Dikaz. (1) Bud f injektivni, bud u libovolny prvek z Ker f. Pak f(u) = 0, ale sou¢asné
f(0) =0, nacez z injektivity u = 0.

Naopak, necht Ker f = 0 a necht f(a) = f(b). Pak f(a—b) = f(a)— f(b) =0, a tedy
a—beKerf, nateza—b=0,c¢lia=hb.

(2) Zfejmé. O

Jsou-li oba prostory U,V kone¢nérozmérné, pak se Cislo dim Ker f nazyva defekt
a Cislo dim Im f hodnost linedrniho zobrazeni. Plati o nich néasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 12.2.3. Budte U,V konecénérozmérné vektorové prostory a f: U — V linedrnd
zobrazeni. Pak

dimKer f + dimIm f = dim U.

Dikaz. Ozna¢me dimU = n a dimKer f = m. Bud (uq,...,u,,) baze Ker f a dopliime
ji vektory um41,...,u, do baze U.

Potom vektory f(ui),..., f(un) generuji f(U) = Im f (ovéfte podrobné), pficemz
f(u1) =+ = f(um) = 0 a nulovy vektor mizeme z mnoziny generatort bez nasledki
vyloudit. Zustane ndm tedy mnoZina generatorti {f(wm+1),..., f(un)}-

Ukazme, Ze tato mnozina je linedrné nezévisla. Necht

Tmt1f (Umt1) + -+ 2n f(ug) = 0.
Potom f(Zmt1Umt1 + -+ + Tpty) = 0, Cl Tppp1Ume1 + -+ + zpuy, € Ker f a

Tm+1Um+1 + o+ Tplp = T1UL + - + TUm
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pro vhodné koeficienty x1, ..., Z,,. Z linedrni nezavislosti mnoziny {u1, ..., u,} vyplyva,
ze vSechny koeficienty z1, ..., z, jsou nulové, zejména x,,+1 = --- = x, = 0 a mnozina
{f(Um+1)s---, f(un)} je tedy linedrné nezéavisla.

Méame tedy bazi podprostoru Im f tvofenou n—m vektory, takze dimIm f = n—m =
dim U — dim Ker f. O

12.3. Izomorfismy

Stejné jako u jinych algebraickych struktur, bijektivni homomorfismy se nazjvaji
izomorfismy.

‘ Definice 12.3.1. Izomorfismus vektorovych prostori je bijektivni linedrni zobrazeni.

Tvrzeni 12.3.1. Budte f: U — V linedrni zobrazeni a (eq,. .., ey,) bdze U. Potom
(1) f je injektivni prdavé tehdy, kdyz mnozina {f(e1),..., f(en)} je linedrné nezd-
visld;
(2) f je surjektivni pravé tehdy, kdyz vektory f(ei1),..., f(en) generuji V.
Dikaz. (1) Predpoklddejme, ze f je injektivni. Necht
xlf(el) +- xnf(en) = 0.

Potom f(xzie1 + -+ + xne,) = 0, tj. z1e1 + -+ + zpe, € Ker f. Z injektivnosti f
podle Tvrzeni 12.2.2 vyplyva, ze x1e1 +- - - +xpe, = 0, a z linedrni nezavislosti mnoziny

{e1,...,en} vyplyva, ze x1 = - - - = x,, = 0. Tedy, mnozina {f(e1), ..., f(en)} je linedrné
nezavisla.

Pfedpokladejme, ze mnozina {f(ey1),..., f(en)} je linedrné nezavisla a f(u1) = f(u2)
pro néjaké uy,us € U. Tedy u; = x1€1 + -+ + xpep, uo = y1e1 + -+ - + ynen a

0=f(u1) = fluz) =a1fler) + - +anflen) —yrfler) = —ynf(en) =
= ('731 - yl)f(el) +oot (:L'n - yn)f(en)

Z lineérni nezéavislosti mnoziny { f(e1),..., f(e,)} dostaneme x1—y; = -+ = zp,—y, = 0,
¢ili x1 =y1,...,2n = yn. TakZe u; = us a f je injektivni.

(2) Cviceni. O
Dausledek. Budte f: U — V linedrni zobrazeni a (e1,...,e,) bdze U. Potom f je

izomorfismus pravé tehdy, kdyz {f(e1),..., f(en)} je baze V.
Tvrzeni 12.3.2. Bud f: U — V izomorfismus. Pak f~1: V — U je také izomorfismus.

Dikaz. Zobrazeni f je bijektivni, takZe k nému existuje inverzni zobrazeni f~!, a to
je také bijektivni. Zbyva dokézat, Ze je linedrni. Budte v1,vy € V. Diky bijektivnosti
zobrazeni f existuji uj,us € U takové, ze f(u1) = v1 a f(ugz) = ve. Potom

F o+ v2) = FH(f(ua) + fluz)) =
= [Hf(ur +up)) =

= 7 o) + 7 (va).

Dtikaz homogenity nechame jako cviceni. O

Definice 12.3.2. Vektorové prostory, mezi nimiz existuje izomorfismus, se nazyvaji
izomorfni. Zapisujeme U = V.

Cviceni. Dokazte, ze relace ,byt izomorfni“ je relace ekvivalence (reflexivni, symet-
rickd, tranzitivni). O
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Cviceni. (1) Homotetie f.: a — ca z pfikladu (3) je izomorfismus pravé tehdy, kdyz
c#0.

(2) Homomorfismus z — z* z piikladu (8) je izomorfismus C = C.

(3) Homomorfismus re z prikladu (9) neni izomorfismus (neni injektivni).

(4) Otaceni je izomorfismus. Rovnobézné promitani £% — E? neni izomorfismus. [

Cviceni. Bud f: U — V izomorfismus kone¢nérozmérnych prostort. Jestlize (u, .. ., uy,)
je baze prostoru U, pak (f(u1),..., f(u,)) je baze prostoru V. Dokazte. Totéz pro mno-
Ziny generatort, resp. linedrné nezavislé mnoziny. O

Izomorfni prostory se z hlediska linearni algebry lisi jen v oznaceni prvku a operaci,
neni mezi nimi zddny rozdil odhalitelny prostiedky linearni algebry.

V kone¢nérozmérném pripadé je situace obzvlast prijemna: kazdy prostor je izomorfni
s nékterym prostorem P™.

Tvrzeni 12.3.3. Kazdy konecnérozmeérny vektorovy prostor U nad polem P je izo-
morfni s prostorem PV,

Diikaz. Zobrazeni U — PYmU | které vektorfim piifazuje jejich soufadnice vzhledem
k pevné zvolené bazi, je izomorfismus (ovéite podrobné). O

Pocitani se soufadnicemi vektorii z U je tedy po¢itani v izomorfnim prostoru P4mU,
Na druhé strané, tento izomorfismus zavisi na volbé baze, a to je divod, pro¢ neni
vhodné prostory U a PY™U ztotoziiovat.

Tvrzeni 12.3.4. Konecnérozmérné vektorové prostory nad stejnym polem jsou izo-
morfni pravé tehdy, kdyz maji stejnou dimenzi.

Dikaz. Bud f: U — V izomorfismus (mimo jiné, tedy injekce a surjekce). Podle Tvr-
zeni 12.2.2 médme dimKer f = 0 a dimIm f = dimV, a proto diky Tvrzeni 12.2.3
dimU = dimKer f + dimIm f = dim V.

Jestlize dim U = dim V, pak U = pdimU — pdimV =~ y/ O

12.3.1. Pfimé soucty vektorovych (pod)prostoru

Uz zndme piimy soucet prostorti a piimy soucet podprostord. Jsou-li Ui,...,U,
podprostory vektorového prostoru U, pak mohou existovat dva rtzné pfimé soucty,
Ui+...4U,aU; @ ---®U,. Prvni z nich je podprostor prostoru U, kdezto druhy neni.
Nicméné, podle néasledujiciho tvrzeni tyto pfimé soucty jsou izomorfni.

Tvrzeni 12.3.5. Budte Uy, ...,U, podprostory konecnérozmérného vektorového pro-
storu U. Pak ndsledujict vyroky jsou ekvivalentni:

(1) soucet Uy + --- + Uy, je primy;

2) U+ +U, 22U @ D U,.

Diikaz. Piedpokladejme, Ze soucet Uy + --- + U, je pfimy. Bud p: U1 & --- ® U, —
U+ -+ Uy, (u1,...,up) — u1 + - -+ + uy. Zobrazeni p je linedrni (cviceni). Jelikoz
soucet Uy +- - -+ U, je ptimy, kazdé u € Uy +- - - + U, 1ze zapsat pravé jednim zptisobem
jako u = uy + -+ + up, kde u; € U; pro kazdé i = 1,...,n. Muzeme tedy definovat
zobrazeni Uy + -+ U, - U1 @ --- ®U,, u+— (u,...,u,). Toto zobrazeni je inverzni
k p, tudiz p je bijekce, a tedy izomorfismus.

Pfedpokladejme, 7e Uy + -+ U, 2 Uy @& --- ® Uy,. Potom dim(U; + --- + U,) =
dim(U1®---®U,) =dimU; + - - -+ dim U, a podle Tvrzeni 11.3.3 soucet Uy +---+ U,
je primy. O

Cviceni. Dokazte, ze zobrazeni p z predchoziho dikazu je linedrni. O



110 Linearni zobrazeni

Cvicéeni. Pro kazdé i = 1,...,n zobrazeni m;: Uy & --- ® U, — U; zadané predpisem
(ug,...,uy) — u; se nazyva i-ta projekce.

Pro kazdé ¢« = 1,...,n zobrazeni ¢;: U; — Uy & --- @& U, zadané predpisem u —
(0,...,0,u,0,...,0), kde u stoji na i-tém misté, se nazyva vlozeni i-tého s¢itance.

Ukazte, Ze projekce m; a vloZeni ¢; jsou linedrni zobrazeni. Spoctéte m; o ¢;. U



