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4. p¯ednáπka, 14. 3. 2023

11. Vektorové podprostory

11.1. Definice, p¯íklady, základní vlastnosti

Definice 11.1.1. BuÔte V vektorov˝ prostor nad polem P a U ✓ V. U je vektorov˝
podprostor, jestliæe platí
(i) 0 2 U ;
(ii) u1 + u2 2 U pro kaædé u1, u2 2 U (uzav¯enost na sËítání);
(iii) pu 2 U pro kaædé u 2 U a kaædé p 2 P (uzav¯enost na násobení skalárem).

Podle (iii) pro kaæd˝ vektor u 2 U máme �u = (�1) · u 2 U , Ëili s kaæd˝m vektorem
leæí v U i vektor k nÏmu opaËn .̋ To spolu s (i) a (ii) znamená, æe podprostor je podgrupa
abelovské grupy (V,+, 0,�).
Axiomy vektorového prostoru jsou splnÏny na V a tím spíπe na U (cviËení). Tudíæ,

podobnÏ jako u ostatních algebraick˝ch podstruktur, podprostor je sám téæ vektorov˝m
prostorem.

P¯íklad. (1) V kaædém vektorovém prostoru je nulov˝ podprostor obsahující jen nu-
lov˝ vektor.
(2) Kaæd˝ prostor je sám sv˝m podprostorem.
(3) R je podprostorem vektorového prostoru C nad polem R (ovÏ¯te).
(4) {(a, 0)| a 2 R} je podprostor vektorového prostoru R2 nad polem R (ovÏ¯te). ⇤
Tvrzení 11.1.1. Mnoæina vπech ¯eπení homogenní soustavy lineárních rovnic o n ne-
znám˝ch s maticí A nad polem P je podprostor prostoru Pn s dimenzí n� rankA.

D˘kaz. Tvrzení vypl˝vá z kapitoly 4.5. Kaædá homogenní soustava rovnic má nulové
¯eπení, souËet ¯eπení je ¯eπení a skalární násobek ¯eπení je ¯eπení. Mnoæina vπech ¯eπení
tedy má vlastnosti poæadované v definici vektorového podprostoru. Navíc, fundamen-
tální systém ¯eπení má n� rankA prvk˘ a tvo¯í bázi prostoru vπech ¯eπení. ⇤
Mnoho dalπích p¯íklad˘ m˘æeme získat jako lineární obaly.

Tvrzení 11.1.2. BuÔ W podmnoæina vektorového prostoru V nad polem P . Pak platí:
(1) [[W ]] je podprostor prostoru V .
(2) Je-li U podprostor V obsahující W , pak [[W ]] ✓ U .

D˘kaz. (1) Ukáæeme, æe mnoæina [[W ]] splÚuje podmínky (i)–(iii) z definice vektorového
podprostoru. Podmínka (i): Pro libovoln˝ vektor v 2 W je 0 = 0v 2 [[W ]]. Podmínka
(ii): Jsou-li u, v 2 [[W ]], potom u = x1u1+ · · ·+xmum a v = y1v1+ · · ·+ynvn pro nÏjaké
xi, yj 2 P , ui, vj 2 W a m,n 2 N. Tedy u+ v = x1u1+ · · ·+xmum+ y1v1+ · · ·+ ynvn 2
[[W ]]. Podmínka (iii): CviËení.
(2) BuÔ w 2 [[W ]], tedy w = x1w1 + · · ·+ xnwn pro nÏjaké xi 2 P , wi 2 W a n 2 N.

Jelikoæ W ✓ U , vπechny vektory wi jsou prvky U , a jelikoæ U je vektorov˝ podprostor,
tedy uzav¯en˝ na násobení skalárem a sËítání vektor˘, w 2 [[W ]]. ⇤
Tudíæ, [[W ]] je nejmenπí podprostor prostoru V obsahující mnoæinu W .

Tvrzení 11.1.3. Libovoln˝ podprostor koneËnÏrozmÏrného vektorového prostoru je ko-
neËnÏrozmÏrn˝.
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D˘kaz. BuÔ V koneËnÏrozmÏrn˝ prostor, dimV = n, buÔ U ⇢ V podprostor. Zkon-
struujeme bázi postupem, kter˝ jsme pouæili p¯i doplÚování lineárnÏ nezávislé mnoæiny
vektor˘ do báze v d˘kazu druhého D˘sledku Tvrzení 10.3.3.

0-t˝ krok: Je-li U nulov˝ prostor, jsme hotovi (U je 0-rozmÏrn˝).
1-ní krok: Kdyæ U 6= {0}, pak existuje vektor u1 2 U \ {0}. Je-li U = [[u1]], pak jsme

hotovi (U je 1-rozmÏrn˝).
k-t˝ krok: Kdyæ U 6= [[u1, . . . , uk�1]], pak existuje vektor uk 2 U \ [[u1, . . . , uk�1]]. Je-li

U = [[u1, . . . , uk]], pak jsme hotovi (U je k-rozmÏrn˝).

Mnoæina {u1, . . . , uk} je lineárnÏ nezávislá, protoæe æádn˝ z jejích vektor˘ není lineární
kombinací p¯edchozích (podle konstrukce ui /2 [[u1, . . . , ui�1]]). Podle Tvrzení 10.2.5
lineárnÏ nezávislá mnoæina nemá více prvk˘ neæ mnoæina generátor˘, takæe pro nÏjaké
m  n dostaneme U = [[u1, . . . , um]]. ⇤

D˘sledek. Vektorov˝ prostor, kter˝ má nekoneËnÏrozmÏrn˝ podprostor, je nekoneËnÏ-
rozmÏrn˝.

P¯íklad. Prostor CrR vπech funkcí R ! R, spojit˝ch se vπemi derivacemi aæ do ¯ádu
r vËetnÏ, je nekoneËnÏrozmÏrn ,̋ protoæe obsahuje podprostor polynom˘ R[x], kter˝ je
nekoneËnÏrozmÏrn .̋ ⇤

Tvrzení 11.1.4. BuÔ V koneËnÏrozmÏrn˝ vektorov˝ prostor, buÔ U jeho podprostor.
Jestliæe dimU = dimV , pak U = V .

D˘kaz. BuÔ (u1, . . . , un) libovolná báze U . P¯edpokládejme, æe U 6= V , tedy æe existuje
vektor v 2 V \U . V prostoru V tak máme (n+1)-prvkovou lineárnÏ nezávislou mnoæinu
vektor˘ {u1, . . . , un, v} (æádn˝ z nich není lineární kombinací p¯edchozích: vektory ui
protoæe jsou bázové, vektor v proto, æe jinak by leæel v U). Tedy dimV � n+ 1 > n =
dimU . ⇤

P¯íklad. (1) Podprostory R.
(2) Podprostory R2.
(3) Podprostory R3. ⇤

11.2. Pr˘nik a souËet podprostor˘

Tvrzení 11.2.1. BuÔte U1, U2 podprostory V . Pak U1 \ U2 je podprostor V .

D˘kaz. Ukáæeme, æe mnoæina U1 \U2 splÚuje podmínky (i)–(iii) z definice vektorového
podprostoru. Podmínka (i): 0 2 U1 \U2, protoæe 0 2 U1 a 0 2 U2. Podmínka (ii): Nechª
u1, u2 2 U1 \ U2. Pak u1, u2 2 U1, takæe u1 + u2 2 U1, a zároveÚ u1, u2 2 U2, takæe
u1 + u2 2 U2. Tudíæ, u1 + u2 2 U1 \ U2. Podmínka (iii): CviËení. ⇤

CviËení. Pr˘nik libovolného systému podprostor˘ je podprostor. ⇤

Definice 11.2.1. BuÔte U1, U2 podprostory V . OznaËme

U1 + U2 = {u1 + u2| u1 2 U1, u2 2 U2} .
Mnoæina U1 + U2 se naz˝vá souËet podprostor˘ U1 a U2.

Prvky mnoæiny U1 + U2 jsou vπechny vektory v 2 V , pro nÏæ existuje vyjád¯ení
v = u1 + u2, kde u1 2 U1 a u2 2 U2.

Tvrzení 11.2.2. BuÔte U1, U2 podprostory V . Pak U1 + U2 je podprostor V .
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D˘kaz. Ukáæeme, æe mnoæina U1+U2 splÚuje podmínky (i)–(iii) z definice vektorového
podprostoru. Podmínka (i): 0 = 0 + 0 2 U1 + U2, kde 0 2 U1 a 0 2 U2. Podmínka (ii):
Nechª u, v 2 U1+U2. Pak u = u1+ u2 a v = v1+ v2, kde u1, v1 2 U1, u2, v2 2 U2, naËeæ
u+ v = u1+u2+ v1+ v2 = (u1+ v1)+ (u2+ v2) 2 U1+U2. Podmínka (iii): CviËení. ⇤
CviËení. Dokaæte, æe (1) U1, U2 ✓ U1 + U2.
(2) Je-li U podprostor ve V takov ,̋ æe U1 ✓ U a U2 ✓ U , pak U1 + U2 ✓ U .
Návod: (1) Je-li u1 2 U1 libovoln˝ prvek, pak u1 = u1 + 0 2 U1 + U2.
(2) BuÔ u1 + u2 obecn˝ vektor z U1 + U2, u1 2 U1, u2 2 U2. Protoæe U1, U2 ✓ U ,

máme u1, u2 2 U , naËeæ u1 + u2 2 U .
Mnoæina S(V ) vπech podprostor˘ vektorového prostoru V je uspo¯ádána inkluzí ✓.

Z dokázan˝ch tvrzení o pr˘nicích a souËtech podprostor˘ plyne, æe mnoæina S(V ) je
svazovÏ uspo¯ádána, p¯iËemæ infimem je pr˘nik a supremem je souËet podprostor˘.
Tudíæ, (S(V ),\,+) je svaz. ⇤
Tvrzení 11.2.3. BuÔte U1, U2 koneËnÏrozmÏrné podprostory jednoho vektorového pro-
storu. Pak

dimU1 + dimU2 = dim(U1 + U2) + dim(U1 \ U2).

D˘kaz. OznaËme dimU1 = n1, dimU2 = n2 a dim(U1 \ U2) = m. BuÔ {u1, . . . , um}
báze v U1 \ U2. To je lineárnÏ nezávislá mnoæina vektor˘ v U1 i v U2 a m˘æeme ji tedy
v obou prostorech doplnit do báze vektory u11, . . . , u

1
n1�m resp. u

2
1, . . . , u

2
n2�m. Ukaæme,

æe {u1, . . . , um, u11, . . . , u
1
n1�m, u21, . . . , u

2
n2�m} je báze v U1 + U2.

Nejd¯íve ukáæeme, æe mnoæina {u1, . . . , um, u11, . . . , u
1
n1�m, u21, . . . , u

2
n2�m} je lineárnÏ

nezávislá. Nechª

c1u1 + · · ·+ cmum + c11u
1
1 + · · ·+ c1n1�mu1n1�m + c21u

2
1 + · · ·+ c2n2�mu2n2�m = 0

pro nÏjaké skaláry c1, . . . , cm, c11, . . . , c
1
n1�m, c21, . . . , c

2
n2�m 2 P . Pak

c1u1 + · · ·+ cmum + c11u
1
1 + · · ·+ c1n1�mu1n1�m = �c21u

2
1 � · · ·� c2n2�mu2n2�m,

kde na levé stranÏ je prvek z U1 a na pravé prvek z U2, ale protoæe jsou si rovny, leæí
v U1 \ U2, a lze je jednoznaËnÏ vyjád¯it jako lineární kombinace vektor˘ u1, . . . , um.
Vyjád¯eme tak vektor na pravé stranÏ: existují skaláry x1, . . . , xm 2 P takové, æe

x1u1 + · · ·+ xmum = �c21u
2
1 � · · ·� c2n2�mu2n2�m.

Z nezávislosti mnoæiny {u1, . . . , um, u21, . . . , u
2
n2�m} (je to báze v U2) plyne, æe

x1 = · · · = xm = c21 = · · · = c2n2�m = 0.

Odtud

c1u1 + · · ·+ cmum + c11u
1
1 + · · ·+ c1n1�mu1n1�m = 0,

a z nezávislosti mnoæiny {u1, . . . , um, u11, . . . , u
1
n1�m} (je to báze v U1) plyne, æe

c1 = · · · = cm = c11 = · · · = c1n1�m = 0.

Vπechny koeficienty c1, . . . , cm, c11, . . . , c
1
n1�m, c21, . . . , c

2
n2�m jsou tedy nulové, takæe mno-

æina {u1, . . . , um, u11, . . . , u
1
n1�m, u21, . . . , u

2
n2�m} je lineárnÏ nezávislá.

Snadno se dokáæe, æe vektory u1, . . . , um, u11, . . . , u
1
n1�m, u21, . . . , u

2
n2�m generují U1 +

U2 (cviËení).
Máme tedy bázi v U1+U2 o m+(n1�m)+ (n2�m) = n1+n2�m vektorech, takæe

dim(U1 + U2) = n1 + n2 �m = dimU1 + dimU2 � dim(U1 \ U2). ⇤
P¯íklad. V prostoru E3 buÔ U ⇢ E3 nÏjaká rovina procházející poËátkem a L ⇢ E3

libovolná p¯ímka procházející poËátkem a neleæící v U . Pak U je podprostor a podobnÏ
L je podprostor, p¯iËemæ evidentnÏ U \L = {0}. Proto dim(U +L) = dimU +dimL�



102 Vektorové podprostory

dim(U \ L) = 2 + 1 � 0 = 3 = dimE3. Tudíæ, E3 = U + L a kaæd˝ vektor v 2 E3 je
souËtem v = u+ l, kde u 2 U a l 2 L. Jak najdeme vektory u, l, je-li dán vektor v? ⇤
CviËení. BuÔte U1, U2 podprostory ve vektorovém prostoru V , nechª dimU1+dimU2 >
dimV . Ukaæte, æe existuje nenulov˝ vektor u 2 U1 \ U2. ⇤
CviËení. Ukaæte, æe [[u1, . . . , un]] + [[v1, . . . , vm]] = [[u1, . . . , un, v1, . . . , vm]]. ⇤
Definici souËtu podprostor˘ lze snadno rozπí¯it na libovoln˝ koneËn˝ poËet sËítanc˘:

U1 + · · ·+ Un = {u1 + · · ·+ un| u1 2 U1, . . . , un 2 Un} .

Vektor v 2 V tedy leæí v U1 + · · · + Un právÏ tehdy, kdyæ jej lze zapsat jako souËet
v = u1 + · · ·+ un, p¯iËemæ u1 2 U1, . . . , un 2 Un.

11.3. P¯ím˝ souËet podprostor˘

Definice 11.3.1. BuÔ V vektorov˝ prostor nad polem P , buÔte U1, . . . , Un podpro-
story V . SouËet U1+· · ·+Un se naz˝vá p¯ím˝, jestliæe kaæd˝ vektor v 2 U1+· · ·+Un lze
zapsat právÏ jedním zp˘sobem jako souËet v = u1+ · · ·+un, kde u1 2 U1, . . . , un 2 Un.
P¯ím˝ souËet zapisujeme s teËkami: U1+̇ · · · +̇Un.

P¯íklad. Nechª U1 = {(x, 0, 0)| x 2 P}, U2 = {(0, y, 0)| y 2 P}, U3 = {(0, 0, z)| z 2 P}.
Pak P 3 = U1+̇U2+̇U3, protoæe libovoln˝ vektor u = (x, y, z) 2 P 3 má jediné vyjád¯ení
ve tvaru souËtu u = u1 + u2 + u3, kde u1 2 U1, u2 2 U2, u3 2 U3, a sice (x, y, z) =
(x, 0, 0) + (0, y, 0) + (0, 0, z). ⇤
Tvrzení 11.3.1. BuÔte U1, U2 podprostory V . Pak následující podmínky jsou ekviva-
lentní:

(i) V = U1+̇U2;
(ii) V = U1 + U2, U1 \ U2 = 0.

D˘kaz. (i) ) (ii): Je-li V = U1+̇U2, pak kaæd˝ vektor v 2 V lze vyjád¯it jako souËet
v = u1 + u2, kde u1 2 U1 a u2 2 U2, Ëili V = U1 + U2. Ukaæme, æe U1 \ U2 = 0. BuÔ
v 2 U1 \ U2. Pak máme dva rozklady vektoru v na sËítance z U1 a U2, a sice v = 0 + v
a v = v + 0. Totoænost obou rozklad˘ znamená, æe v = 0.
(ii) ) (i): Je-li V = U1 + U2, pak kaæd˝ vektor v 2 V lze vyjád¯it jako souËet

v = u1 + u2, kde u1 2 U1 a u2 2 U2. Dokáæeme jeπtÏ jednoznaËnost vektor˘ u1, u2:
Pokud je u01, u

0
2 jiná dvojice vektor˘ taková, æe v = u01 + u02, pak

0 = v � v = (u1 � u01) + (u2 � u02),

a tedy u1 � u01 = �(u2 � u02). Vektor u1 � u01 2 U1 je roven vektoru �(u2 � u02) 2 U2,
proto leæí v pr˘niku U1\U2, coæ je nulov˝ prostor. Tudíæ, u1�u01 = 0 a u2�u02 = 0. ⇤
P¯íklad. (1) V = V +̇0 pro libovoln˝ vektorov˝ prostor V .
(2) Prostor E3 je p¯ím˝m souËtem U+̇L, je-li U ⇢ E3 libovolná rovina procházející
poËátkem a L ⇢ E3 libovolná p¯ímka procházející poËátkem a neleæící v U . ⇤
V p¯ípadÏ koneËnÏrozmÏrn˝ch podprostor˘ máme jednoduché kritérium.

Tvrzení 11.3.2. BuÔte U1, U2 podprostory koneËnÏrozmÏrného vektorového prostoru V
takové, æe V = U1 + U2. Pak následující podmínky jsou ekvivalentní:

(i) V = U1+̇U2;
(ii) dimV = dimU1 + dimU2.
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D˘kaz. (i) ) (ii): dimV = dimU1 + dimU2 � dim(U1 \ U2) = dimU1 + dimU2.
(ii)) (i): Nechª dimV = dimU1+dimU2. Potom dim(U1\U2) = dimU1+dimU2�

dim(U1 + U2) = dimU1 + dimU2 � dimV = 0, Ëili U1 \ U2 = 0. ⇤
CviËení. BuÔte V = U1+̇U2, (e11, . . . , e

1
m1) báze podprostoru U1, (e21, . . . , e

2
m2) báze

podprostoru U2. Pak (e11, . . . , e
1
m1 , e

2
1, . . . , e

2
m2) je báze prostoru V . Dokaæte. ⇤

CviËení. BuÔ m < n, buÔ (e1, . . . , em, em+1, . . . , en) báze vektorového prostoru V . Pak
V = [[e1, . . . , em]]+̇[[em+1, . . . , en]]. Dokaæte. ⇤
Vzniká otázka, jak jednoduπe rozeznat p¯ím˝ souËet n podprostor˘ p¯i n > 2. Mohlo

by se zdát, æe prostor V je p¯ím˝m souËtem podprostor˘ U1, . . . , Un, jestliæe je jejich
souËtem a podprostory U1, . . . , Un mají po dvou nulov˝ pr˘nik. Následující p¯íklad
ukazuje, æe to tak není:

P¯íklad. Prostor E3 není p¯ím˝m souËtem L1+̇L2+̇U , je-li U rovina procházející po-
Ëátkem a jsou-li L1, L2 ⇢ E3 r˘zné p¯ímky procházející poËátkem, neleæící v rovinÏ
U .
SkuteËnÏ, souËet L1+L2 je sice p¯ím ,̋ ale má nenulov˝ pr˘nik s rovinou U . Libovoln˝

nenulov˝ vektor u = l1+ l2 leæící v pr˘niku (L1+L2)\U pak má dvojí vyjád¯ení: jako
souËet l1 + l2 + 0 a jako souËet 0 + 0 + u. ⇤
Tvrzení 11.3.3. BuÔte U1, . . . , Un ✓ V podprostory takové, æe V = U1+ · · ·+Un. Pak
následující podmínky jsou ekvivalentní:

(i) V = U1+̇U2+̇ · · · +̇Un;
(ii) U1 \ U2 = 0, (U1 + U2) \ U3 = 0, . . . , (U1 + · · ·Un�1) \ Un = 0.

Je-li navíc prostor V koneËnÏrozmÏrn˝, pak je s nimi ekvivalentní i podmínka

(iii) dimV = dimU1 + · · ·+ dimUn.

D˘kaz. CviËení. ⇤

Jsou-li U1, . . . , Un podprostory nÏjakého vektorového prostoru V, pak mohou existovat
dva r˘zné p¯ímé souËty, U1+̇ · · · +̇Un a U1�· · ·�Un. První z nich je podprostor V, kdeæto
druh˝ není. NicménÏ, tyto p¯ímé souËty jsou izomorfní, coæ plyne z tvrzení uvedeného
pozdÏji v kapitole o lineárních zobrazeních.

P¯íklad. BuÔte V = R3, U1 = {(x, 0, 0)|x 2 R} a U2 = {(0, y, 0)| y 2 R}. Potom

U1+̇U2 = {(x, y, 0)|x, y 2 R} je podprostor R3,
{(1, 0, 0), (0, 1, 0)} je báze U1+̇U2 a
dim(U1+̇U2) = 2.

U1 � U2 = {((x, 0, 0), (0, y, 0))|x, y 2 R} není podprostor R3,
{((1, 0, 0), (0, 0, 0)), ((0, 0, 0), (0, 1, 0))} je báze U1 � U2 a

dim(U1 � U2) = 2. ⇤

11.4. Popis podprostor˘ P n homogenními soustavami

Kaæd˝ podprostor prostoru Pn je mnoæina vπech ¯eπení homogenní soustavy lineárních
rovnic.

Tvrzení 11.4.1. Kaæd˝ podprostor U ✓ Pn je mnoæina vπech ¯eπení homogenní sou-
stavy Ax = 0, kde A je vhodná matice typu m⇥ n, p¯iËemæ m = n� dimU .
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D˘kaz. Podprostor U je koneËnÏrozmÏrn ,̋ nechª U = [[v1, . . . , vk]]. Je t¯eba najít matici
A takovou, æe U je mnoæina vπech ¯eπení soustavy Ax = 0. Matice A tedy musí mít n
sloupk˘ a má platit

Avi = 0 pro kaædé i = 1, . . . , k,

coæ je totéæ jako

AV = 0,

kde V je matice s k sloupky v1, . . . , vk. Transponujeme-li na obou stranách, obdræíme
ekvivalentní rovnici

V TAT = 0.

ÿádky hledané matice A tedy m˘æeme získat jako nÏjak˝ fundamentální systém ¯eπení
homogenní soustavy

V Ta = 0, kde a je n-tice (sloupek) neznám˝ch.

OznaËme ⌅A, resp. ⌅V T prostor vπech ¯eπení homogenní soustavy Ax = 0, resp.
V Ta = 0. Máme vi 2 ⌅A, odkud [[v1, . . . , vk]] ✓ ⌅A. P¯itom platí dim⌅A = n� rankA =
n� dim⌅V T = n� (n� rankV T) = rankV T = dim[[v1, . . . , vk]]. Tudíæ, ⌅A = U . ⇤
P¯íklad. BuÔ U = [[(1, 0, 2)]] ⇢ R3. Najdeme soustavu rovnic, jejíæmnoæina vπech ¯eπení
je právÏ U .
Podle d˘kazu p¯edchozího tvrzení je t¯eba vy¯eπit soustavu V Ta = 0, tedy rovnici

1 · a1 + 0 · a2 + 2 · a3 = 0.
Neznámá a1 je hlavní, neznámé a2, a3 jsou parametry. Obecné ¯eπení tedy je

a1 = �2 · t2, a2 = t1, a3 = t2

a vhodn˝mi volbami parametr˘ dostaneme fundamentální systém ¯eπení

(0, 1, 0), (�2, 0, 1).
Tudíæ, matice hledané homogenní soustavy je

A =
✓
0 1 0

�2 0 1

◆
. ⇤

Není obtíæné najít souËet podprostor˘ zadan˝ch generátory, resp. pr˘nik podprostor˘
zadan˝ch homogenními soustavami rovnic:

CviËení. [[u1, . . . , vi]] + [[ui+1, . . . , un]] = [[u1, . . . , vi, ui+1, . . . , un]]. ⇤
CviËení. {x| A0x = 0} \ {x| A00x = 0} = {x| Ax = 0}, kde

A =
✓
A0

A00

◆
. ⇤

Protoæe zadání podprostoru generátory umíme p¯evádÏt na zadání homogenní sou-
stavou rovnic a naopak, umíme najít i souËet podprostor˘ zadan˝ch homogenními sou-
stavami rovnic, resp. pr˘nik podprostor˘ zadan˝ch generátory.


