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3. prednaska, 7. 3. 2023

Tvrzeni 10.3.1. KaZdy konecnérozmérny vektorovy prostor md bazi.

Dikaz. Podle definice kone¢nérozmérny vektorovy prostor ma kone¢nou mnozinu gene-
ratorti. Ukdzeme, Ze v ni existuje linedrné nezéavisla podmnozina, kterd generuje tentyz

vektorovy prostor a je tedy jeho béze. Bud {vi,...,v,} mnozina generdtorti vektoro-
vého prostoru. Z této mnoziny postupné pro i = 1,...,n vyluéme vektor v;, je-li linearni
kombinaci pfedchozich. Tedy v; vylou¢ime, pokud v; = 0. Vektory, které nevylouc¢ime,
oznacme v;,, ..., v;, . Je-li prvek mnoziny generatort linedrni kombinaci ostatnich prvka
této mnoziny, po jeho vyloucdeni z této mnoziny zlistane opét mnozina generatort stej-
ného vektorového prostoru (ovéite). Proto vektory v;,, ..., v;  generuji tentyz vektorovy
prostor.

Diky uvedenému postupu zadny z vektort v;,, ..., v;, neni linedrni kombinaci pred-
chozich a mnozina {v;,,...,v;, } je lineArné nezavisla. O

I nulovy prostor {0} m4 bézi. Je ji 0, jelikoz je linedrné nezavisla a [0] = {0}.

Tvrzeni 10.3.2. Viechny bdze jednoho konecnérozmeérného vektorového prostoru maji
stejngy pocet prvki.

Dikaz. Budte (v1,...,v,) a (u1,...,un) baze vektorového prostoru V. Jelikoz vektory
Vi, ...,V generuji Voa {uy, ..., un} je linedrné nezavisld mnozina, podle Tvrzeni 10.2.5
n > m. Obdobné dostaneme, ze m > n. Takze n = m. O

Definice 10.3.2. Dimenze vektorového prostoru je pocet vektort (libovolné) jeho
béaze. Vektorovy prostor V' dimenze n se nazyva n-rozmérny, zapisujeme dimV = n.
Nulovy vektorovy prostor {0} se nazyva 0-rozmeérny.

Priklad. (1) Vektorovy prostor P" nad polem P je n-rozmérny. Jednou z bazi je n-tice
(kanonickad baze) ((1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)).

(2) Vektorovy prostor C nad polem R je dvojrozmérny. Jednou z bézi je dvojice (1,1).
Nad polem C je vektorovy prostor samoziejmé jednorozmeérny, jednu z bazi tvori vektor
1. Vidime, ze dva vektorové prostory mohou mit rizné dimenze, prestoze maji stejné
mnozZiny vektord.

(3) Vektorovy prostor C" nad polem R je 2n-rozmérny. Jednou z bazi je 2n-tice
((1,0,...,0),(4,0,...,0),
(0,1,0,...,0),(0,7,0,...,0),

('0,...,0,1),(0,...,0,@')). ]

Definice 10.3.3. (1) Minimdlni mnozina generdtori vektorového prostoru V' je
mnozina generatort prostoru V, jejiz zadné vlastni podmnozina negeneruje V.

(2) Mazimalni linedrné nezdvisla mnoZina vektori vektorového prostoru V' je line-
arné nezavisla mnozina vektoru z V, ktera neni vlastni podmnozinou zadné linearné
nezévislé mnoziny.

Tvrzeni 10.3.3. Budte v1,...,v, € V. Pak ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:
(1) {vi,...,vn} je baze V;
(2) {vi,...,vn} je minimdlni mnoZina generdtord V ;

(3) {v1,...,v,} je maximalni linedrné nezdvisla mnoZina vektoru V.
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Dikaz. (1) = (2): Je-li {vy,...,v,} béaze, je to mnozina generatori a zadny z nich
neni linedrni kombinaci ostatnich. Tudiz Zadna jeji vlastni podmnoZina negeneruje V'
a {v1,...,v,} je minimalni mnoZina generatoriu.

(2) = (1): {v1,...,v,} je mnozina generatori. Jelikoz je minimdalni, zadny z jejich
vektori neni linedrni kombinaci ostatnich, takZe je navic linearné nezavisla, ¢ili baze.

(1) = (3): Je-li {v1,...,v,} baze, je linedrné nezavisla a kazdy vektor z V' je linearni
kombinaci vektord baze. Tudiz kazda vlastni nadmnozZina je linearné zavisla a tato je
tedy maximalni.

(3) = (1): Mnozina {vy, ..., vy} je linedrné nezavisla. Jelikoz je maximalni, po pridani
libovolného vektoru z V, dostaneme linedrné zavislou mnozinu a ten pridany vektor (ty
puvodni to byt nemohou) je linedrni kombinaci pfedchozich, takze {vi,...,v,} je navic
mnozina generatort, ¢ili baze. O

Tvrzeni poskytuje dvé alternativni definice béaze, které se ¢asto pouzivaji. Ma také
dilezité dusledky.

Dusledek. Bud V n-rozmérny vektorovy prostor. Pak
(1) libovolnd jeho n-prvkovd linedrné nezdvisla podmnozina tvori bdzi V;
(2) libovolngch n jeho generdtori tvori bazi V.

Dikaz. (1) Prostor V' méa n-prvkovou mnozinu generatori, takze podle Tvrzeni 10.2.5
kazda n-prvkova linedrné nezavisla podmnozina je maximalni, tedy baze.

(2) V prostoru V existuje n-prvkové linedrné nezavisla mnozina, takze podle Tvr-
zeni 10.2.5 kazda n-prvkova mnozina generatort je minimalni, tedy baze. ]

Dusledek. Bud {v1,...,v} linedrné nezdvisld podmnozina n-rozmérného vektorového
prostoru V. Pak ji lze doplnit do baze (vi,...,Vk, Vkt1,y.-.,0n).

Diikaz. V ptipadé, ze v, ..., v; generuji V, tvori bazi. Jinak existuje vektor vg11 € V,
ktery neni linedrni kombinaci vektort vy, ..., v, nacez mnozina {vi,..., vk, Vp+1} je
linedrné nezévisla, protoze viy1 neni linearni kombinaci pfedchozich vektor.
Opakovanim téze tvahy ziskdme linedrné nezavislou mnozinu {v1, ..., Vg, Vg+1, Vpt2}-
Po n — k opakovanich budeme mit n-prvkovou linedrné nezavislou mnozinu, kterda bude
bazi podle predchoziho dtsledku. O

10.4. Souradnice

Tvrzeni 10.4.1. Bud (ey,...,e,) baze vektorového prostoru V nad polem P. Pak pro

kazdé v € V existuje prdvé jedna n-tice xt,...,x" € P takovd, e v = x'ey +-- - +x"e,.
Dikaz. Bud v € V. Jeliko# ey, ..., e, generuji V, existuji z!,...,2" € P takové, Ze
v=uale; +---+a",. Je-li y', ..., y" libovolna n-tice takova, ze v = yle; + -+ y ey,
pak

0=v—v=(zre; +--+2",) — (Yler + - +y"en) =
= (2! —yer 4+ (@" —y")en.

7 linedrni nezavislosti mnoziny {e1,...,e,} plyne 2! —y! = ... = 2" — ¢y = 0, a tedy
=gyt o 2 =y ]
Cviceni. Zformulujte a dokaZte obracené tvrzeni. >
Definice 10.4.1. Skalary z!, ..., 2" z pfedchoziho tvrzeni se naz§vaji souradnice vek-

toru v vzhledem k bazi (e1,...,e,).
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Soufadnice budeme zapisovat bud jako prvky pole z!, ..., 2" nebo jako uspofadanou
n-tici z = (z!,...,2™) nebo jako matici typu n x 1
2l
22
x=1 .
on

Priklad. (1) Soufadnice vektoru 2 € R vzhledem k bézi (6) je %, protoze 2 = % - 6.

(2) Soufadnice vektoru (z,y, z) € R? v kanonické bazi jsou z,v, z, protoze (z,y,2) =
z-(1,0,0) +y-(0,1,0) + z - (0,0,1).
(3) Soutadnice vektoru (z,y, z) € R3 vbazi ((1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)) jsou x—y, y—2, 2,
protoze ($7y72> = ($ - y) ’ (170’0) + (y - Z) ’ (17 170) +z- (17 1, 1)
(4) Soutadnice vektoru z = a + bi € C(R) vzhledem k bazi (1,7) jsou a,b, protoze
z=a-1+0b-1.

Souradnice vektoru z = a + bi € C(C) vzhledem k bazi (1) je z, protoze z=z-1. &

Soutadnice vektoru zavisi na volbé baze. Jeden vektor ma v rdznych bazich rtzné
soufadnice.

Bud V n-rozmérny vektorovy prostor nad polem P. Bud e = (ey,...,e,) néjakd baze
V, nazvéme ji stard bdze. Bud e’ = (€], ...,e},) jind baze V, nazvéme ji novd bdze. Bud
v € V libovolny vektor. Soutadnice vektoru v ve staré bazi oznaéme x = (z!,...,2") €
P" a tikejme jim staré souradnice. Soutadnice vektoru v v nové bazi oznacme z’ =
(z't,...,2"™) € P" a ffkejme jim nové soutadnice. Plati tedy v = >, z'e; = >, a'lel.
Zajima nés vztah mezi starymi a novymi soufadnicemi z a z’.

Definice 10.4.2. Matice, jejiz sloupky jsou tvoreny novymi soufadnicemi starych
bazovych vektori, se nazyva matice prechodu od staré baze k nové bazi.

Tvrzeni 10.4.2. Matice prechodu je requldrni.
Diikaz. O

Tvrzeni 10.4.3. Bud Q.. matice prechodu od staré bdze e k nové bdzi ¢ a budte x
a 7' staré a nové souradnice jednoho vektoru. Potom

z' = Qee’ * .

Dikaz. Bud Q.o = (q;) matice pfechodu od staré baze e k nové bézi ¢ (u q;'- horni
index je fadkovy, dolni index je sloupkovy). Tedy

e = queg.
J
Bud v = z'e; + - -- + 2"e, € V. Potom

DO URSHERE) S

=zl (g +aieh + - +qfe,) + -+ 2" (qnel + dies + -+ qlle),) =

= <ZJ qjl-acj) e+ (Z] quwj> ey + e+ (ZJ q?wj> en.

Tedy
2 = Zq;'xj a ' = Qeer - . O
J
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Priklad. (1) M&jme R, starou bazi e = (6) a novou bézi ¢’ = (1). Prov =2 je z = (3)
az' = (2).
Matice prechodu od staré baze e k nové bazi €’ je

Qeer = (6) .-

A skutecéné
2= (6)- (1) = @

(2) Mgjme R2, starou bazi e = ((1,—1),(1,1)) a novou bézi ¢ = ((0,2),(2,1)). Pro
v=(2,0)jex=(1,1) aa’ =(—3,1).
Matice prechodu od staré baze e k nové bazi €’ je

A skutecné

o (1 0-() -

Tvrzeni 10.4.4. Budte V vektorovy prostor nad polem P, e = (e1,...,e,) jeho bdze,

O
)
m\
|
VR
|
INJEtN [V
N =

(TN Y
TN

u,v €V, p€ P, xz=(x',... 2" souradnice vektoru u a y = (y',...,y") souradnice
vektoru v. Pak x +y = (z' +y', ..., 2" + y") jsou souradnice vektoru u + v a pr =
(pzt,...,px") jsou souradnice vektoru pu.

Dikaz. Cviceni. ]

10.5. PFfimy soucet vektorovych prostort

Definice 10.5.1. Budte Vi, ..., V, vektorové prostory nad polem P. Na kartézském
soudinu Vi X - -+ x V,, zavedme s¢itéani a nésobeni skaldrem predpisem

(Uty oo yun) + (U1, vn) = (Ur + 01, .oy U + V),

p(“l? R un) = (pub s apun)

pro libovolné (uq,...,uy,), (v1,...,v,) €E Vi X -+ x V, ap € P.
Na V; x --- x V,, tak dostaneme strukturu vektorového prostoru nad polem P, ktery
se znac¢i V3 @ --- @ V,, a nazyva se primy soucet vektorovych prostora Vip,...,V,.

Cviceni. Ovéite, ze V1 @ --- d V,, je vektorovy prostor. >
Tvrzeni 10.5.1. Budte V1, ..., V, konecnérozmérné vektorové prostory. Pak

dm(Vi@---aV,) =dimV; +--- +dim Vj,.

Diikaz. Pro kazdé i necht (ef,..., €, ) je baze Vi. Potom

((e1,0,...,0),..., (e, 0,...,0),
(0,€2,0,...,0),...,(0,€2,0,...,0),

» “mgo

ey

(0,...,0,€7),...,(0,...,0,ep, ))
je baze Vi @ --- &V, (cvideni). O



Vektorové prostory 97

Piiklad. Bud Vi = R a V5 = R2. Potom V; x V5 je mnozina R x R? uspotfadanych dvojic
(z,), kde 2 € R ay = (y1,42) € R?, tedy R x R? = {(z, (y1,52))| = € R, (y1,42) € R?*}.
Napriklad
(1’ (27 3)) + (25 (17 71)) = (1 + 27
3 (27(174)) = (32,3 (174)) =
Bud e! = (1) baze R a bud e? = (¢?,€3) = ((1,0), (0,1)) baze R2. Potom trojice
((¢1,0), (0, ¢2), (0,€2)) = ((1, (0,0)), (0, (1,0)), (0, (0,1))
je bdze R®R? a dim(R ® R?) =3 = dimR + dimR? = 1 + 2. u



