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2. prednéska, 28. 2. 2023

Priklad. (1) Mnozina {7} C R je linedrné nezavisla. Je-li x - 7 = 0 pro néjaké = € R,
pak = = 0 (pro nenulové = uvedend rovnost = - 7 = 0 neplati).

(2) Mnozina {2,3} C R je linedrné zavisla. Linearni kombinace z - 2 4 x2 - 3 mize byt
rovna 0, ikdyz je néktery z koeficientd x1, xs nenulovy, napiiklad x1 = 3,20 = —2.

(3) Mnozina {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} C R? je linearné nezavisla. Linearni kombinace
z-(1,0,0)4+y-(0,1,0)+2-(0,0,1) je vektor (z,vy, z), ktery je roven (0,0, 0) pravé tehdy,
kdyz z = y = z = 0 (ovéite).

(4) Mnozina {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} C R? je linearné nezavisla. Linearni kombinace
x-(1,0,0)+y-(1,1,0)+ z-(1,1,1) je vektor (x +y+ 2,y + z, ), ktery je roven (0,0,0)
pravé tehdy, kdyz x = y = z = 0 (ovéite).

(5) Mnozina {(1,0,-1),(0,1,2),(2,1,0)} C R3 je lineArns z4visld. Line4rni kombinace
z-(1,0,-1)+y-(0,1,2) + 2 -(2,1,0) je vektor (z + 22,y + 2z, —x + 2y), ktery je roven
(0,0,0) i pro nenulové koeficienty x,y, z, napiiklad z = 2,y = 1,z = —1. Ovéfte.

(6) Libovolnd mnozina vektort obsahujici nulovy vektor je linedrné zavisla. Linedrni
kombinace 0 -v; +0-vy 4+ ---+0-v, +1-0 je nulovy vektor a pritom aspon jeden
koeficient je nenulovy.

(7) Mnozina {vy,...,v,} C R™, kde v; = (v},...,v"), je linedrné nezavisld prave
tehdy, kdyz soustava

vizt +vyaz® + - +upa” =0

vizt +viz? + - +oia" =0

o'zt + e 4+ ol =0

mé pravé jedno fefeni, a to sice 2! =22 = ... = 2" = 0.

(8) Mnozina {22, z,1} C Ra[z] je linearné nezavisla. Ovéite.

(9) Prézdna mnozZina je linedrné nezavisla, protoze vSechny koeficienty z prazdné mno-
ziny koeficient jsou nulové. |
Cviéeni. (1) Libovolnd podmnozina linedrné nezavislé mnoziny vektord je linedrné
nezavisla. Dokazte.

(2) Jednoprvkova monzina {v} C V je linedrné nezavisla pravé tehdy, kdyz v # 0.

Dokazte. >
Tvrzeni 10.2.1. Mnozina vektori {v1,...,v,} je linedrné zavisla pravé tehdy, kdyz
aspon jeden z nich je linedrni kombinact ostatnich, tj. prdvé kdyz existuje index i takovy,
Ze vektor v; je linedrni kombinact vektord vy, ..., Vi—1,Vit1,.-.,Un.
Dikaz. ,,=“ Predpokladejme, ze mnozina {vy,...,v,} je linedrné zavisla, tedy Ze exis-
tuji koeficienty aq,...,a, takové, Zze aspon jeden z nich je nenulovy (napiiklad a;)
aavi+...+av; +...4+ a,v, = 0. Potom

. ay aj—1 ai+1 an

Vi———UV1 —...— Vi—1 — Vi+1 — ... — —Unp,
a; a; i a;

a vektor v; je tedy linearni kombinaci ostatnich.
»<=" Necht vektor v; je linedrni kombinaci vektord wvi,...,v;_1,0it1,...,0,, tedy
existuji koeficienty aq,...,a;-1,a;y1, .- ., a, takové, ze

Vi =ai1v1 + ...+ @;—1V;—1 + QGi+10i+1 + ... + apUp.
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Potom

av1 + ...+ ai—1vi—1 — v+ aip1vip1 + .o Fapvy, =0
s nenulovym koeficientem (—1) u vektoru v;. Tedy, mnozina {vi,...,v,} je linedrné
zavisla. O
Tvrzeni 10.2.2. Mnozina vektori {vy,...,v,} je linedrné zavisla pravé tehdy, kdyz
aspon jeden z nich je linedrni kombinaci predchozich, tj. pravé kdyz ezistuje indez 1
takovy, Ze vektor v; je linedrni kombinaci vektori vy, ..., v;_1.

Diikaz. ,=“ Postupujeme jako v diikazu predchoziho tvrzeni, jen nenulovy koeficient a;
vybereme s nejvyssim moznym indexem. To znamend, ze a;+1 = --- = a, = 0 a zbytek
je ziejmy.

Jako cviceni rozeberte podrobné ptipad ¢+ = 1, kdy bude mnozina piedchézejicich
vektort prazdna.

»<=" Tvrzeni je specidlnim piipadem pfedchoziho. O

Definice 10.2.3. Elementdrni uprava n-tice vektoru vy, ..., v, z vektorového prostoru
V nad polem P je:
(i) vynésobeni vektoru nenulovym skaldrem c;
(ii) pfi¢teni c-nasobku j-tého vektoru k i-tému vektoru, kde i # 7j;
(iii) vymeéna i-tého vektoru s j-tym vektorem.

P1i tom vznikaji po fadé n-tice

(vla ey Ui—1,CU3, Vit 1,y - - - 7”71)7
(vla <o Vi1, 04 +C'Uj,'UZ‘+1, ceey Ugyee 71)71)7
(vla sy Ui—1,U5, Uig 1y - -+ Uj—1, Uiy Ujt 1, - - - 71)71)'

Ke kazdé z téchto prav existuje Gprava inverzni, kterd je rovnéz elementarni a stejného
typu (ovéite).

Definice 10.2.4. Dvé n-tice vektoru jsou ekvivalentni, jestlize jedna vznikne z druhé
konecnou posloupnosti elementarnich tprav.

Cviceni. Ukaite, Ze pravé zavedend relace mezi n-ticemi vektori je reflexivni, symet-
rickd a tranzitivni. >

Priklad. Méjme matici typu m X n nad polem P. Jeji fadky jsou usporadané n-tice
prvki pole P, tj. vektory z prostoru P™. Celd matice je pak m-tice takovych n-tic,
tedy m-tici vektort z prostoru P". Elementarni upravy této m-tice vektort jsou prave
elementarni fadkové tpravy dané matice. |

Tvrzeni 10.2.3. Necht je n-tice uy,...,u, € V ekvivalentni s n-tici vy,...,v, € V.
Pak vektory uq, ..., uy generuji V pravé tehdy, kdyz vektory vi,...,v, generuji V.
Diikaz. Necht lze ziskat n-tici vi,...,v, z n-tice ui,...,u, jednou z elementirnich
uprav, vybereme si ipravu druhého typu, tedy v; = u; + cu;j a vy = uy, pro k # i.

Predpokladejme, Ze vy, ...,v, generuji V. Pro libovolny vektor w € V tedy existuji
koeficienty p1, ..., pn, takové, ze w = p1v1 + - - + prv,. Pak

w = prug + -+ pi(ui + cuj) + - F pjuj + -+ patin =
=prur + -+ piti + -+ (pj +epi)ug + o+ poun

je linearni kombinace vektoru uq, ..., Uy,.

Opacné implikace vyplyva z pravé dokdzané, nebot n-tice ug, ..., u, vznika z n-tice
v1,..., U, inverzni Gpravou, kterd je stejného typu.
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Pro ostatni ipravy obdobné a vysledek plati i pro libovolnou kone¢nou posloupnost

elementarnich tprav. 0
Tvrzeni 10.2.4. Necht je n-tice uq,...,u, € V ekvivalentni s n-tici vy,...,v, € V.
Pak mnozina {u1,...,u,} je linedrné nezdvislda pravé tehdy, kdyz mnozina {vi,...,v,}

je linearné nezavisld.

Diikaz. Necht lze ziskat n-tici vi,...,v, z n-tice uq,...,u, jednou z elementarnich
uprav, vybereme si upravu druhého typu, tedy v; = u; + cu; a vy = uy pro k # i.

Predpokladejme, ze {ui,...,u,} je linedrné nezavisla. Budte z1,...,z, € P takové,
7e x1v1 + - - - + xpv, = 0. Pak

0 =101 + -+ + Tpvp = T1ug + -+ (Ui +cug) - Tjug A+ Tpu, =
=zyur + - F x4+ (T exg)uy 4L+ Ty,

Z linearni nezavislosti mnoziny {ui,...,u,} vyplyva, Ze vSechny koeficienty posledni
linedrni kombinace jsou nulové, tj. 1 = --- = 2; = -+ = x; +cx; = -+ = v, = 0.
Z toho dostaneme, Ze i x; = 0.

Opacna implikace vyplyva z pravé dokdzané, nebot n-tice w1, ..., u, vznikd z n-tice
v1,..., U, inverzni Upravou, kterd je stejného typu.

Pro ostatni ipravy obdobné a vysledek plati i pro libovolnou kone¢nou posloupnost
elementarnich tprav. O

Tvrzeni 10.2.5. Necht vektory vi,...,v, generuji prostor V a {uy,...,un} C V je
linedrné nezavisla. Pak m < n.

Diikaz. Kazdy z vektord ug, ..., u,, je linedrni kombinaci vektori vy, ..., v,, takze pro
kazdé i € {1,...,m} existuji koeficienty a},...,a? takové, ze u; = alvy + -+ + al'v,.
Matici
1 n
aj ... aj
A=
1 n
am am

upravme pomoci fadkovych elementarnich tiprav na matici A’ ve schodovitém tvaru.

Provedeme-li stejné elementarni apravy s m-tici uq,...,u;,, dostaneme ekvivalentni
m-tici u),...,u},. Linedrni kombinace vektorii vi,...,v, s koeficienty z jednotlivych
radkt matice A’ jsou rovny pravé vektortim uf,. .., u,. Z linedrni nezavislosti mnoziny
{u1, ..., un} plyne linedrni nezévislost mnoziny {u},...,u,,} a také linearni nezavislost,

tedy i nenulovost fadkt matice A’. Jelikoz A’ je ve schodovitém tvaru a vsechny fadky
ma nenulové, nemutze mit vice fadkd nez sloupkd, tedy m < n.

Tvrzeni je také soucasti Tvrzeni 10.2.7. U
Lemma 10.2.6 (Lemma o vyméné). Budte vi,...,v, € V au = ajv1 + -+ + apvy.
Pak pro kazdé i takové, Ze a; # 0, plati [v1,...,vn] = [v1,. .., Vi1, U, Vix1, ..., V5]

Dikaz. Predpokladejme, ze a; # 0 (pro jiné indexy je diikaz stejny). Potom



92 Vektorové prostory

Bud w € [uy,...,v,]. Existuji tedy by, b, ..., b, takové, ze
w = b1v1 + bava + - - - + byuy, =

b bia

_ch —§ 1sz+b2v2+ -+ bpv, =
1 ai

=2

by =
= +Z —baay D, € [w, va,. .. v,].
a1 =2
Bud w € [u,ve,...,v,]. Existuji tedy c1, ca, ..., ¢, takové, ze

w = C1u + CcoVg + - -+ + CrLU, =
n n
= C1 Zaivi + Zcivi =
i=1 =2

n
=cia1v1 + Z(Clai +ei)vi € 1, vn]. O
i=2
Tvrzeni 10.2.7 (Steinitzova véta o vymeéné). Necht vektory v, ..., v, generuji prostor
Voa{ui,...,un} CV jelinedrné nezdvisla. Pak m < n a existuji indexy i, ..., in—m €
{1,...,n} takové, Ze

[[Ul,...,l)n]] = [[Ul,---,Umgvilw"avin—m]]'

Dikaz. Mnozina {uq,...,un,} je linedrné nezavisla, takze vSechny wu; jsou nenulové.
Vektor u; je linearni kombinaci vektord vy, ..., v, s asponi jednim nenulovym koeficien-
tem a stejné jako v predchozim dikazu predpokladejme, Ze nenulovy koeficient je u vq.
Z Lemmatu o vyméné dostaneme [v1,va, ..., v,] = [ui,ve,...,vp].

Potom vektor us je linedrni kombinaci vektort ui,vs, ..., v, s aspon jednim nenulo-
vym koeficientem u vektort vs, ..., v, (jinak by byla mnozina {u1, us} linedrné zavisla).
Opét pro jednoduchost predpokladejme, Ze nenulovy koeficient je u ve. Z Lemmatu
o vymeéné dostaneme [ui, v, ..., v,] = [ui, u,vs, ..., vn].

Takto pokracujeme, dokud bud nepouzijeme vSechny vektory uq,...,u, nebo nevy-
ménime vSechny vektory v1,...,v, za vektory uq,...,u,. Kdyby bylo m > n, vektory
Up+t1, - - -, Uy by byly linedrni kombinace vektor® uy, ug, ..., u, ve sporu s lineadrni neza-
vislosti mnoziny {uy,...,un}. Takzem < mnafvy,...,v,] = [ur, ..., um, iy, -, 05, ]-

O

10.3. Baze

Definice 10.3.1. Bdze vektorového prostoru je libovolna usporadana linearné nezéa-
visld mnozina jeho generatori.

Obvykle tedy budeme béazi vektorového prostoru zapisovat jako usporadanou n-tici
vektori. Pokud nebude zalezet na uspofadani vektori v bazi, budeme ji nékdy zapisovat
jen jako mnozinu vektort.

Piiklad. (1) (6) je baze R.

(2) ((1,0),(0,1)) je baze R

(3) ((1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)) je baze R3.

(4) Pro kazdé i € {1,...,n} bud e; vektor z R", ktery ma na i-tém misté jednicku
a jinde nuly. Potom (61, ..., €p) je badze R™ a nazyva se kanonickd nebo také standardni.
(5) (22, 2,1) je baze Ra[z]. [ |



