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11. prednaska, 2. 5. 2023

15.8. Ortogonalni projekce

Definice 15.8.1. Bud V prostor se skalarnim souc¢inem, v € V a U podprostor V.
Vektor w € U je ortogondlni projekce (kolmy primét) vektoru v do podprostoru U,
jestlize (v — u) LU, tedy v — u € UL Oznacujeme u = vy nebo u = pry (v).

7 definice vyplyva, ze je-li v € U, potom vy = v.

Tvrzeni 15.8.1. Bud V prostor se skaldrnim soucinem, U podprostor V a v € V. Pak
pro kazdy vektor u € U, u # vy, plati

lv = vl < [lv—ul.
Ortogondlni projekce vektoru do podprostoru je uréena jednoznacné, pokud existuje.

Diikaz. Podle definice vy € Ua (v—vy) LU, takze pro kazdé u € Uplati (v—vy) L(vy—u).
Pro u # vy navic

lo —wvu|* < (lvg = ull > 0)
< |lv=wul? + lvg —ul* = (Pythagorova véta)
= (v =) + (oo —w)|* =
= [lv —ulf?

Necht u1,us € U jsou ortogondlni projekce vektoru v do podprostoru U. Predpokla-
dejme, Ze u1 # ug. Potom podle pravé dokdzaného

lv —ui]] < ||v—wuz|| azéroven |v—wuzl < ||lv—uq].

Dostavame spor, takze u; = ug a ortogonalni projekce je tedy urcena jednoznac¢né. [J

Tvrzeni 15.8.2. Budte V prostor se skaldrnim soucinem, U jeho konecénérozmérny
podprostor a (e1, ..., en) ortogondlni baze podprostoru U. Pak pro kaZdé v € V plati

(’0,61) (Uaem)

pry(v) = @) T e

Je-li (e1,...,em) navic ortonormadlni baze, pak

m-

pry(v) = (v,e1)er + -+ + (v, em)em.

Diikaz. Vektor u = ule; + -+ - + u™e,, € U je ortogonalni projekce vektoru v do pod-
prostoru U = [ey, ..., ey] pravé tehdy, kdyz vektor v — u je kolmy ke kazdému vektoru
z U, coz je pravé tehdy, kdyz v — u je kolmy ke kazdému e;, to je pravé tehdy, kdyZz pro
kazdé i € {1,...,m}

= —u,e)=(v,e)— (ue)=

= (v,e;) — (urer + -+ uMem, €) =
= (v,e;) —ul(er,e) — - —u™(em, e;) =
= (v, ;) — u'(es, e;)

a to je pravé tehdy, kdyz v’ = ((;77662))’ jelikoz (e;, e;) # 0.

Pokud (e1,...,e,) je ortonormalni baze, pak ziejmé u’ = (v, ¢;). O
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15.9. Gramova-Schmidtova ortogonalizace

Tvrzeni 15.9.1. V kazZdém konecnérozmeérném vektorovém prostoru se skaldrnim sou-
¢inem existuje ortonormdlni bdze.

Diikaz. Existenci ortonormalni bize dokazeme pomoci Gramovy-Schmidtovy ortogona-
lizace.

Budte V koneénérozmérny prostor se skaldrnim soucinem a (v1,...,v,) jeho baze.
Ukazme, ze existuje jeho ortogonélni baze.

(1) Polozme e; = v;. Potom vektor e je nenulovy, {e;} je linedrné nezavisld mnozina

a [e1] = [v1]-

(2) Postupné pro k = 1,...,n—1 pfedpokladejme, zZe mame {eq, ..., e} ortogonalni
mnozinu nenulovych vektort (tedy linedrné nezévislou mnozinu) takovou, Ze
lei,...,ex] = [v1,...,vg]. Oznac¢me Uy = [eq,...,ex]. Vektor ey ziskame tak,

ze od vektoru vy1 odecteme jeho ortogonalni projekci do podprostoru Uy. Tedy

Uk+1, €4
€k+1 = Vk+1 — Pry, (Vk41) = Vpy1 — Z (Ok1,3) -
— (ei,ei)
Podle definice ortogonalni projekce vektor exi; je kolmy na Uy, tedy na
v8echny vektory z Uy, véetné e, ..., eg. Mnozina {eq, ..., ek, €11} je tedy orto-
gonalni.

Jelikoz baze je linedrné nezavisla, vektor vgy1 neni prvkem podprostoru Uy
a nerovna se tedy své ortogonalni projekci pry, (vr41) do tohoto podprostoru.
Proto exy1 je nenulovy vektor a mnozina {ey, ..., e, €x+1} je linedrné nezavisla.
K tomu, [eq, ..., ext1] = [v1,...,vps1]. Platie; = vy ae;, i € {2,...,k+1}, je
linearni kombinace vektort ey, ..., e;—1, v;, proto [e1,...,exr1] C o1, ..., vpt1].
Na druhou stranu, v; pro i € {1,...,k + 1} je linedrni kombinace vektoru
€1, ..,€;, proto [vi,...,vgr1] C [e1, ..., exs1]-
Takze pro kazdé k € {1,...,n} (e1,...,e) je ortogondlni baze prostoru Uy a U, = V.
Nakonec, pro kazdé i € {1,...,n} polozme

_ €
€ — ——
el
a dostaneme ortonormélni bazi (eg,...,&,) prostoru V. 0

V predchozim diikazu je mozné vzdy po ziskani ej tento vektor normovat a dostat tak
ortonormalni bazi prostoru Uy. V takovém ptipadé se zjednodusi vypocet ortogonalni
projekce do podprostoru Uy a tedy i vypocet vektoru egyq.

15.10. Vlastnosti ortogonalniho doplnku

Tvrzeni 15.10.1. Necht'V je prostor se skaldrnim soucinem a U jeho konecénérozmérny
podprostor. Pak

(1) U+ =1,

(2) V=U+U",

(3) je-li V konecnérozmérny, potom dim U+ = dimV — dim U.

Diikaz. (1) Kazdy vektor z U je kolmy na U™, takze U C UL, Bud v € UL+, Tedy
v je kolmy na kazdy vektor z U=, specialné i vL(v — vy). Podprostor U je kone¢néroz-
mérny, takze existuje vy. Podle definice ortogonélni projekce také vy L(v — vyy). Z toho
dostaneme

v —vy|]? = (v —vy,v —vy) = (v, —vy) — (v, v —vy) =0—0=0,
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proto v = vy. Jelikoz vy € U, mame U+ C U a celkové U+ = U.

(2) Opét, podprostor U je koneénérozmérny, takze ke kazdému vektoru v € V existuje
jeho ortogonalni projekce do U. Plati vy € U, (v — vy) LU, éli v —wvy € UL, a v =
vy +(v—vy). Takze V = U+ U+, Jelikoz U a U™ jsou vzajemné kolmé, v jejich priniku
je jen nulovy vektor. Z toho vyplyva, ze V = U+U" .

(3) Z predchoziho bodu a Tvrzeni 11.3.2 dostaneme dimV = dimU +dimU+. O

Tvrzeni 15.10.2. Necht V je prostor se skalarnim soucinem, Uy, Uy jeho koneénéroz-
mérné podprostory. Potom

(U1 + Ut = U U C UL + U = (U n L)t
Dikaz.
ULbUy CUL+U;, = (U +Up)tCUSUS = (UL+U)tcUutnus
UyNU, CULU;, = UL Us CUND)T = Ub4Us CUNU)*
V pravé dokazanych vztazich misto Uy, Us pouzijeme Ull, Uj- a dostaneme

(Ut + Ut cUuttnudt =unU;, = (UL Nt CUL+Us
Uy + Uy = Uit + U € (U nUH)E = (U +Us)t CUL NU5

Nakonec, ziejmé
UL NUs+ C UL + Uy

Cvigeni. Najdéte V, Uy, Uy takové, ze (U NU)* € Ui N U

15.11. Shodnosti

Shodnost je linearni transformace, ktera zachovava skalarni soudin.

Definice 15.11.1. Bud V prostor se skaldrnim soudinem. Linedrni transformace
f:V — Vje shodnost, jestlize

(f(u), f(v)) = (u,v).
'V eukleidovském pripadé se shodnost bézné nazyva ortogondlni transformace, v her-
miteovském pripadé se shodnost nazyva unitdrni transformace.

Kazda shodnost zachovava i délky vektoru: plati rovnost | f(u)|| = ||ul|, protoze
If@))? = (f(w), f(u)) = (u,u) = ||u||* a délky jsou nezdporn4 &isla.
Plati vSak i opac¢né tvrzeni: zobrazeni zachovavajici délky zachovavé i skalarni soucin.

Tvrzeni 15.11.1. Linedrni transformace f: V — V je shodnost prdvé tehdy, kdyz
zachovdvad délky vektori.

Diikaz. Implikace “=" vyplyva z pfedchoziho odstavce.

Necht tedy f zachovava délky vektoru. Ukazme, Ze f je shodnost. V eukleidovském
piipadé pro libovolné vektory u,v € V mame ||u+v[|? = (u+v,u+v) = |Ju|?+2(u,v)+
|lv]|?, nacez

(w,v) = 3(llu+ [ = Jull® - ol*)
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pro libovolné dva vektory u,v € V. Plati to tedy i pro vektory f(u), f(v), ¢ili
(F(u), £(0)) = S F )+ F@)I2 = 1 F @I = [ £@)]2)
= L(1F @+ )12 = @) = £ (0)]2)
= L0+ o2 =l ol?)
= (u,v).
Podobné v hermiteovském piipadé.

O

Tvrzeni 15.11.2. KazZdd shodnost v koneénérozmérném vektorovém prostoru se ska-
ldrnim soucinem je izomorfismus.

Diikaz. Shodnost je linedrni zobrazeni. Je tedy potfeba dokézat jiz jen bijektivnost. Bud
u € Ker f, tedy f(u) = 0. Potom ||u|| = ||f(u)|| =0 a u = 0. Takze, Ker f = {0} a f je
injektivni.
Déle dimIm f = dim V — dim Ker f = dim V, proto Im f =V a f je surjektivni. [
Je-li (eq,...,e,) ortonormélni béze, existuje jednoduchy zpusob, jak rozeznat shod-
nost.

Tvrzeni 15.11.3. Bud (ey,...,e,) ortonormalni baze prostoru V., bud f: V — V li-
nedrni transformace. Pak f je shodnost pravé tehdy, kdyz (f(e1),..., f(en)) je téz or-
tonormdlni bdze.

Dikaz. O

V nasledujicim tvrzeni budeme charakterizovat matice, které mohou byt matici shod-
ného zobrazeni v néjaké ortonormalni bazi.

Definice 15.11.2. Ctvercova realnd matice A, spliiujici podminku ATA = E, se na-
zZyva ortogondlni.

Tvrzeni 15.11.4. Bud f: V — V linedrni transformace eukleidovského vektorového
prostoru V', bud A jeji matice v ortonormdalni bdzi (e1, ..., e,). Pak f je shodnost pravé
tehdy, kdyz je matice A ortogondlni.

Dikaz. O



