
146 Skalární souËin

11. p¯ednáπka, 2. 5. 2023

15.8. Ortogonální projekce

Definice 15.8.1. BuÔ V prostor se skalárním souËinem, v 2 V a U podprostor V.
Vektor u 2 U je ortogonální projekce (kolm˝ pr˘mÏt) vektoru v do podprostoru U,
jestliæe (v � u)?U, tedy v � u 2 U?. OznaËujeme u = vU nebo u = prU (v).

Z definice vypl˝vá, æe je-li v 2 U, potom vU = v.

Tvrzení 15.8.1. BuÔ V prostor se skalárním souËinem, U podprostor V a v 2 V. Pak
pro kaæd˝ vektor u 2 U, u 6= vU, platí

kv � vUk < kv � uk.
Ortogonální projekce vektoru do podprostoru je urËena jednoznaËnÏ, pokud existuje.

D˘kaz. Podle definice vU 2 U a (v�vU )?U, takæe pro kaædé u 2 Uplatí (v�vU )?(vU�u).
Pro u 6= vU navíc

kv � vUk2 < (kvU � uk > 0)

< kv � vUk2 + kvU � uk2 = (Pythagorova vÏta)

= k(v � vU ) + (vU � u)k2 =
= kv � uk2.

Nechª u1, u2 2 U jsou ortogonální projekce vektoru v do podprostoru U. P¯edpoklá-
dejme, æe u1 6= u2. Potom podle právÏ dokázaného

kv � u1k < kv � u2k a zároveÚ kv � u2k < kv � u1k.
Dostáváme spor, takæe u1 = u2 a ortogonální projekce je tedy urËena jednoznaËnÏ. ⇤

Tvrzení 15.8.2. BuÔte V prostor se skalárním souËinem, U jeho koneËnÏrozmÏrn˝
podprostor a (e1, . . . , em) ortogonální báze podprostoru U. Pak pro kaædé v 2 V platí

prU (v) =
(v, e1)
(e1, e1)

e1 + · · ·+ (v, em)
(em, em)

em.

Je-li (e1, . . . , em) navíc ortonormální báze, pak

prU (v) = (v, e1)e1 + · · ·+ (v, em)em.

D˘kaz. Vektor u = u1e1 + · · · + umem 2 U je ortogonální projekce vektoru v do pod-
prostoru U = [[e1, . . . , em]] právÏ tehdy, kdyæ vektor v� u je kolm˝ ke kaædému vektoru
z U, coæ je právÏ tehdy, kdyæ v� u je kolm˝ ke kaædému ei, to je právÏ tehdy, kdyæ pro
kaædé i 2 {1, . . . ,m}

0 = (v � u, ei) = (v, ei)� (u, ei) =
= (v, ei)� (u1e1 + · · ·+ umem, ei) =

= (v, ei)� u1(e1, ei)� · · ·� um(em, ei) =

= (v, ei)� ui(ei, ei)

a to je právÏ tehdy, kdyæ ui = (v,ei)
(ei,ei)

, jelikoæ (ei, ei) 6= 0.
Pokud (e1, . . . , en) je ortonormální báze, pak z¯ejmÏ ui = (v, ei). ⇤
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15.9. Gramova-Schmidtova ortogonalizace

Tvrzení 15.9.1. V kaædém koneËnÏrozmÏrném vektorovém prostoru se skalárním sou-
Ëinem existuje ortonormální báze.

D˘kaz. Existenci ortonormální báze dokáæeme pomocí Gramovy-Schmidtovy ortogona-
lizace.
BuÔte V koneËnÏrozmÏrn˝ prostor se skalárním souËinem a (v1, . . . , vn) jeho báze.

Ukaæme, æe existuje jeho ortogonální báze.
(1) Poloæme e1 = v1. Potom vektor e1 je nenulov ,̋ {e1} je lineárnÏ nezávislá mnoæina
a [[e1]] = [[v1]].

(2) PostupnÏ pro k = 1, . . . , n�1 p¯edpokládejme, æe máme {e1, . . . , ek} ortogonální
mnoæinu nenulov˝ch vektor˘ (tedy lineárnÏ nezávislou mnoæinu) takovou, æe
[[e1, . . . , ek]] = [[v1, . . . , vk]]. OznaËme Uk = [[e1, . . . , ek]]. Vektor ek+1 získáme tak,
æe od vektoru vk+1 odeËteme jeho ortogonální projekci do podprostoru Uk. Tedy

ek+1 = vk+1 � prUk
(vk+1) = vk+1 �

kX

i=1

(vk+1, ei)
(ei, ei)

ei.

Podle definice ortogonální projekce vektor ek+1 je kolm˝ na Uk, tedy na
vπechny vektory z Uk, vËetnÏ e1, . . . , ek. Mnoæina {e1, . . . , ek, ek+1} je tedy orto-
gonální.
Jelikoæ báze je lineárnÏ nezávislá, vektor vk+1 není prvkem podprostoru Uk

a nerovná se tedy své ortogonální projekci prUk
(vk+1) do tohoto podprostoru.

Proto ek+1 je nenulov˝ vektor a mnoæina {e1, . . . , ek, ek+1} je lineárnÏ nezávislá.
K tomu, [[e1, . . . , ek+1]] = [[v1, . . . , vk+1]]. Platí e1 = v1 a ei, i 2 {2, . . . , k+1}, je

lineární kombinace vektor˘ e1, . . . , ei�1, vi, proto [[e1, . . . , ek+1]] ✓ [[v1, . . . , vk+1]].
Na druhou stranu, vi pro i 2 {1, . . . , k + 1} je lineární kombinace vektor˘
e1, . . . , ei, proto [[v1, . . . , vk+1]] ✓ [[e1, . . . , ek+1]].

Takæe pro kaædé k 2 {1, . . . , n} (e1, . . . , ek) je ortogonální báze prostoru Uk a Un = V.
Nakonec, pro kaædé i 2 {1, . . . , n} poloæme

ei =
ei
keik

a dostaneme ortonormální bázi (e1, . . . , en) prostoru V. ⇤
V p¯edchozím d˘kazu je moæné vædy po získání ek tento vektor normovat a dostat tak

ortonormální bázi prostoru Uk. V takovém p¯ípadÏ se zjednoduπí v˝poËet ortogonální
projekce do podprostoru Uk a tedy i v˝poËet vektoru ek+1.

15.10. Vlastnosti ortogonálního doplÚku

Tvrzení 15.10.1. Nechª V je prostor se skalárním souËinem a U jeho koneËnÏrozmÏrn˝
podprostor. Pak
(1) U?? = U ,
(2) V = U+̇U?,
(3) je-li V koneËnÏrozmÏrn˝, potom dimU? = dimV � dimU .

D˘kaz. (1) Kaæd˝ vektor z U je kolm˝ na U?, takæe U ✓ U??. BuÔ v 2 U??. Tedy
v je kolm˝ na kaæd˝ vektor z U?, speciálnÏ i v?(v � vU ). Podprostor U je koneËnÏroz-
mÏrn ,̋ takæe existuje vU . Podle definice ortogonální projekce také vU?(v� vU ). Z toho
dostaneme

kv � vUk2 = (v � vU , v � vU ) = (v, v � vU )� (vU , v � vU ) = 0� 0 = 0,
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proto v = vU . Jelikoæ vU 2 U , máme U?? ✓ U a celkovÏ U?? = U .
(2) OpÏt, podprostor U je koneËnÏrozmÏrn ,̋ takæe ke kaædému vektoru v 2 V existuje

jeho ortogonální projekce do U. Platí vU 2 U , (v � vU )?U , Ëili v � vU 2 U?, a v =
vU+(v�vU ). Takæe V = U+U?. Jelikoæ U a U? jsou vzájemnÏ kolmé, v jejich pr˘niku
je jen nulov˝ vektor. Z toho vypl˝vá, æe V = U+̇U?.
(3) Z p¯edchozího bodu a Tvrzení 11.3.2 dostaneme dimV = dimU + dimU?. ⇤

Tvrzení 15.10.2. Nechª V je prostor se skalárním souËinem, U1, U2 jeho koneËnÏroz-
mÏrné podprostory. Potom

(U1 + U2)? = U?
1 \ U?

2 ✓ U?
1 + U?

2 = (U1 \ U2)?.

D˘kaz.

U1, U2 ✓ U1 + U2 ) (U1 + U2)? ✓ U?
1 , U

?
2 ) (U1 + U2)? ✓ U?

1 \ U?
2

U1 \ U2 ✓ U1, U2 ) U?
1 , U

?
2 ✓ (U1 \ U2)? ) U?

1 + U?
2 ✓ (U1 \ U2)?

V právÏ dokázan˝ch vztazích místo U1, U2 pouæijeme U?
1 , U

?
2 a dostaneme

(U?
1 + U?

2 )
? ✓ U??

1 \ U??
2 = U1 \ U2 ) (U1 \ U2)? ✓ U?

1 + U?
2

U1 + U2 = U??
1 + U??

2 ✓ (U?
1 \ U?

2 )
? ) (U1 + U2)? ✓ U?

1 \ U?
2

Nakonec, z¯ejmÏ

U?
1 \ U?

2 ✓ U?
1 + U?

2 . ⇤

CviËení. NajdÏte V, U1, U2 takové, æe (U1 \ U2)? 6✓ U?
1 \ U?

2 . ⇤

15.11. Shodnosti

Shodnost je lineární transformace, která zachovává skalární souËin.

Definice 15.11.1. BuÔ V prostor se skalárním souËinem. Lineární transformace
f : V ! V je shodnost, jestliæe

(f(u), f(v)) = (u, v).

V eukleidovském p¯ípadÏ se shodnost bÏænÏ naz˝vá ortogonální transformace, v her-
miteovském p¯ípadÏ se shodnost naz˝vá unitární transformace.

Kaædá shodnost zachovává i délky vektor˘: platí rovnost kf(u)k = kuk, protoæe
kf(u)k2 = (f(u), f(u)) = (u, u) = kuk2 a délky jsou nezáporná Ëísla.
Platí vπak i opaËné tvrzení: zobrazení zachovávající délky zachovává i skalární souËin.

Tvrzení 15.11.1. Lineární transformace f : V ! V je shodnost právÏ tehdy, kdyæ
zachovává délky vektor˘.

D˘kaz. Implikace “)” vypl˝vá z p¯edchozího odstavce.
Nechª tedy f zachovává délky vektor˘. Ukaæme, æe f je shodnost. V eukleidovském

p¯ípadÏ pro libovolné vektory u, v 2 V máme ku+vk2 = (u+v, u+v) = kuk2+2(u, v)+
kvk2, naËeæ

(u, v) = 1
2(ku+ vk2 � kuk2 � kvk2)
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pro libovolné dva vektory u, v 2 V . Platí to tedy i pro vektory f(u), f(v), Ëili

(f(u), f(v)) = 1
2(kf(u) + f(v)k2 � kf(u)k2 � kf(v)k2)

= 1
2(kf(u+ v)k2 � kf(u)k2 � kf(v)k2)

= 1
2(ku+ vk2 � kuk2 � kvk2)

= (u, v).

PodobnÏ v hermiteovském p¯ípadÏ.
⇤

Tvrzení 15.11.2. Kaædá shodnost v koneËnÏrozmÏrném vektorovém prostoru se ska-
lárním souËinem je izomorfismus.

D˘kaz. Shodnost je lineární zobrazení. Je tedy pot¯eba dokázat jiæ jen bijektivnost. BuÔ
u 2 Ker f , tedy f(u) = 0. Potom kuk = kf(u)k = 0 a u = 0. Takæe, Ker f = {0} a f je
injektivní.
Dále dim Im f = dimV � dimKer f = dimV , proto Im f = V a f je surjektivní. ⇤
Je-li (e1, . . . , en) ortonormální báze, existuje jednoduch˝ zp˘sob, jak rozeznat shod-

nost.

Tvrzení 15.11.3. BuÔ (e1, . . . , en) ortonormální báze prostoru V , buÔ f : V ! V li-
neární transformace. Pak f je shodnost právÏ tehdy, kdyæ (f(e1), . . . , f(en)) je téæ or-
tonormální báze.

D˘kaz. ⇤
V následujícím tvrzení budeme charakterizovat matice, které mohou b˝t maticí shod-

ného zobrazení v nÏjaké ortonormální bázi.

Definice 15.11.2. »tvercová reálná matice A, splÚující podmínku ATA = E, se na-
z˝vá ortogonální.

Tvrzení 15.11.4. BuÔ f : V ! V lineární transformace eukleidovského vektorového
prostoru V , buÔ A její matice v ortonormální bázi (e1, . . . , en). Pak f je shodnost právÏ
tehdy, kdyæ je matice A ortogonální.

D˘kaz. ⇤


