
10. p¯ednáπka, 25. 4. 2023

15. Skalární souËin

OznaËení. »íslo komplexnÏ sdruæené k Ëíslu z oznaËujeme z.

Definice 15.0.1. BuÔ V vektorov˝ prostor nad P , kde P = R nebo P = C. Zobrazení
g : V ⇥ V ! P je skalární souËin na V, jestliæe pro libovolné u, v, w 2 V a p 2 P platí
(1) g(u+ v, w) = g(u,w) + g(v, w);
(2) g(pu, v) = pg(u, v);
(3) g(u, v) = g(v, u);
(4) g(v, v) > 0 pro v 6= 0.

»íslo g(v, v) je reálné pro kaæd˝ vektor v, i v p¯ípadÏ, æe P = C (cviËení). Díky tomu
lze ve Ëtvrté vlastnosti porovnávat g(v, v) s 0.

První dvÏ vlastnosti znamenají, æe skalární souËin je lineární v prvním argumentu,
t¯etí vlastnost je v reálném p¯ípadÏ symetrie, v komplexním p¯ípadÏ kosá symetrie,
Ëtvrtá vlastnost je pozitivní definitnost.

Definice 15.0.2. Vektorov˝ prostor se skalárním souËinem je prostor se skalárním
souËinem. Pokud P = R, skalární souËin je eukleidovsk˝ a prostor je eukleidovsk˝
prostor. Pokud P = C, skalární souËin je hermiteovsk˝ a prostor je hermiteovsk˝ nebo
unitární prostor.

OznaËení. Nem˘æe-li dojít k nedorozumÏní, místo g(u, v) píπeme jen (u, v).

Tvrzení 15.0.1. BuÔ V vektorov˝ prostor nad P se skalárním souËinem. Pro libovolné
u, v, w 2 V a p 2 P platí
(1) (u, v + w) = (u, v) + (u,w);
(2) (u, pv) = p(u, v);
(3) (0, v) = (v, 0) = 0;
(4) (v, v) = 0, v = 0.

D˘kaz. (1)

(u, v + w) = (v + w, u) = (v, u) + (w, u) = (v, u) + (w, u) = (u, v) + (u,w).

(2)

(u, pv) = (pv, u) = p(v, u) = p(v, u) = p(u, v).

(3)

(0, v) = (0 · v, v) = 0 · (v, v) = 0 a (v, 0) = (0, v) = 0.
(4) D˘sledek podmínky (4) v definici skalárního souËinu a p¯edchozího bodu (3). ⇤
Podle (1) a (2) v p¯edchozím tvrzení Eukleidovsk˝ skalární souËin je lineární i v dru-

hém argumentu.

P¯íklad. (1) Standardní skalární souËin na Rn. Pro x, y 2 Rn, x = (x1, . . . , xn), y =
(y1, . . . , yn),

(x, y) = x1y1 + · · ·+ xnyn.
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(2) Standardní skalární souËin na Cn. Pro x, y 2 Cn, x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn),

(x, y) = x1y1 + · · ·+ xnyn.

(3) BuÔte a1, . . . , an kladná reálná Ëísla. Zobrazení Rn ⇥ Rn ! R, které vektor˘m
x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) 2 Rn p¯i¯adí Ëíslo

(x, y) = a1x
1y1 + · · ·+ anx

nyn,

je skalární souËin na Rn.
(4) BuÔte a1, . . . , an kladná reálná Ëísla. Zobrazení Cn ⇥ Cn ! C, které vektor˘m
x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) 2 Cn p¯i¯adí Ëíslo

(x, y) = a1x
1y1 + · · ·+ anx

nyn,

je skalární souËin na Cn.
(5) Zobrazení, které maticím A,B 2 Rm⇥n p¯i¯adí Ëíslo

(A,B) =
mX

i=1

nX

j=1

Ai
jB

i
j ,

je skalární souËin na Rm⇥n.
(6) Zobrazení, které maticím A,B 2 Cm⇥n p¯i¯adí Ëíslo

(A,B) =
mX

i=1

nX

j=1

Ai
jB

i
j ,

je skalární souËin na Cm⇥n.
(7) Zobrazení, které spojit˝m reáln˝m funkcím f, g na intervalu [0, 2⇡] p¯i¯adí reálné
Ëíslo

(f, g) =
Z 2⇡

0
f(x)g(x)dx,

je skalární souËin na prostoru vπech spojit˝ch reáln˝ch funkcí na intervalu [0, 2⇡]. ⇤

15.1. Délka (norma) vektoru

P¯ipomeÚme, æe (v, v) 2 R a (v, v) � 0 pro kaædé v.

Definice 15.1.1. BuÔ V prostor se skalárním souËinem, v 2 V. Délka nebo norma
vektoru v je Ëíslo

kvk =
p
(v, v).

Definice 15.1.2. Vektor délky 1 je jednotkov˝ nebo normovan˝.

Délka vektoru tedy závisí na skalárním souËinu, a tak uvedené znaËení lze pouæít jen,
je-li jasné, kter˝ skalární souËin je uvaæován a nem˘æe dojít k nedorozumÏní.

P¯íklad. (1) MÏjme standardní skalární souËin na R2. Délka vektoru (1, 2) je
p
5.

(2) Na R2 mÏjme skalární souËin ((x1, x2), (y1, y2)) = x1y1+2x2y2. Délka vektoru (1, 2)
je 3.
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(3) Na prostoru vπech spojit˝ch reáln˝ch funkcí na intervalu [0, 1] mÏjme skalární souËin

(f, g) =
Z 1

0
f(x)g(x)dx.

Takæe délka (norma) funkce f je

kfk =

sZ 1

0
(f(x))2dx.

Pokud, nap¯íklad, f(x) = x, potom

kfk =

sZ 1

0
x2dx =

1p
3
. ⇤

Tvrzení 15.1.1. BuÔ V prostor se skalárním souËinem nad P. Pro libovolné v 2 V
a p 2 P platí
(1) kvk � 0, navíc kvk = 0 právÏ tehdy, kdyæ v = 0,
(2) kpvk = |p|kvk,
(3) jestliæe v 6= 0, pak

����
v

kvk

���� = 1.

D˘kaz. (1) Jednoduch˝ d˘sledek definice skalárního souËinu a Tvrzení 15.0.1.
(2) kpvk =

p
(pv, pv) =

p
pp(v, v) =

p
|p|2(v, v) = |p|

p
(v, v) = |p|kvk.

(3) CviËení. ⇤

15.2. Nerovnosti

Tvrzení 15.2.1 (Cauchyho-BuÚakovského-Schwarzova nerovnost). Nechª V je prostor
se skalárním souËinem a u, v 2 V. Pak

|(u, v)|  kukkvk.
Rovnost nastává právÏ tehdy, kdyæ {u, v} je lineárnÏ závislá mnoæina.

D˘kaz. Je-li u = 0 nebo v = 0, (ne)rovnost platí a {u, v} je lineárnÏ závislá mnoæina.
Nechª u 6= 0 a v 6= 0. StaËí dokazovat p¯ípad kuk = kvk = 1; obecn˝ se na nÏj p¯evede

zámÏnou u za u/kuk a v za v/kvk (cviËení). V eukleidovském p¯ípadÏ máme

0  1
2
ku± vk2 = 1

2
(u± v, u± v) =

1
2
((u, u)± (u, v)± (v, u) + (v, v))

= 1± (u, v).

Odtud ⌥(u, v)  1, a tedy |(u, v)|  1.
Jestliæe platí rovnost |(u, v)| = 1, pak (u, v) = ±1, naËeæ 0 = 1⌥ (u, v) = 1

2ku⌥ vk2,
a tedy u⌥ v = 0 a {u, v} je lineárnÏ závislá mnoæina. ⇤
D˘leæit˝ d˘sledek Cauchyho–BuÚakovského–Schwarzovy nerovnosti je následující tvr-

zení, které je známé jako trojúhelníková nerovnost.

Tvrzení 15.2.2 (Trojúhelníková nerovnost). Nechª V je prostor se skalárním souËinem
a u, v 2 V. Pak

ku+ vk  kuk+ kvk.
Rovnost nastává právÏ tehdy, kdyæ {u, v} je lineárnÏ závislá mnoæina.
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D˘kaz.

ku+ vk2 = (u+ v, u+ v) = (u, u) + (u, v) + (u, v) + (v, v) =

= kuk2 + 2 re(u, v) + kvk2  kuk2 + 2|(u, v)|+ kvk2 
 kuk2 + 2kukkvk+ kvk2 = (kuk+ kvk)2

Zbytek d˘kazu je jednoduché cviËení. ⇤

15.3. Odchylka vektor˘

Pro nenulové vektory u, v m˘æeme Cauchyho–BuÚakovského–Schwarzovu nerovnost
zapsat ve tvaru

|(u, v)|
kukkvk  1

a v eukleidovském p¯ípadÏ

�1  (u, v)
kukkvk  1.

Funkce cos zúæená na interval [0,⇡] je injektivní a tento interval zobrazuje vzájemnÏ
jednoznaËnÏ na interval [�1, 1]. Pro kaædou dvojici nenulov˝ch vektor˘ u, v tedy existuje
právÏ jedno reálné Ëíslo ' 2 [0,⇡] takové, æe

cos' =
(u, v)
kukkvk .

Definice 15.3.1. BuÔte V eukleidovsk˝ prostor a u, v 2 V nenulové. Odchylka vektor˘
u, v (nebo úhel mezi vektory u, v) je (jediné) Ëíslo ' 2 [0,⇡] takové, æe

cos' =
(u, v)
kukkvk .

Pro libovoln˝ eukleidovsk˝ skalární souËin tedy platí

(u, v) = kukkvk cos'.

Tvrzení 15.3.1 (Kosinová vÏta). BuÔte V eukleidovsk˝ prostor, u, v 2 V nenulové a '
úhel mezi nimi. Potom

ku� vk2 = kuk2 + kvk2 � 2kukkvk cos'.

D˘kaz.

ku� vk2 = (u� v, u� v) = (u, u)� 2(u, v) + (v, v) =
= kuk2 + kvk2 � 2kukkvk cos'. ⇤
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15.4. Ortogonalita (kolmost)

Definice 15.4.1. BuÔ V prostor se skalárním souËinem. Vektory u, v 2 V jsou kolmé
(nebo ortogonální), jestliæe (u, v) = 0. Zapisujeme u?v.

Dva vektory jsou tedy kolmé právÏ tehdy, kdyæ jejich odchylka je ⇡/2.
Díky tomu, æe (u, v) = (v, u), kolmost vektor˘ nezávisí na jejich po¯adí. Jelikoæ pro

kaæd˝ vektor v 2 V platí (v, 0) = 0, nulov˝ vektor je kolm˝ ke kaædému vektoru. Z toho,
æe (pu, qv) = pq(u, v) pro kaædé p, q 2 P , vypl˝vá, æe libovolné skalární násobky kolm˝ch
vektor˘ jsou také kolmé.

Definice 15.4.2. BuÔ V prostor se skalárním souËinem. Mnoæina U ⇢ V je ortogo-
nální, jestliæe u?v pro libovolné r˘zné u, v 2 U. Ortogonální mnoæina normovan˝ch
vektor˘ je ortonormální.

Kdyæ v ortogonální mnoæinÏ nenulov˝ch vektor˘ kaæd˝ vektor vynásobíme p¯evráce-
nou hodnotou jeho délky (kaæd˝ vektor znormujeme), dostaneme ortonormální mnoæinu.

Tvrzení 15.4.1. Kaædá ortogonální mnoæina nenulov˝ch vektor˘ je lineárnÏ nezávislá.

D˘kaz. BuÔ {v1, . . . , vn} ortogonální mnoæina nenulov˝ch vektor˘. Nechª
p1v1 + · · ·+ pnvn = 0.

Kdyæ pro libovolné i 2 {1, . . . , n} obÏ strany této rovnosti skalárnÏ vynásobíme zprava
vektorem vi, dostaneme

(p1v1 + · · ·+ pnvn, vi) = (0, vi)

p1(v1, vi) + · · ·+ pn(vn, vi) = 0 (linearita v prvním argumentu)

pi(vi, vi) = 0 (kolmost)

pi = 0 (vi 6= 0 a (vi, vi) > 0).

Takæe pi = 0 pro kaædé i 2 {1, . . . , n} a mnoæina {v1, . . . , vn} je lineárnÏ nezávislá. ⇤
D˘sledek. Kaædá n-prvková ortogonální mnoæina nenulov˝ch vektor˘ v n-rozmÏrném
prostoru je báze tohoto prostoru.

P¯íklad. (1) MÏjme Rn se standardním skalárním souËinem. Kanonická báze je orto-
normální.
(2) MÏjme prostor vπech spojit˝ch reáln˝ch funkcí na intervalu [0, 2⇡] se skalárním
souËinem

(f, g) =
Z 2⇡

0
f(x)g(x)dx.

Mnoæina {1, sinx, cosx, sin(2x), cos(2x), . . .} je ortogonální. ⇤
Tvrzení 15.4.2 (Pythagorova vÏta). BuÔte V prostor se skalárním souËinem a u, v 2 V
kolmé. Pak

ku+ vk2 = kuk2 + kvk2.

D˘kaz.

ku+ vk2 = (u+ v, u+ v) =

= (u, u) + (u, v) + (v, u) + (v, v) = (u?v)

= (u, u) + (v, v) = kuk2 + kvk2. ⇤
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CviËení. BuÔ {v1, . . . , vn} ortogonální mnoæina. Ukaæte, æe

kv1 + · · ·+ vnk2 = kv1k2 + · · ·+ kvnk2. ⇤

15.5. Sou¯adnice vzhledem k ortonormální bázi

Tvrzení 15.5.1. Nechª V je prostor se skalárním souËinem, (e1, . . . , en) jeho báze a v 2
V. Je-li (e1, . . . , en) ortogonální báze, pak

v =
(v, e1)
(e1, e1)

e1 + · · ·+ (v, en)
(en, en)

en,

Ëili i-tá sou¯adnice vektoru v vzhledem k uvedené bázi je

xi =
(v, ei)
(ei, ei)

=
(v, ei)
keik2

.

Je-li (e1, . . . , en) navíc ortonormální báze, pak

v = (v, e1)e1 + · · ·+ (v, en)en,

Ëili i-tá sou¯adnice vektoru v vzhledem k uvedené bázi je

xi = (v, ei).

D˘kaz. BuÔ (e1, . . . , en) ortogonální báze. Nechª v = x1e1 + · · · + xnen. ObÏ strany
vynásobíme zprava vektorem ei s i 2 {1, . . . , n}. Dostaneme

(v, ei) = (x1e1 + · · ·+ xnen, ei) =

= x1(e1, ei) + · · ·+ xn(en, ei) =

= xi(ei, ei).

Bázové vektory jsou nenulové, takæe (ei, ei) je nenulové a xi =
(v,ei)
(ei,ei)

= (v,ei)
keik2 .

Pokud (e1, . . . , en) je ortonormální báze, pak z¯ejmÏ xi = (v, ei). ⇤

Tvrzení 15.5.2. Nechª V je prostor se skalárním souËinem, (e1, . . . , en) jeho orto-
normální báze, u, v 2 V, x = (x1, . . . , xn) sou¯adnice vektoru u a y = (y1, . . . , yn)
sou¯adnice vektoru v vzhledem k uvedené bázi. Potom

(u, v) = xTy = x1y1 + · · ·+ xnyn.

D˘kaz.

(u, v) =

 
nX

i=1

xiei,
nX

i=1

yiei

!
=

=
nX

i=1

nX

j=1

(xiei, yjej) =

=
nX

i=1

nX

j=1

xiyj(ei, ej) =

=
nX

i=1

xiyi. ⇤
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15.6. Kolmost mnoæin

Definice 15.6.1. BuÔ V prostor se skalárním souËinem, v 2 V a M,N ⇢ V. Vektor v
je kolm˝ na mnoæinu M, jestliæe v je kolm˝ na kaæd˝ vektor z M, zapisujeme v?M .
Mnoæina M je kolmá na mnoæinu N, jestliæe kaæd˝ vektor mnoæiny M je kolm˝ na
kaæd˝ vektor mnoæiny N, zapisujeme M?N.

CviËení. V pr˘niku kolm˝ch mnoæin m˘æe b˝t jen nulov˝ vektor. ⇤
Nap¯íklad, dvÏ roviny v R3 nejsou vzájemnÏ kolmé.

Tvrzení 15.6.1. BuÔ V prostor se skalárním souËinem a M,N ⇢ V. Potom M?N
právÏ tehdy, kdyæ [[M ]]?N , a to je právÏ tehdy, kdyæ [[M ]]?[[N ]].

D˘kaz. P¯edpokládejme, æe M?N. BuÔ u 2 [[M ]] a v 2 N, Ëili u = p1u1+ · · ·+pnun pro
nÏjaké n 2 N, skaláry p1, . . . , pn a vektory u1, . . . , un 2 M. Potom

(u, v) = (p1u1 + · · ·+ pnun, v) =

= p1(u1, v) + · · ·+ pn(un, v) = 0.

Takæe [[M ]]?N.
OpaËná implikace a druhá ekvivalence jsou z¯ejmé. ⇤
Chceme-li ovÏ¯it, zda vektor v 2 V je kolm˝ na podprostor U ⇢ V, díky p¯edcházejí-

címu tvrzení staËí ovÏ¯it, zda vektor v je kolm˝ na vπechny vektory z libovolné mnoæiny
generátor˘ podprostoru U.

15.7. Ortogonální doplnÏk

Definice 15.7.1. Nechª V je prostor se skalárním souËinem a U ⇢ V. Ortogonální
doplnÏk U? mnoæiny U je mnoæina vπech vektor˘ z V kolm˝ch na kaæd˝ vektor z U,
tedy

U? = {v 2 V | v?u pro vπechna u 2 U}.

Mnoæina U? je tedy nejvÏtπí mnoæina kolmá na U.

Tvrzení 15.7.1. BuÔ V prostor se skalárním souËinem, U,U1, U2 ⇢ V. Pak
(1) jestliæe U1 ✓ U2, pak U?

2 ✓ U?
1 ,

(2) U? = [[U ]]?,
(3) U? je podprostor V.

D˘kaz. (1) Je-li U1 ✓ U2 a v 2 U?
2 , tedy v?U2, potom v?U1 a v 2 U?

1 .
(2) Pro v 2 V podle Tvrzení 15.6.1 v 2 U? právÏ tehdy, kdyæ v 2 [[U ]]?.
(3) Z¯ejmÏ 0 2 U?. Pro libovolné v1, v2 2 U? a u 2 U platí (v1 + v2, u) = (v1, u) +
(v2, u) = 0, takæe v1 + v2 2 U?. Pro libovoln˝ skalár p, v 2 U? a u 2 U platí
(pv, u) = p(v, u) = 0, takæe pv 2 U?. ⇤


