10. prednaska, 25. 4. 2023

15. SKALARNI SOUCIN

Oznaceni. Cislo komplexné sdruzené k &islu z oznacujeme Z.

Definice 15.0.1. Bud V vektorovy prostor nad P, kde P = R nebo P = C. Zobrazeni
g: V xV — P je skalarni soucin na V, jestlize pro libovolné u,v,w € V a p € P plati

(1) g(u+v,w) = g(u,w) + g(v,w);
(2) g(pu,v) = pg(u, v);
(3) 9(
(4) 9(

u,v) = g(v,u);
v,v) > 0 pro v # 0.

Cislo g(v,v) je realné pro kazdy vektor v, i v pfipadé, ze P = C (cviceni). Diky tomu
lze ve ¢tvrté vlastnosti porovnavat g(v,v) s 0.

Prvni dvé vlastnosti znamenaji, ze skalarni soucin je linedrni v prvnim argumentu,
treti vlastnost je v redlném pripadé symetrie, v komplexnim pripadé kosa symetrie,
¢tvrta vlastnost je pozitivni definitnost.

Definice 15.0.2. Vektorovy prostor se skaldrnim soucinem je prostor se skaldrnim
soucinem. Pokud P = R, skalarni soucin je eukleidovsky a prostor je eukleidovsky
prostor. Pokud P = C, skalarni soucin je hermiteovsky a prostor je hermiteovsky nebo
unitdrni prostor.

Oznaceni. Nemuze-li dojit k nedorozuméni, misto g(u,v) pisSeme jen (u,v).
Tvrzeni 15.0.1. Bud V vektorovy prostor nad P se skaldrnim soucinem. Pro libovolné
u,v,w €V apée P plati
(1) (u,v+w) = (u,v) + (u, w);
(2) (u,pv) = p(u,v);
(3) (0,v) = (v,0) = 0;
(4) (0,0) =0 & v = 0.
Dikaz. (1)

(u,v +w) = (v+w,u) = (v,u) + (w,u) = (v,u) + (w,u) = (u,v) + (u,w).

(2)

(u, pv) = (pv,u) = p(v,u) = P(v,u) = p(u,v).
3)
(0,0) =(0-v,0) =0-(v,v) =0 a (v,0)=(0,v)=0.
(4) Dusledek podminky (4) v definici skalarniho sou¢inu a pfedchoziho bodu (3). O

Podle (1) a (2) v pfedchozim tvrzeni Eukleidovsky skaldrni souéin je linedrni i v dru-
hém argumentu.
P¥iklad. (1) Standardni skaldrni sou¢in na R™ Pro z,y € R, x = (z!,...,2"), y =
(y17 R 7yn)7
(z,y) =2'y' + - +2"y"
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(2) Standardni skalarni sou¢in na C™ Pro z,y € C*, z = (2!,...,2"), vy = (v}, ..., y"),

(z,y) = a'yl + - +a"y"
(3) Budte ay,...,a, kladnéd redlna &isla. Zobrazeni R™ x R™ — R, které vektorim
r=(z%...,2"),y = (y},...,y") € R" piifadi é&slo
(z,y) = arz'y" + - + ana”y",
je skalarni soucin na R"
(4) Budte ay,...,a, kladna redlna ¢isla. Zobrazeni C" x C" — C, které vektortm
r=(z%...,2"),y = (y},...,y") € C" piifadi &slo
(z,y) = azlyl + - + ana™y7,
je skalarni soucin na C™
(5) Zobrazeni, které maticim A, B € R™*" piiradi ¢islo
m n
(A4B)-3 Y A,
i=1 j=1
je skalarni soucin na R™*".
(6) Zobrazeni, které maticim A, B € C"™*"™ ptiradi ¢islo
m n o
P
i=1 j=1

je skalarni sou¢in na C™*",

(7) Zobrazeni, které spojitym redlnym funkcim f, ¢ na intervalu [0, 27] pfifadi realné
cislo
2

(f,9) = f(z)g(z)dz,

0

je skalarni sou¢in na prostoru vSech spojitych redlnych funkei na intervalu [0,27]. O

15.1. Délka (norma) vektoru

Pfipomenme, ze (v,v) € R a (v,v) > 0 pro kazdé v.

Definice 15.1.1. Bud V prostor se skalarnim sou¢inem, v € V. Délka nebo norma
vektoru v je ¢islo

[oll = v/ (v,v).

‘ Definice 15.1.2. Vektor délky 1 je jednotkovy nebo normovang. ‘

Délka vektoru tedy zavisi na skaldrnim soucinu, a tak uvedené znaceni lze pouzit jen,
je-li jasné, ktery skalarni soudin je uvazovan a nemuze dojit k nedorozumeéni.
Piiklad. (1) Méjme standardni skalarni soucin na R2. Délka vektoru (1,2) je v/5.

(2) NaR? mé&jme skalarni soucin ((x!, 2?), (y!,y?)) = oly' +22%y%. Délka vektoru (1,2)
je 3.
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(3) Na prostoru vSech spojitych redlnych funkei na intervalu [0, 1] méjme skaldrni souéin

/f

Takze délka (norma) funkce f je

1
1l = Auwmm

Pokud, naptiklad, f(z) = z, potom

1 1
mwwéﬂwzﬁ. 0

Tvrzeni 15.1.1. Bud V prostor se skaldrnim soucinem nad P. Pro libovolné v € V
ap € P plati
(1) ||v|| = 0, navic ||v|| = 0 prdavé tehdy, kdyz v =0,

(2) llpvll = Iplllvl,
(8) jestlize v # 0, pak

Dikaz. (1) Jednoduchy dusledek definice skalarniho sou¢inu a Tvrzeni 15.0.1.

(2) llpvll = v/(pv, pv) = Vpp(v, v) = V/Ip[(v,0) = [plV/(v,v) = Ipl[|v]]-

(3) Cviceni. O

v

[o]]

15.2. Nerovnosti

Tvrzeni 15.2.1 (Cauchyho-Bunakovského-Schwarzova nerovnost). Necht V je prostor
se skaldrnim soucinem a u,v € V. Pak

|(u, )] < JlulflJv]]
Rovnost nastdvd pravé tehdy, kdyz {u,v} je linearné zdvisld mnozina.
Diikaz. Je-li u = 0 nebo v = 0, (ne)rovnost plati a {u,v} je linedrné zavisla mnozina.

Necht u # 0 a v # 0. Stac¢i dokazovat ptipad ||u|| = ||v|| = 1; obecny se na néj prevede
zdménou u za u/||ul| a v za v/||v|| (cvieni). V eukleidovském pfipadé mame
1 1 1
0< i”u + UH2 = i(u + v, U + ’U) = 5((“5 U) + (U,U) == (’U,’LL) + (’U,U))
=1=+ (u,v).

Odtud F(u,v) <1, a tedy |(u,v)| < 1.
Jestlize plati rovnost |(u,v)| = 1, pak (u,v) = +1, nac¢ez 0 = 1 F (u,v) = %Hu F|?,
atedy u Fv =0 a {u,v} je linedrné zavisla mnozina. d

Dulezity dtsledek Cauchyho—Burniakovského—Schwarzovy nerovnosti je nasledujici tvr-
zeni, které je znamé jako trojuhelnikova nerovnost.

Tvrzeni 15.2.2 (Trojuhelnikova nerovnost). Necht'V je prostor se skaldrnim soucinem
au,v€V. Pak

[ 4ol < flul] + [|v]l-

Rovnost nastava pravé tehdy, kdyz {u,v} je linedrné zdavisla mnozina.
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Dukaz.

lu4v]* = (u+v,u+v) = (u,u) + (u,v) + (u,v) + (v,0) =
= [[ull® + 2re(u, v) + [[o]* < fJull® + 2|(u, v)| + [Jo]|* <
< lull® + 2llulllloll + [[ol* = (lull + oll)?

Zbytek diikazu je jednoduché cviceni. O

15.3. Odchylka vektorua

Pro nenulové vektory u,v mizeme Cauchyho-Bunakovského—Schwarzovu nerovnost
zapsat ve tvaru

o)l _
]

a v eukleidovském ptipadé

(u,v)

= ol =

Funkce cos zizend na interval [0, 7] je injektivni a tento interval zobrazuje vzajemné
jednoznaé¢né na interval [—1, 1]. Pro kazdou dvojici nenulovych vektori u, v tedy existuje
pravé jedno realné ¢islo ¢ € [0, 7] takové, zZe

(u, v)
COS (P = ——"0.
il

Definice 15.3.1. Budte V eukleidovsky prostor a u,v € V nenulové. Odchylka vektort
u,v (nebo whel mezi vektory u,v) je (jediné) éislo ¢ € [0, 7] takové, Ze

(u, v)

[[ulllv]l

cosy =

Pro libovolny eukleidovsky skalarni soucin tedy plati

(u,v) = [lul[[o]| cos .

Tvrzeni 15.3.1 (Kosinova véta). Budte V eukleidovsky prostor, u,v € V nenulové a ¢
uhel mezi nimi. Potom

[ — v]|* = [lull® + l|v]|* = 2{jull]|v] cos ¢.
Dukaz.

lu—v|? = (u—v,u—v) = (u,u) — 2(u,v) + (v,v) =

= [[ull® + lo]* = 2[[ull[|v] cos . O
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15.4. Ortogonalita (kolmost)

Definice 15.4.1. Bud V prostor se skalarnim sou¢inem. Vektory u,v € V jsou kolmé
(nebo ortogondlni), jestlize (u,v) = 0. Zapisujeme u_Lv.

Dva vektory jsou tedy kolmé pravé tehdy, kdyz jejich odchylka je /2.

Diky tomu, Ze (u,v) = (v, u), kolmost vektorl nezévisi na jejich potradi. Jelikoz pro
kazdy vektor v € V plati (v,0) = 0, nulovy vektor je kolmy ke kazdému vektoru. Z toho,
ze (pu, qu) = pq(u,v) pro kazdé p, q € P, vyplyva, ze libovolné skalarni nadsobky kolmych
vektori jsou také kolmé.

Definice 15.4.2. Bud V prostor se skalarnim sou¢inem. Mnozina U C V je ortogo-
ndlni, jestlize ulv pro libovolné rtzné u,v € U. Ortogonalni mnozina normovanych
vektori je ortonormdlini.

Kdyz v ortogonalni mnoziné nenulovych vektord kazdy vektor vynasobime prevrace-
nou hodnotou jeho délky (kazdy vektor znormujeme), dostaneme ortonormélni mnozinu.

Tvrzeni 15.4.1. Kazdd ortogondlni mnoZina nenulovych vektori je linedrné nezdvisld.
Dikaz. Bud {vy,...,v,} ortogondlni mnozina nenulovych vektori. Necht

p1v1 + -+ + ppvy = 0.

Kdyz pro libovolné i € {1,...,n} obé& strany této rovnosti skalarné vynésobime zprava
vektorem v;, dostaneme
(plvl + -+ PpUn, UZ) (07 Ui)
p1(vi,v;) + - 4+ pp(vp,vi) =0 (linearita v prvnim argumentu)
pi(vi,v;) =0 (kolmost)
p; =0 (vi#Oa(vi,vi) >0).
Takze p; = 0 pro kazdé ¢ € {1,...,n} a mnozina {vi,...,v,} je linedrné nezavisla. O

Dusledek. Kazdd n-prvkovd ortogondlni mnozZina nenulovijch vektori v n-rozmeérném
prostoru je bdze tohoto prostoru.

Piiklad. (1) Mé&jme R™ se standardnim skaldrnim sou¢inem. Kanonickd béze je orto-
normalni.

(2) Mégjme prostor vSech spojitych redlnych funkci na intervalu [0,27] se skaldrnim
souéinem
2

(f,9)= | [flz)g(w)dx
0
Mnozina {1,sinz, cos z,sin(2z), cos(2z), ...} je ortogonalni. O

Tvrzeni 15.4.2 (Pythagorova véta). Budte V prostor se skaldrnim soucinem a u,v € V
kolmé. Pak

lu+ o = [Juf? + [lv]]*.
Diikaz.
lu+v)? = (u+v,u+v) =
= (wu) + (u,v) + (v,u) + (v,v) = (ulv)
= (u,u) + (v,0) = [Jul® + [|o]*. O
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Cviceni. Bud {vy,...,v,} ortogonalni mnozina. Ukazte, ze

lor + -+t wnl|* = o] + - - + w1 D

15.5. Soufadnice vzhledem k ortonormalni bazi

Tvrzeni 15.5.1. Necht'V je prostor se skaldrnim soucinem, (e1,...,ey) jeho bdze a v €
V. Je-li (e1,...,en) ortogondlni baze, pak

e ()
(e1,€1) (ensen)

s

cili i-td souradnice vektoru v vzhledem k uvedené bdzi je

i (Uvei) _ (U7ei)
(ei,ei) el
Je-li (e1,...,en) navic ortonormdlni baze, pak

V= (U) 61)6]. +---+ (U7 en)env

cili i-td souradnice vektoru v vzhledem k uvedené bdzi je

= (v, €).
Diikaz. Bud (eq,...,e,) ortogonalni baze. Necht v = zle; + --- + 2"e,. Obé& strany
vynéasobime zprava vektorem e; s i € {1,...,n}. Dostaneme

(v, ;) = (90161 +--+alen, ) =
= fUl(el, e)+ -+ a"(en, €)=

= xi(ei,ei).

Bézové vektory jsou nenulové, takze (e;,e;) je nenulové a z' =

—
o
S
D |7
S
N
o
N
s

Pokud (e1,...,e,) je ortonormélni baze, pak ziejmé z' = (v, ;). O
Tvrzeni 15.5.2. Necht V je prostor se skaldrnim soucinem, (e1,...,e,) jeho orto-
normdini bdze, u,v € V, x = (a',... 2") souradnice vektoru u a y = (y',...,y")

soutadnice vektoru v vzhledem k uvedené bazi. Potom

1

(w,0) =2Tg=a'yl + - + 2"y

Dikaz.

(u,v) = (Z wiei,Zyiei> =

=1

=D ) (@enyle;) =

i=1 j=1

= Z leyij(ew ej) =

i=1 j=1

= z’"‘: :J:ZE O
i=1
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15.6. Kolmost mnozin

Definice 15.6.1. Bud V prostor se skaldrnim sou¢inem, v € V a M, N C V. Vektor v
je kolmy na mnozZinu M, jestlize v je kolmy na kazdy vektor z M, zapisujeme v1 M.
Mnozina M je kolmd na mnozinu N, jestlize kazdy vektor mnoziny M je kolmy na
kazdy vektor mnoziny N, zapisujeme M | N.

Cviceni. V pruniku kolmych mnozZin muze byt jen nulovy vektor. O

Naptiklad, dvé roviny v R3 nejsou vzajemné kolmé.
Tvrzeni 15.6.1. Bud V prostor se skalarnim soucéinem a M, N C V. Potom M 1N
pravé tehdy, kdyz [M] LN, a to je pravé tehdy, kdyz [M]L[N].
Diikaz. Predpokladejme, ze M LN. Bud u € [M] av € N, ¢éli u = plug + - - - + p"u,, pro
néjaké n € N, skalary p',...,p" a vektory ug,...,u, € M. Potom

(u,0) = (plur + -+ + pun, v) =
= p(ug,v) + -+ p"(un,v) = 0.

Takze [M]LN.

Opacna implikace a druhé ekvivalence jsou ziejmé. ]

Chceme-li ovéfit, zda vektor v € V je kolmy na podprostor U C V, diky predchéazeji-
cimu tvrzeni stac¢i ovérit, zda vektor v je kolmy na vSechny vektory z libovolné mnoziny
generatoru podprostoru U.

15.7. Ortogonalni doplnék

Definice 15.7.1. Necht V je prostor se skalarnim soucinem a U C V. Ortogonalni
doplnék U+ mnoziny U je mnozina viech vektortt z V kolmych na kazdy vektor z U,
tedy

Ut = {v e V| vLlu pro vSechna u € U}.

Mnozina UL je tedy nejvétsi mnozina kolma na U.

Tvrzeni 15.7.1. Bud V prostor se skaldrnim soucinem, U,Uy,Us C V. Pak
(1) jestlize Uy C Us, pak UQJ- C Uf‘,
(2) Ut =[U]%
(3) U+ je podprostor V.

Diikaz. (1) Je-liU; CUs avw e UQL, tedy v1LUs, potom v1U; av € UlJ-.
(2) Pro v € V podle Tvrzeni 15.6.1 v € U+ pravé tehdy, kdyz v € [U]*-
(3) Ziejmé 0 € U+ Pro libovolné vy, vy € Ut a u € U plati (vy + ve,u) = (vi,u) +
(vg,u) = 0, takZe vy + vo € U™ Pro libovolny skalar p, v € Ut a u € U plati
(pv,u) = p(v,u) = 0, takze pv € UL O



