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1. POLE

Uvazujme mnozinu vSech redlnych ¢isel. Realna cisla s¢itdme a nasobime, ke kazdému
redlnému ¢islu existuje ¢islo opa¢né (soucet ¢isla a k nému opa¢ného ¢isla je roven 0), ke
kazdému nenulovému realnému éislu existuje ¢islo inverzni (pfevracena hodnota, souéin
¢isla a k nému inverzniho ¢isla je roven 1). Pro libovolna reélna ¢isla a, b, ¢ navic plati

a+b=b+a, a-b=b-a (soucet a soudin jsou komutativni,
a+(b+c)=(a+b)+c, a-(b-c)=(a-b)-c asociativni
a-(b+c)=a-b+a-c a spliluji distributivni zdkon)

Kazda mnozina obsahujici aspon 2 prvky (obvykle oznacované 0 a 1) s uvedenymi
operacemi s uvedenymi vlastnostmi se nazyva pole. Piikladem pole je pole komplexnich
¢isel, které znac¢ime C.

Kazda podmnozina mnoziny komplexnich ¢isel, kterd obsahuje 0 a 1, s kazdym ¢is-
lem obsahuje k nému opacné, s kazdym nenulovym ¢islem obsahuje k nému inverzni
a s libovolnymi dvémi ¢isly obsahuje jejich soucet i soucin, se nazyva ciselné pole.

Priklady ¢iselnych poli jsou mnozina komplexnich ¢isel C, mnozina redlnych ¢isel R
a mnozina racionanich ¢isel Q. Naptiklad mnozina celych ¢isel Z a mnozina pfirozenych
(kladnych celych) ¢isel N nejsou pole.

Je-li P pole a n pfirozené ¢islo, potom P" oznacuje mnozinu vSech uspoiadanych
n-tic prvkid pole P.

Polim se jesté budeme vénovat pozdéji, v tématu

2. MATICE

2.1. Matice

Definice 2.1.1. Bud P pole, budte m, n pfirozena ¢isla. Matice typu m X n nad polem
P je tabulka o m fadcich a n sloupcich obsahujici na kazdém misté néjaky prvek pole
P (a nic jiného). Mame-li takovou matici A, pak prvek pole P v i-tém fadku a j-tém
sloupku oznacujeme Aé» a matici zapisujeme obvykle

A AL 0 AL
A2 A% . A2
A= ‘1 '2 'n
Al AR L A

nebo struénéji A = (A;)mxn nebo jen A = (A;)
Matici typu m X n nad polem P je mozné definovat také jako zobrazeni z kartézského
sou¢inu {1,2,...,m} x{1,2,...,n} do pole P. Takové zobrazeni tedy uspotadané dvojici
(i,7) prifazuje A; € P a muzeme ho zapsat pravé ve tvaru tabulky, kterd ma v i-tém
rfadku a j-tém sloupku prvek A;
Hornim indextim fikdme 7ddkové, dolnim indextim fikame sloupkové. Pro pevné zvo-
lené i

Al = (AL 4L ... A)



2 Matice

je i-ty fadek matice A; je to tedy matice typu 1xn, nékdy ji zapisujeme jako uspoiadanou

n-tici (A%, AL ... AL) € P™ Nulovy fddek oznaéme 0,. Pro pevné zvolené j
1
p
A4
o __ J
Aj = :
A™

J
je j-ty sloupek matice A; je to tedy matice typu mx 1, nékdy ji zapisujeme jako usporada-
. .11 A2 1 2 T 1 42 T
nou m-tici (Aj,Aj,...,A;-”) € P™ nebo (Aj A5 .. Ag”) nebg (Aj,Aj,...,A;") .
Nulovy sloupek ozna¢me 0° To, Zze matice A je tvofena fadky Ag, resp. sloupky A7,
budeme nékdy zapisovat

Al
42

A=| "], resp. A= (A5 A5 ... A3).
Am

Matice A = (A;) a B = (B;) se vzajemné rovnaji, jestlize jsou stejného typu a na
stejnych mistech maji stejné prvky, tedy jsou-li typu m x n a pro kazdé i € {1,2,...,m}
a kazdé j € {1,2,...,n} plati A; = BJ.

Definice 2.1.2. Matice A = (A})mxn je

e Ctvercovd, jestlize m = n,

e diagondlni, jestlize je ¢tvercova a A; =0 pro i # j (prvky A! se také nazyvaji
diagondlni a tvori (hlavni) diagondlu),

e jednotkovd, jestlize je diagondlni a A’ = 1 pro kazdé i (oznacujeme ji E, nebo
jen E),

e nulovd, jestlize mé vSechny prvky nulové (oznacujeme ji Oy, nebo jen 0),

e horni resp. dolni trojuhelnikovd (nebo v hornim resp. dolnim trojuhelnikovém
tvaru), jestlize je étvercové a pod resp. nad diagondlou ma jen nuly, tedy A; =0
pro 2 > j resp. pro v < j,

e schodovitd (nebo ve schodovitém tvaru), jestlize kazdy nenulovy Fadek, kromé
prvniho, zac¢iné zleva vice nulami nez fadek predchozi,

o v Gaussové—Jordanové tvaru, jestlize

(i) je ve schodovitém tvaru,
(ii) prvni (zleva) nenulové prvky vSech nenulovych fadku jsou 1,
(iii) ve sloupcich nad (a nejen pod) prvnimi nenulovymi prvky vsech nenulovych
radkt jsou jen 0.
o v Gaussové kanonickém tvaru, jestlize je rovna matici

E 0
0 0/’
kde E je jednotkova matice a 0 oznacuje nulové matice prislusnych typu.

PmX?’L.

Mnozinu vSech matic typu m x n nad polem P oznacujeme M., (P) nebo ;

v pfipadé ¢tvercovych matic také M, (P) nebo gl(n, P).
Piiklad. (1)

1 2\ . 5t [ 4 1 2 3 [ & ,
3 4 ) Jectvercova matice, | , | neniCtvercova.
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1 0. .. (12 . 11 ;1 o
<0 4) je diagonalni matice, <0 0> neni diagonalni.

jsou jednotkové matice.
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0 0 0 0 0)\ . , .
O2x2 = (0 0> ,0053 = <() 0 0) jsou nulové matice.

1 2 3 1 00
0 4 0| jehorni, |2 0 0] je dolni trojuhelnikova matice.
0 05 1 21

je matice ve schodovitém tvaru,

neni matice ve schodovitém tvaru.

S oOoOoOoOrr OO0 O+
SO NN OO N
OO == OO =
DD O OO N

je matice v Gaussové-Jordanové tvaru,

neni matice v Gaussové—Jordanové tvaru. [ |

O, ON O OO

OO O+, OO O
SO O OO+ Oo
SO N OO N

2.2. Operace s maticemi
2.2.1. Soudet matic a nasobek matice

Definice 2.2.1. Budte A, B matice typu m x n nad polem P. Soucet matic A, B je
matice A + B typu m X n nad polem P takova, Ze pro vSechna i € {1,2,...,m},
jefl,2,....n}

(A+ B)i = A% + Bi.

Scitame tedy jen matice stejného typu. Matice riiznych typt nelze scitat.
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Definice 2.2.2. Budte A matice typu m X n nad polem P a ¢ € P. Potom c-ndsobek
matice A je matice cA typu m x n nad polem P takova, Ze pro vSechna i € {1,2,...,m},
je{L,2,...,n}

i pi
(cA): = cAj.
Pro ¢ = —1 se matice (—1)A zna¢i —A a nazyva se opacnd matice k matici A.

Piiklad. Pro
12 3 -1 0 2\ .
A_<456>aB_<1 -3 »Je

C(14+(=1) 240 342\ (0 2 5
A+B_< 441 5+ (-3) 6+7>_<5 2 13)’

6 12 18 10 —2
6A_(24 30 36)’ B_(—l 3 —7)' "

636 ) )
(0 0) G 3) )
0 1)+ G 3 (5 3)
(6 0)+G 1) (52 -

Tvrzeni 2.2.1. Necht A, B,C jsou matice stejného typu nad polem P a c,k € P. Pak

—_
\)

w
w
W

o w

1 2

o O O

|
= NNO
= O
+ S—— —— —
4+
e e R
w
=N

(1) A+ B =B+ A4,
(2) A+ (B+C)=(A+B)+C, (6) ¢c(A+ B) = cA+ cB,
(3) A+0=A4A, (7) (c+k)A = cA+ kA,
(1) A+ (—A) =0, (8) c(kA) = (ck)A.

(5) 1A= A,

Diikaz. Uvedeme jen ditkaz bodu (2) a (6), ostatni ponechame jako cviceni.

(2) Méme dokazat, ze matice A+(B+C) se rovna matici (A+B)+C'. Pfedpokladejme,
ze A, B, C jsou typu m xn. Potom i B4+C a A+ B jsou typu m xn, a tedy i A+ (B+C)
a (A+ B)+ C jsou typu m X n.

Pro kazdé i € {1,2,...,m} a j € {1,2,...,n} prvek v i-tém faddku a j-tém sloupku
matice A+ (B + C) je

(A+(B+0Q));=A+(B+0)) =
= Al + (B +C}) =
— (Al + Bi)+ Ci =
=(A+B),+Ci =
= ((A+B)+0)},

podle definice souc¢tu matic)
podle definice sou¢tu matic)

diky asociativité séitani v poli)

~~ I~ ~~

podle definice souc¢tu matic)

(podle definice sou¢tu matic)

coz je prvek v i-tém fadku a j-tém sloupku matice (A + B) + C.
Dokéazali jsme, ze matice A+ (B+C) a (A+ B) + C jsou stejného typu a na stejnych

mistech maji stejné prvky.

(6) Mame dokazat, ze matice ¢(A + B) se rovnéa matici cA + ¢B. Piedpokladejme, zZe
A, B jsou typu m x n. Potom i A + B, cA a ¢B jsou typu m X n, a tedy i ¢(A + B)

a cA + ¢B jsou typu m X n.
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Pro kazdé i € {1,2,...,m} aj € {1,2,...,n} prvek v i-tém fadku a j-tém sloupku
matice ¢(A + B) je

(c(A+ B))s =c(A+ B): = (podle definice ¢-ndsobku matice)
=c(4j + Bj) = (podle definice souc¢tu matic)
= cA§- + cB;- = (diky distributivnimu zakonu v poli)
= (cA)é- + (CB); = (podle definice c-nasobku matice)
= (cA+ cB)é-, (podle definice sou¢tu matic)

coz je prvek v i-tém rfadku a j-tém sloupku matice cA + ¢B.
Dokéazali jsme, ze matice ¢(A+ B) a cA+ cB jsou stejného typu a na stejnych mistech
maji stejné prvky. O

Uvedli jsme si, ze fadky a sloupky matice chapeme jako matice. Muzeme je tedy také
nasobit prvky prislusného pole, mizeme séitat radky a scitat sloupky, jsou-li stejného
typu a nad stejnym polem.

Nasledujici definici formulujeme pouze pro fadky matice, ale obdobné lze formulovat
pro sloupky, usporadané n-tice a matice.

Definice 2.2.3. Budte A%, A%, ... ,Ai‘“ rfadky matice nad polem P, ci,co,...,cp € P.
Linedrni kombinace ¥adkt A2, A2, ... A¥ s koeficienty ci,ca, ..., ci je Fadek

k
o bead ok s = Y Y
j=1

Méme-li prazdnou mnozinu fadku (tedy, neméme zadny fadek), jejich linedrni kom-
binaci definujeme jako nulovy radek. Takze, nulovy fadek je linearni kombinaci radkd
z prazdné mnoziny.

2.2.2. Soudin

Definice 2.2.4. Budte A matice typu m xn a B matice typu n X p nad polem P. Soucin
matic A, B (v tomto pofadi) je matice A - B (obvykle oznacované jen AB) typu m X p
nad polem P takovd, Ze pro vSechna i € {1,2,...,m}, 7 € {1,2,...,p}

n
(AB): = A\B} + AyB? +--- + Ai,B} =Y A,BF.
k=1
Matice B mé tedy tolik fadki, kolik ma matice A sloupki. Prvek matice AB v i-tém

radku a j-tém sloupku ziskdme tedy tak, ze secteme souciny prvkid v i-tém rfadku matice
A s odpovidajicimi prvky v j-tém sloupku matice B. Tedy

AlBi + AAB} + -+ AL B} .-+ AIBl+ A}B2+---+ ALBY
B AIBl + A3BY + -+ AZBY - AIBy+ A3By 4+ A2By |
APB + APBY + -+ A'BY .-+ AU'Bi 4+ APB2 4 -+ ATBP

AlBL + AlB2 + ...+ AlBP
A?Bl+ AiB2 + ...+ A2B"

ATBL + APB2 4 .-+ ATB

= (B{AS + BfAS +---+ BA;, -+ BJAY+ BIAS+---+ BlAY) .
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Cili, prvni fadek matice AB ziskdme tak, Ze vezmeme Al-nésobek iadku B!, Al-nasobek
fadku B2, .. ., Al-nasobek fadku B” a vSechny tyto nasobky secteme. Je to tedy linearni
kombinace fédkﬁ matice B s koeficienty z prvniho fadku matice A.

Obdobné ziskdme ostatni fadky matice AB. Obecné, i-ty fadek matice AB ziskame
tak, ze pro kazdé k € {1,2,...,n} prvkem Afc vynasobime k-ty fadek matice B a vSechny
tyto nésobky sec¢teme. Takze i-ty fadek matice AB je linedrni kombinace fadki matice
B s koeficienty z i-tého fadku matice A.

Analogicky, prvni sloupek matice AB ziskdme tak, Ze vezmeme B;-nasobek sloupku
A$, B?-nasobek sloupku AS, ..., BJ-nasobek sloupku A a viechny tyto nasobky se-
éteme. Je to tedy linedrni kombinace sloupkii matice A s koeficienty z prvniho sloupku
matice B.

Obdobné ziskdme ostatni sloupky matice AB. Obecné, j-ty sloupek matice AB zis-
kéame tak, ze pro kazdé k € {1,2,...,n} prvkem B]]? vynasobime k-ty sloupek matice A
a vSechny tyto nasobky se¢teme. TakZe j-ty sloupek matice AB je linearni kombinace
sloupktl matice A s koeficienty z j-tého sloupku matice B.

Nejsou-li typy matic v uvedeném vztahu (druhd méa tolik radki, kolik mé prvni
sloupkt), nelze je (v daném poradi) nasobit, prislusny souéin neexistuje.

Priklad. (1) Pro

12 ~1 0\ .
A= 3= ()

ap= (51T 5 0ran) =0 5)=
(0 9 3)- (5 916 8)-
() () o) 2 (0) -
~(5)+0) ©)+ ().

pa= (G550 GBN) =7 W)
(0 6 0) = (o 9ty -
(1) () 2 (1)) -
()46 (9+6)

(2) Pro

AB=(1-0+2-3) = (6),
0-1 0-2 0 0
BA:(3-1 3 2):(3 6)'
(3) Pro
A:(l 2), Bz(? (1)> je AB ( ), B A neexistuje |
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0 1
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3 4
0 0
0 0

(
(

Predchézejici priklady ukazuji, Ze ndsobeni matic neni komutativni, tedy nemusi pla-

tit AB

Cviceni. Spoctéte

S - O S O -
[a\ I N N O —H O
— M O — O O
~  ~—_—
N
[aplNe )] N O D
Al 1O O Al 1O o
— <t D~ — <t D~
~  — ~—
N ~
[aplNe )] N O D
Al 1O O Al 1O O
— <t D~ — <t D~
~ — ~—_
S <t b~ S O -
S N O O —H O
— A O — O O
~
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W =
=N
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6 0) 6 o)

Cvic€eni. (1) Je-lii-ty fadek matice A nulovy, pak i-ty fadek matice AB je také nulovy.
(2) Je-li j-ty sloupek matice B nulovy, pak j-ty sloupek matice AB je také nulovy. >

Tvrzeni 2.2.2. Necht A, B, C jsou matice nad polem P takové, Ze niZe uveden€ operace
jsou definovdny, a c € P. Pak plati

(1) A(BC) = (AB)C, (1) (A+ B)C = AC + BC,
(2) AE = EA = A, (5) ¢(AB) = (cA)B = A(cB).
(3) A(B+C)=AB + AC,

Diikaz. Uvedeme jen dikaz bodi (1) a (3), ostatni ponechame jako cviceni.

(1) Predpokladejme, ze A je matice typu m x n, B je matice typu n x p a C' je matice
typu p x q. Potom AB je matice typu m x p a BC je matice typu n X g, takze A(BC)
a (AB)C jsou matice typu m x gq.
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(A(BC)); = Z A};(BC)? = (podle definice sou¢inu matic)
k=1
n P
= Z Al Z(BlkC]l) = (podle definice sou¢inu matic)
k=1 =1
nop
=> Y AL(BfC)) = (diky distributivnimu zakonu v poli)
k=1 1=1
n_p
= Z Z(A%Blk)C]l = (diky asociativité soucinu v poli)
k=1 1=1
p n
= Z (AL BF )C’jl = (diky komutativité souctu v poli)
1=1 k=1
P
= Z(AB)}C; = (podle definice sou¢inu matic)
1=1
= ((AB)C’); (podle definice sou¢inu matic)

(3) Predpokladejme, ze A je matice typu m x n a B,C jsou matice typu n X p.
Potom A(B + C) a AB + AC jsou matice typu m X p a pro kazdé i € {1,2,...,m}
aje{l,2,...,p} plati

(A(B + C’)); = Z Al (B + C’);€ = (podle definice sou¢inu matic)
k=1
= Z AZ(B;-C + Cjk) = (podle definice sou¢tu matic)
k=1
= Z(A%Bf + AZC’;‘“‘ )= (diky distributivnimu zakonu v poli)
k=1
= Z A};B]’-C + Z A};C’;c = (diky vlastnostem séitani v poli)
k=1 k=1
= (AB);- + (AC’);- = (podle definice sou¢inu matic)
= (AB + AC);. (podle definice souc¢tu matic) O

2.2.3. Transponovani

Definice 2.2.5. Transponovand matice k matici A typu m xn je matice AT typu nxm,
kde (AT)! = A pro vSechna i, j.

Priklad.

1 2 3 T 1 4
415 6 =12 5 |
3 6

Tvrzeni 2.2.3. Necht A, B jsou matice nad polem P takové, Ze niZe uvedené operace
jsou definovdany, a c € P. Pak plati
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(1) A= (AT)T, (3) (cA)T = cAT,
(2) (A+B)T=AT+ BT, (4) (AB)T = BTAT,

Diikaz. (1) Je-li A typu m x n, potom AT je typun x m a (AT)T je typu m x n. Navic
pro kazdé i € {1,2,...,m} aj € {1,2,...,n} plati

TNTNi ATV _ i
(ATYT); = (AT)] = 4.
(4) Budte A matice typu m x n a B matice typu n x p. Pak AT je typu n x m, BT
je typu p x n, AB je typu m x p a tedy (AB)T i BTAT jsou typu p x m. Pro kazdé
ie{l,2,...,p} aje{l,2,...,m} plati

n n n

(AB)T); = (AB)] = 3 B =3 BEAL =) (BNi(AT)] =
k=1 k=1 k=1
= (BTAT).
Ostatni body jsou ponechany jako cviceni. U

Cviceni. Ukazte, ze pro libovolné k € N a libovolné matice Ay, ..., Ay vhodnych typu
plati (A; - Ap)T = AT .- Al >

2.3. Elementarni apravy a specialni tvary matic
2.3.1. Elementarni upravy

Definice 2.3.1. Mé&jme matici nad polem P. Rddkové elementdrni vipravy matice jsou
(1) pric¢teni c-nasobku j-tého Ffadku k i-tému fadku, kde c € P a i # j,
(2) vynasobeni i-tého fadku nenulovym prvkem c € P,
(3) vzajemna vyména i-tého fadku a j-tého radku.

Sloupkové elementdrni upravy matice definujeme analogicky.

Cviceni. Provedte vzdjemnou vyménu dvou fadkti pomoci kone¢né mnoha tprav typt

(1) a (2). >
Mgjme matici A. Pfi¢tenim c-nasobku j-tého faddku k i-tému fddku zménime i-ty
fadek na (A} +cA] AL +cA) ... Al +cA)) aostatni Fadky zistanou beze zmény.
Po vynasobeni i-tého fadku prvkem c¢ € P i-ty radek bude (cA’i cAL ... cAiL)
a ostatni fadky zistanou beze zmény. ‘ ‘ A
Po vzajemné vymeéné i-tého fadku a j-tého Fadku i-ty fadek bude (4] A ... A7),
j-ty fadek bude (A’1 AL Aﬁl) a ostatni fadky ztstanou beze zmény.

Sloupkové tpravy funguji analogicky pro sloupky.

Priklad. (1) Pfictenim 3-nasobku prvniho fadku k druhému Fadku upravime matici

1 2 3 tici 1 2 3
415 6 na matici 7 11 15)

(2) Vzéajemnou vymeénou prvniho sloupku a tfetiho sloupku upravime matici

1 2 3 ae (321 =
7 11 15) Memaba {45 11 7)-

Ke vsem elementarnim tipravam existuji tpravy inverzni, které jsou také elementarni
a upravenou matici prevedou zpét na puvodni matici. Inverzni tpravy k radkovym
apravam jsou

(1) pri¢teni —c-nasobku j-tého rfadku k i-tému radku,
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(2) vynasobeni i-tého fadku prvkem ¢,
(3) vzajemna vyména i-tého fadku a j-tého radku.

Inverzni Gpravy ke sloupkovym tpravam jsou obdobné.

Priklad. (1) Pfictenim —3-nasobku prvniho fadku k druhému fadku upravime matici

1 2 3 tici 1 2 3
7 11 15 na matici A5 6/

(2) Vzajemnou vyménou prvniho sloupku a tfetiho sloupku upravime matici

3 2 1 aa (10203 =
15 11 7) “tamaua e o4y 15/

Definice 2.3.2. Matice A, B jsou ekvivalentni, jestlize B muze vzniknout z A kone¢nou
posloupnosti elementarnich iprav. Je-li mozné toho dosdhnout pomoci pouze fadkovych,
resp. sloupkovych tprav, matice jsou rddkove, resp. sloupkové ekvivalentni. V kazdém
pripadé zna¢ime A ~ B.

Priklad.
1 2 3 1 2 3 2 4 6 2 10 01 2 -
4 5 6 2 10 2 10 2 46 6 4 2)°
Tvrzeni 2.3.1. Ekvivalence matic je relace ekvivalence na mnoZiné vSech matic stej-
ného typu nad stejnym polem.

Dikaz. Cvideni. ]

2.3.2. Schodovity, Gaussuv—Jordanuv a Gaussuv kanonicky tvary matic

Piipomenme si definice z podkapitoly

Definice 2.3.3. Matice je ve schodovitém tvaru, jestlize kazdy nenulovy tadek, kromé
prvniho fadku, zacina zleva vice nulami nez fadek predchozi.

To znamena, Ze vSechny fadky pod nulovym fadkem jsou nulové.

Definice 2.3.4. Matice je v Gaussoveé—Jordanoveé tvaru, jestlize

(i) je ve schodovitém tvaru,
(ii) v kazdém nenulovém fadku prvni (zleva) nenulovy prvek je 1,
(iii) v kazdém sloupku, ve kterém je prvni nenulovy prvek néjakého fadku, ostatni
prvky jsou 0.

Definice 2.3.5. Gausstv kanonicky tvar matice je
E 0
0 0)’
kde F je jednotkova matice a 0 oznacuje nulové matice ptislusnych typt.

Priklad. (1) Necht

1 2 3 4 1 2 3 4 1 0 30
0 0 21 03 21 0120
A=10 01 2], B=|0 00 1|, C=]00 01
0 00O 0000 0 00O
0 00°G6G6 0000 0 00O

Matice A neni ve schodovitém tvaru. Matice B je ve schodovitém tvaru, ale neni
v Gaussové—Jordanové tvaru. Matice C je v Gaussové—Jordanové tvaru.

(2) Kazda nulova matice je v Gaussové-Jordanové tvaru. |
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Definice 2.3.6. Mé&jme nenulovou matici. Gaussova eliminace je tprava matice podle
nasledujiciho algoritmu.
Budi=1.

(1) Uvazujme prvni nenulovy sloupek, ktery ma néjaky nenulovy prvek v i-tém nebo
nizsim radku.

(2) Neni-li v i-tém Fadku uvazovaného sloupku nenulovy prvek, vyménime i-ty fadek
s vhodnym nizsim radkem.

(3) V uvazovaném sloupku vynulujeme prvky v fadcich pod i-tym fadkem pfictenim
vhodnych nasobkt i-tého Ffadku.

(4) Vezméme i o 1 vétsi (i := ¢ + 1). Existuje-li nenulovy sloupek, ktery ma néjaky
nenulovy prvek v i-tém nebo nizsim fadku, vratme se do bodu (1). Jestlize
takovy sloupek neexistuje, algoritmus kondi.

Tvrzeni 2.3.2. KazZdd matice je fadkové ekvivalentni matici ve schodovitém tvaru.

Drikaz. Nulova matice je ve schodovitém tvaru. Libovolnou nenulovou matici upravime
pomoci Gaussovy eliminace. Vsechny provedené tipravy jsou radkové elementarni tipravy
a z postupu pfi Gaussové eliminaci vyplyva, ze kazdy nenulovy fadek, kromé prvniho
radku, zacina vice nulami nez radek predchozi. O

Definice 2.3.7. Mé&jme nenulovou matici. Gaussova—Jordanova eliminace je tprava
matice podle nasledujiciho algoritmu.
Bud i =1.
(1) Uvazujme prvni nenulovy sloupek, ktery ma néjaky nenulovy prvek v i-tém nebo
nizsim radku.
(2) Neni-li v i-tém fadku uvazovaného sloupku nenulovy prvek, vyménime i-ty fadek
s vhodnym nizsim radkem.
(3) i-ty fadek vydélime jeho prvnim nenulovym prvkem.
(4) V uvaZovaném sloupku vynulujeme prvky mimo i-ty fadek pfi¢tenim vhodnych
nasobku i-tého radku.
(5) Vezméme i o 1 vétsi (i := ¢ + 1). Existuje-li nenulovy sloupek, ktery ma néjaky
nenulovy prvek v i-tém nebo niz§im fadku, vrafme se do bodu (1). Jestlize
takovy sloupek neexistuje, algoritmus kondi.

Tvrzeni 2.3.3. KaZda matice je tadkové ekvivalentni matici v Gaussové—Jordanové
tvaru.

Diikaz. Nulova matice je v Gaussové-Jordanové tvaru. Libovolnou nenulovou matici
upravime pomoci Gaussovy—Jordanovy eliminace. VSechny provedené tpravy jsou fad-
kové elementarni upravy a z postupu pri Gaussové—Jordanové eliminaci vyplyva, Ze
vyslednad matice je v Gaussové—Jordanové tvaru. O

Tvrzeni 2.3.4. KaZda nenulova matice je ekvivalentni matici v Gaussové kanonickém
tvaru.

Diikaz. S pouzitim radkovych i sloupkovych elementarnich tprav a vhodnou tupravou
Gaussovy—Jordanovy eliminace ziskdme algoritmus, ktery prevadi libovolnou nenulovou
matici na ekvivalentni matici v Gaussové kanonickém tvaru. Podrobnosti ponechame
jako cviceni. (]

2.3.3. Elementarni matice

Definice 2.3.8. FElementdrni matice jsou:
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(1) proi#j
1 0 0 0
N 0 ... 1 ... ¢ ... 0] i-tyiadek
EY(c) =
0 ... 0 ... 1 ... 0] j-tytadek
0 0 0 1
(2) proc#0
1 0 0
FE'(¢)=10 ... ¢ ... 0] ity tadek
0 0 1
(3) proi#j
1 0 0 0
0 ... 0 ... 1 ... 0] i-tyfddek
0 ... 1 ... 0 ... 0] j-tyradek
0 ... 0 ... 0 ... 1

Kazda elementarni matice vznikne z jednotkové matice provedenim vhodné radkové
nebo sloupkové elementarni Gpravy.

Matice E%I(c) vznikne z jednotkové matice F pfi¢tenim c-ndsobku j-tého fadku k i-
tému Fadku a od jednotkové matice se lisi jen tim, ze (E"/(c)): = ¢, zatimco E} = 0.

Matice E*(c) vznikne z jednotkové matice F vynasobenim i-tého fadku prvkem c a od
jednotkové matice se lisi jen tim, ze (E(c))! = ¢, zatimco E! = 1.

Matice E% vznikne z jednotkové matice E v§ménou i-tého fadku a j-tého fadku a od
jednotkové matice lisi jen tim, Ze -ty a j-ty fadky jsou vzadjemné vymeénény.

Lemma 2.3.5. Budte A, B matice.

(1) Matice B muZe vzniknout z matice A pomoci jedné radkové elementdarni upravy
pravé tehdy, kdyz existuje elementdrni matice Q) takovd, Ze B = QA.

(2) Matice B mize vzniknout z matice A pomoci jedné sloupkové elementdrni ipravy
pravé tehdy, kdyz existuje elementdrni matice Q takovd, Ze B = AQ).

Dikaz. Pfimym vypoctem lze ovérit, Ze pricteni c-nasobku j-tého radku k i-tému radku
je totéZ co vynasobeni matici E%J(c) zleva, vynasobeni i-tého fadku prvkem c € P je
totéZ co vynasobeni matici E(c) zleva a vyména i-tého fadku a j-tého fadku je totéz
co vynésobeni matici E* zleva. Viz také komentai za Definici soucinu matic.
Analogicky pro sloupkové ipravy a nasobeni zprava. Cviceni. (]

Priklad. Budte

A=

W =~ =
N O N
oW
oy
i
|
W
N Ot O
= o Ot
s
N
|
Sy =~
= Ot N
DN = W
o
w
|
oW
N O DN
[N
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Potom
10 2 12 3 1- A +2- A3
BE13A<010(454 A?
00 1 3 21 A3
100 1 2 3 Al
By =FE*(2)-A= (010.<454 A?
0 0 2 3 21 2. A3
00 1 12 3 A3
By =FEY3. A= 010) 454)A§. |
100 3 21 Al

Lemma 2.3.6. Transponované matice k elementdrnim maticim jsou elementdirni ma-
tice.

Dikaz. Cviceni. O

2.4. Inverzni matice
Definice 2.4.1. Bud A ¢tvercova matice. Matice X je inverznd k matici A, je-li stejného
typu a plati

AX =XA=E.

Inverzni matice k matici A se zna¢i A~L Matice je invertibilni, existuje-li matice k ni
inverzni.

P¥iklad. (1) Kazda jednotkovd matice E je invertibilni a E~! = E.
(2)
A

(1)> je invertibilni, protoze A - A = E, a tedy A7l = A,

A— 1 2 neni invertibilni, protoze pro libovolnou matici X typu 2 x 2
~\0 0 AX mé druhy radek nulovy a neni to tedy jednotkova matice.

01 neni invertibilni, protoze pro libovolnou matici X typu 2 x 2
X A mé prvni sloupek nulovy a neni to tedy jednotkova matice.

() v x=(0Y)

Predpokladejme, Ze X je inverzni k A. Pak AX = E, tedy

1 -1 a by (1 0
1 -1 c d) \0o 1)
7 toho dostaneme rovnosti
a—c=1, b—d=0, a—c=0, b—d=1.
Ze treti rovnosti médme a = ¢ a po dosazeni do prvni rovnosti méme 0 = 1, coz je spor.
Z toho vyplyva, Ze neexistuje matice X takova, ze AX = FE, a matice A tedy neni
invertibilni.

(6) Zadna nulovd matice neni invertibilni.
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(7) Elementarni matice jsou invertibilni a pfimym vypoctem lze ovétit (cviceni), ze
(B ()t =EY (=),  (E'(e)) ' =E(ch), (BY)'=EY u
Tvrzeni 2.4.1. Ke kaZdé matici existuje nejuyse jedna inverzni matice.

Diikaz. Piedpokladejme, ze X/, X" jsou inverzni matice k matici A. Tedy AX' = X'A =
AX"=X"A=FE.Potom X' = EX' = X"AX' = X"E = X". O

Tvrzeni 2.4.2. Necht A, Ay, ..., A, jsou invertibilni matice stejného typu. Potom

(1) Ay -...- A, je invertibilnd a (Ay-...- A,) "t = A .- ATY;
(2) A7L je invertibilni a (A=Y 71 = A;
(3) AT je invertibilni a (AT)™1 = (A~H)T.

Dikaz. (1) (Ay-...-Ay)- (A - AT =E= (A1 ... A7Y) - (Ar-...- A,) a podle
definice inverzni matice tedy (A -...-A,) ' =A-1.. ... A;l.

(2) AA™! = A~'A = E a podle definice inverzni matice tedy (A71)~! = A,

(3) AATl = A"A=FE tedy E=ET = (A7'A)T = ATAHT a F = (44~ 1H)T
(A~1)TAT a podle definice inverzni matice (AT)™1 = (A=HT.

oo

Tvrzeni 2.4.3. Necht A, B jsou c¢tvercové matice takové, 3¢ AB = E. Pak BA = E,
obé matice A, B jsou invertibilni a jsou vzdjemné inverzni (A= B! a B= A"1).

Diikaz. Matici A upravme fadkovymi elementarnimi tpravami na Gaussuv—Jordantv
tvar G, tedy G = Q... Q1A4, kde @1, ..., Q% jsou elementarni matice prislusné prove-
denym tpravam. Pak A= Q7'...Q;'G a AB=Q'...Q;'GB = E. Matice G nem4
nulovy tadek, protoze jinak by matice GB také méla nulovy fadek a takovou matici
nelze pomoci fadkovych elementérnich tprav (v tomto pfipadé reprezentovanych mati-
cemi Ql_l, ... ,Q,;l) prevést na jednotkovou matici (cviceni). Jelikoz G je v Gaussové—
Jordanové tvaru a nemé nunovy fadek, G = E. Pak A = Qfl e Q,;l je invertibilni
matice jakozto soudin invertibilnich matic a existuje tedy AL

Potom BA = EBA = A"'ABA = A"'EA = A'A = E. Jelikoz AB = BA = E,

jsou obé matice A, B invertibilni a jsou vzajemné inverzni. O

Nyni zformulujeme dtlezité kriterium invertibility.

Tvrzeni 2.4.4. Matice je invertibilni prdvé tehdy, kdyz je Tadkové ekvivalentni s jed-
notkovou matict.

Diikaz. ,=*“ Necht A je invertibilni matice. RAdkovymi elementarnimi tipravami ji pre-
vedme na Gausstiv—Jordantv tvar G, tedy G = Qi ... Q1 A, kde Q1, .. ., Qx jsou elemen-
tarni matice piislusné provedenym tpravam. Kazda z matic Q1, ..., Qk, A je invertibilni
a jejich soudin G je také invertibilni. Potom G, jakozto invertibilni matice neméa nulovy
fadek a G = E, jelikoz G je v Gaussové—Jordanové tvaru. Matice A je tedy radkoveé
ekvivalentni s jednotkovou matici.

,<=“ Predpokladejme, Ze matice A je Ffadkové ekvivalentni s jednotkovou matici F,
tedy Qr...Q1A = E, kde Q1,...,Qr jsou vhodné elementarni matice. Oznac¢me si
Q=0Q...Q20Q1, tedy QA = E. Podle Tvrzeni je A invertibilnia A™' =@Q. O

Predchozi tvrzeni ndm nabizi postup pro vypocet inverzni matice. Podle dikazu totiz
A1 =Q=0Q...Q20Q1 = Q... Q2Q1E, coz je matice, kterd vznikne z jednotkové ma-
tice provedenim fadkovych elementarnich Gprav odpovidajicich nasobeni elementarnimi
maticemi Q1, @2, ..., Qk. To jsou stejné tpravy (resp. matice), které prevedly A na E.
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Vypocet inverzni matice. K matici A typu n x n zprava pfipojime jednotkovou
matici stejného typu a vznikne matice typu n x 2n

Al AL .0 ALl1r o0 ...00
A3 A3 ... A2|0 1 ... 0
AP AR L0 A0 0 ... 1

Radkovymi elementarnimi tpravami ji pfevedeme na matici, kterd v levé ¢asti ma matici
B v Gaussové—Jordanové tvaru. Mohou nastat dvé moznosti.

(1) B = E. Pak A je invertibilni a v pravé ¢4sti matice vyjde A%
(2) B # E (B ma nulovy fadek). Pak A neni invertibilni.

Priklad. Vypocitejme inverzni matici k matici

01 2
A=11 2 3
1 01
01 2(1 00 10 1|0 01
(AlE)=11 2 3/0 10 |~|123/010 ]|~
1 0 1/0 0 1 01 2(1 00
1 0 1/]0 0 1 1 01 00 1
~1022/{01 -1 |]~(010-11 -1 |~
01 2(10 O 012 10 0
101 0 0 1 101 0 0 1
~1010|-1 1 -1 |~|010]|-1 1 -1 |~
002 2 -1 1 001 1 -3 1%
100/-1 & 3
~ 01 0f-1 1 -1
1 1
001 1 -5 3
Takze A je invertibilni a
1 1
. (o2 2
A7 =|-1 1 -1 (ovétte). |
1 -1 1
2 2
Priklad. Hledejme inverzni matici k matici
01 2
A=11 2 3
210
01 2(1 00 12 3/010
(AlIE)=1 2 3|0 10 |~|210/001]~
2100 01 01 2(1 00
1 2 3|0 10 12 3{01 O
~10 -3 —6/0 21 |~[012{0 32 —F |~
0 1 2|1 00 01 2(1 0 O
1230 1 0 10 -1/0 —3 3
> 1 5 3
~1 01 2|0 R I B 01 210 3 77 |
0001 -5 3 00 0]1 -5 3

Matice A tedy neni fadkové ekvivalentni s jednotkovou matici a neni invertibilni. W
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)

Cviceni. Pokud existuji, spo¢téte inverzni matice k maticim

64

1 2 3 1 21 1 21
3 4 5 2 13 213 >
5 6 7 1 -4 3 1 2 3

2.5. Hodnost matice
2.5.1. Linearni nezavislost

Stejné jako v pripadé linearni kombinace v Definici nasledujici definice a tvr-
zeni formulujeme pouze pro fadky matice, ale vse lze obdobné formulovat pro sloupky,
usporadané n-tice a matice.

Definice 2.5.1. Mnozina fadki {A%Z, A% ... ,AZ’C} je linedrné nezdvisld, jestlize pro
libovolné ¢y, ca, ..., ci € P z rovnosti
C1AY + oA 4 A =0, vyplyva cg=cp=-=¢ =0,

tj. nulovy fadek ziskame jediné takovou linedrni kombinaci danych radkd, ve které jsou
vSechny koeficienty rovny nule.
Mnozina fadkt { A%, A2 ... A&} je linedrné zdvisld, jestlize neni linedrné nezavisla.
Tedy, existuji c1,ca,...,c, € P takova, ze aspon jedno z nich je nenulové a pfitom
1AL 4+ o A2 + -+ cp AY = 0,.

Tvrzeni 2.5.1. MnoZina 7adki je linedrné zdvisla pravé tehdy, kdyZ aspon jeden z nich
je linedrni kombinaci ostatnich.

Drikaz. Piedpokladejme, Ze mnozina fadka {A%, A2, ..., Aé"} je linearné zéavisla. Exis-
tuji tedy koeficienty ci, ¢z, ..., ¢ € P takové, Ze aspon jeden z nich je nenulovy (napfi-

klad ¢j) a c; A + -+ ¢;AJ + - + ¢, A% = 0,. Potom

i i 151 141 i
CjAoJ = —Clel — e — Cj_lAOj — Cj+1Ao] — s — CkAOk,
i C1 Cj—1 ij_ Ci+1 4i4 Ck 44
Ad = —= A — . I gt _ l qn S
Cj Cj Cj Cj

a radek Aij je tedy linearni kombinaci ostatnich radki.
Predpokladejme, 7e napiiklad fadek Ag je linedrni kombinaci ostatnich Fadk, tedy

Aij — ClA? 4+t cj_1A2j71 + Cj+1Aij+1 + -+ CkAék'
Potom
AL 4 AT = AT+ e AT - Al = 0,
a zéroveil ¢; = —1. TakZe mnoZina fadka {A%, A2, ... ,Ai’“} je linedrné zavisla. O

Priklad. Mé&jme

A=

— = O
SN =
W N
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Necht

(01 2)4e(l 2 3)+e3(1 0 1)
=(ca+c3 c1+2c2 2c14+3c2+c3)=(0 0 0).
Takze
co+c3=0
c1+ 2co =0
2c1 +3ca+c3=0

a to je mozné jediné v ptipadé, ze ¢; = co = ¢3 = 0 (vyfesime soustavu t¥i rovnic o tfech
neznamych ¢, ¢, c3 a ziskdme jediné, nulové feseni).
Mnozina fadkd matice A je tedy linearné nezavisla. |

Piiklad. Mé&jme

A:

N = O
— N =
O W N

Necht
a0 1 2)+e(1 2 3)+c3(2 1 0)=
:(C2+263 c1+ 2co + c3 2Cl+302):(0 0 0)

Soustava
co+2c3=0
c1+2c2+ c3=0
2c1 + 3co =0
ma kromé nulového i nenulova feSeni (napiiklad ¢; = 3, co = —2, ¢3 = 1). Mnozina
rfadkt matice A je tedy linedrné zavisla. |

Priklad. (1) Mnozina fadka jednotkové matice je linedrné nezavisla. Ovérte.

(2) Mnozina fadk, z nichz aspoini jeden je nulovy, je linedrné zavisla. Ovéite.

(3) Jednoprvkova mnozina obsahujici fadek A% je linedrné nezavisla, jestlize z cAL = 0,
plyne ¢ = 0. Tedy, jednoprvkova mnozina obsahujici jeden fadek je linedrné nezavisla,
jestlize ten fadek je nenulovy, a je linearné zavisla, jestlize ten radek je nulovy.

(4) Mnozina obsahujici jen fadky A, A2 je linedrné zavisl4 pravé tehdy, kdyz jeden
z Fadkl je ndsobkem druhého z fadka (existuje ¢ € P takové, ze ALl = cA?2).

(5) Prézdnd mnozina fadki je linedrné nezavisla. [ |

2.5.2. Hodnost matice

Definice 2.5.2. Hodnost matice je maximalni pocet prvki linearné nezavislych mnozin
jejich fadka. Hodnost matice A znac¢ime rank A.

Méjme matici A typu mxn siadky AL, A2 ... A™. Vezmeme vSechny mozné mnoziny
téchto fadkd, ¢ili prazdnou mnozinu (), jednoprvkové mnoziny {ALl}, {A2%},..., {47},
dvouprvkové mnoziny {ALl, A2}, ... {AT~1 A™) ... az mnozinu {Al A% ... AT}

7 téchto mnozin vybereme ty, které jsou linedrné nezavislé. U kazné z nich si pozname-
name pocet prvki a maximalni z téchto pocta je hodnost matice A.
Hodnost matice s m fadky je tedy jedno z ¢isel 0,1,...,m.
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Priklad. (1) Hodnost matice

01 2
1 2 3
1 01

je rovna 3. Ovérte.
(2) Hodnost matice

01 2
1 2 3
210

je rovna 2. Ovérte.
(3) Hodnost nulové matice je rovna 0, hodnost nenulové matice je kladna.
(4) Hodnost diagonalni matice je rovna poétu jejich nenulovych fadku. |
Cviéeni. Spoctéte hodnosti matic
(111 (6) 01 2

1 1 0
2 1 1
3 1 0

1 2 2 1 1 2
3 4 0 -1 2 4
1 2 3 1 21 1 21
3 45 2 1 3 2 1 3 >
5 6 7 1 -4 3 1 2 3
Tvrzeni 2.5.2. Hodnost matice ve schodovitém tvaru je rovna poctu jejich nenulovijch

radki.

Diikaz. Bud A matice ve schodovitém tvaru, kterd méa m fadkt, z nichz p je nenulovych.
Mnozina vSech nenulovych fadka je linedrné nezavisld (cviceni), takze rank A > p.
Jestlize m = p, hodnost vétsi byt nemuze. Jestlize m > p, pak kazda mnozina s vice nez
p fadky obsahuje aspon jeden nulovy fadek, a je tedy linedrné zavisla, takze i v tomto
pfipadé rank A = p. O
Podle nasledujiciho tvrzeni je mnozina fadkt linedrné nezévisla pravé tehdy, kdyz je
linedrné nezavisla mnozina fadkt vznikléd provedenim fddkové nebo sloupkové elemen-
tarni pravy ptvodni mnoziny radku.
Tvrzeni 2.5.3. Budte AL, A%, ... A™ #idky. Necht B, B2,... B™ jsou tddky, které
z fadki AL, A2, ... AT vzniknou provedemm jedné mdkove nebo sloupkové elementdarni
upravy. Potom mnoZina vadkid {AL, A2 ... A™} je linedrné nezdvisld prdvé tehdy, kdyz
mnoZina vadkd {BL, B2,... B} je linedrné nezdvisld.
Diikaz. (1) Necht doslo k pricteni c-nasobku j-tého fadku k i-tému fddku, kde i # j.
Tedy, B. = Al + cAl a BX = A¥ pro k # 1.
Predpokladejme ze {Al A% ... AT} je linearné nezavisla. Budte ci,...,c,, € P
takové, zZe cchl, -+ ey B = 0,. Pak
0o :cchl,+---~|—cmB;” =
= AL+ (AL AL b G AL e AT =
= AL+ AL (¢ )AL 4 e AT
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Z linearni nezavislosti mnoziny {Al, A2,... A™} vyplyva, Ze viechny koeficienty po-
sledni linedrni kombinace jsou nulové, tj. ¢; = -+ =¢;=---=cc;+c¢j =+ =cp = 0.
Z toho dostaneme, Ze i ¢; = 0, a mnozina {BZ}, BZ,..., B} je linedrné nezavisla.

Opaéné implikace vyplyva z pravé dokazané, nebot fadky Al A2, ..., A™ vzniknou
z ¥adka Bl, B2, ..., B™ inverzni Gpravou, ktera je stejného typu.

(2) Necht doslo k pfi¢teni c-nasobku j-tého sloupku k i-tému sloupku, kde i # j.
Pak pro kazdé k € {1,...,m} je BF = Ak —i—cA? a BF = AF pro | # i. Tedy B =
(Af . Abgedb A Ab).

Predpokladejme, ze {AL, A2, ... AT} je linedrné nezavisla. Budte ci,...,¢, € P
takové, ze c1 BL + -+ + ¢;, BT = 0,. Takze

B+t e B =

= (Cpadl ... chk(Af—i-cA?) chkAé? o Y aAR) =
:(chkAlf chkAf—i—czkckA? chkAg? chkAﬁ):
=0 ... 0 ... 0 ... 0

a z toho dostaneme

chAk:---:chA?:---:chA?:---:chAﬁzo.
k k k

k
Pak

(Cecrdl YAl o YpcAR) =D e (AF AF L Ak) =
k
= ZCkAlg = ClAi + e AT =0,
k
a z linearni nezavislosti mnoziny {Al, A2 ... A™} dostaneme ¢; = cp = --- = ¢, = 0.
Mnozina {BL, B2,..., B} je tedy linedrné nezavisl4.

Opaéné implikace vypljva z pravé dokazané, nebot fadky Al A2 ..., A™ vzniknou
z ¥adka Bl, B2, ..., B™ inverzni Gpravou, ktera je stejného typu.

Pro ostatni tpravy je dikaz obdobny a ponechdme ho jako cviceni. O
Dusledek. (1) Hodnost matice je rovna hodnosti matice z ni vzniklé provedenim ele-
mentdrni upravy.

(2) Provedeni konecné mnoha elementdrnich dprav neméni hodnost.

(8) Vyndsobeni koneéné mnoha elementdarnimi maticemi zleva neméni hodnost.
(4) Vyndsobeni konecné mnoha elementdrnimi maticemi zprava neméni hodnost.
(5) Ekvivalentni matice magi stejnou hodnost.

(6) Hodnost matice je rovna poctu nenulovych tadki ekvivalentni matice ve schodovi-
tem tvaru.

(7) Hodnost matice je rovna poctu nenulovych tadki (sloupki) ekvivalentni matice
v Gaussové kanonickém tvaru.

(8) Mazimadlni pocet linedrné nezavislych sloupkd matice je roven mazimdlnimu poctu
jejich linearné nezdvislych radki, tj. hodnosti matice.
(9) rank A =rank AT.

Priklad. Spocitejme hodnost matice

_ W N
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01 2 1 01 1 01 1 01
A=1|1 2 3| ~[1 2 3] ~10 2 2|~(0 2 2
1 01 01 2 01 2 0 01
Takze rank A = 3. |
Priklad. Spocitejme hodnost matice
01 2
A=1|1 2 3
2 10
0 1 2 1 2 3 1 2 3 1 2 3
A=11 2 3] ~(2 1 0} ~|0 -3 -6]~[|0 -3 —6
210 01 2 0o 1 2 0 0 0
TakZze rank A = 2. |

Definice 2.5.3. Ctvercova matice je reguldrni, jestlize jeji hodnost je rovna poétu
jejich tadkt (tedy mnozina vech jejich fadkt je linedrné nezavisld). Ctvercova matice
je singularni, jestlize neni regulérni.

Priklad. (1) Vsechny jednotkové matice jsou regularni.

(2) Vsechny elementdrni matice jsou regularni.

(3) Vsechny ¢tvercové matice s aspon jednim nulovym fadkem jsou singuldrni. |

Tvrzeni 2.5.4. Matice je requldrni pravé tehdy, kdyz je fadkové ekvivalentni s jednot-
kovou matics.

Diikaz. Cviceni. O
Dusledek. (1) Matice je invertibilni pravé tehdy, kdyz je reguldrni.

(2) Reguldrni matice je soucinem konecné mnoha elementarnich matic.

(8) Soucin reguldrnich matic je requldrni matice.

(4) Vyndsobeni reguldrni matici zleva neméni hodnost.

(5) Vyndsobeni requldrni matici zprava nemeéni hodnost.

Tvrzeni 2.5.5. Budte A, B c¢tvercové matice stejného typu. Obé matice A, B jsou re-
guldrni prdvé tehdy, kdyZ matice AB je requldrni.

Dukaz. ,,=“ Tato implikace je soucasti predchoziho Disledku.

»<=“ Dokazeme, Ze je-li aspon jedna z matic A, B singularni, pak AB je singularni.
Necht A je singularni. Ekvivalentni matice S = Qi ---Q14, kde Q1,...,Q% jsou ele-
mentarni matice, ve schodovitém tvaru, ma nulovy radek. Potom matice SB ma také
nulovy radek, je tedy singularni a fadkové ekvivalentni matice AB = Ql_l e Q;lSB,
kterd mé stejnou hodnost, je také singularni.

Pro B singularni je diikaz analogicky a ponechédme ho jako cviceni. U

Tvrzeni 2.5.6. Budte A matice typu m X n a B matice typu n X p. Potom rank AB <
min{rank A, rank B}.

Drikaz. Matici A pfevedeme pomoci fadkovych elementarnich iprav na schodovity tvar
Sa = Qr--- Q1A a matici B prevedeme pomoci sloupkovych elementarnich tprav na
tvar Sp = BP; - - - P, takovy, Ze S; je ve schodovitém tvaru.

Potom rank AB = rank Ql_l ‘e Q,;lSASBPl_l . ~P1_1 = rank S4Sp, pfiCemz matice
S45p ma minimalné tolik nulovych fadki, kolik jich ma matice S4, a minimalné to-
lik nulovych sloupku, kolik jich mé matice Sp. Tedy rank S4Sp < rank S4 = rank A
a rank S4Sp < rank S = rank B. O
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Cviceni. Co se da fict o rank(A + B)?



3. DETERMINANT

3.1. Permutace

Definice 3.1.1. Bud M kone¢nd mnozina. Permutace na mnoziné M je bijekce M —
M.

Bud ¢ permutace na mnoziné M a m € M. Obraz o(m) prvku m pfi permutaci o se
¢asto znaci o,,.

Definice 3.1.2. Transpozice je permutace, pfi niz se vzajemné vyméni dva prvky
a ostatni se nezméni.

Tvrzeni 3.1.1. KaZdd permutace je sloZenim konecné mnoha transpozic.

Necht I,, = {1,2,...,n}. Mnozinu vSech permutaci na mnoziné I,, zna¢ime S,,. Per-
mutaci o € S, mizeme zapisovat jako usporddanou n-tici obrazi prvkt mnoziny I,,,
tedy o0 = (01,09,...,0p).

Definice 3.1.3. Bud o € S,. Nechf i,j € I,, jsou takové, ze i < j a 0; > o0;. Pak
dvojice (0, 04) tvoii inverzi permutace o.

Pocet inverzi permutace o znaéime inv o. Je ziejmé, Ze invo = invo L

Definice 3.1.4. Signum (znaménko) permutace o € S, je sgno = (—1) % Permutace
s sgno = 1 je sudd, permutace s sgno = —1 je lichd.
Jelikoz invo = invo Y sgno =sgno L
Tvrzeni 3.1.2. Budte p,o € S,,. Pak sgn(mo p) =sgnm -sgnp.
Cviceni. Ukazte, Ze kazda transpozice je lichd permutace. >

Vice o permutacich lze najit napiiklad v [Marvan, 4. Permutace].

3.2. Determinant
3.2.1. Definice a determinanty nékterych typu matic

Definice 3.2.1. Bud A matice typu n x n nad polem P. Determinant matice A je

det A = Z sgno- Al A2 .- A? € P.
o€Sn

Cislo n je 7dd determinantu.

Pro determinant matice A se pouziva znaceni
1 1 1 1 1 1
A A5 ... A, A A .. A

A2 A2 ... A2 A2 A2 ... A2
det A = |A| = det .1 .2 h _1 _2

Ay Ay ... AV A Ay ... A7
Diky tomu, Ze o je permutace (bijektivni zobrazeni) na mnoziné I,,, mizeme ji chapat
jako zobrazeni z mnoziny vSech fadkovych indext do mnoziny vSech sloupkovych indexti
matice A. Ke kazdému fadku je tedy vzajemné jednoznac¢né pfifazen sloupek a v kazdém
soucinu A},l -A?72 - Ay je tedy pravé jeden prvek z kazdého fadku a pravé jeden prvek
z kazdého sloupku. Determinant matice A je tedy soucet vSech takovychto soucint (pro

v8echny permutace o na mnoziné I,,) opatfenych bud znaménkem +, jde-li o sudou
permutaci, nebo znaménkem —, jde-li o lichou permutaci.


https://www.slu.cz/file/cul/6ddfa9a9-79a4-4745-81ca-37576ed56d5a

24 Determinant

Priklad. (1) Necht n = 1. Tedy, I) = {1}, S1 = {id: {1} — {1}} a sgnid = 1. Pro
matici A = (a) je det A = sgnid -A.ld1 =1-Al =a.

1
(2) Necht n = 2. Tedy, Is = {1,2}, Sy = {id, 7}, kde id = (1,2) a 7 = (2,1) (viz
[permutace na I,)), sgnid = 1 a sgn7 = —1. Pro matici

a b
=)
je det A =sgnid 'AildlAing +sgnT-AL A% =1-A{ A3+ (—1)- AA? = ad—bc. Vzorec pro

:
vypocet determinantu matice druhého fadu je mozno odvodit z nasledujiciho obrazku:

R S
N/
A A

K| = A - Al

Al A3

(3) Necht n = 3. Tedy, 13 = {1,2,3}, Sg = {id, 0'1,0'2,7'1,7’2,7’3}, kde id = (1,2,3), g1 =
(2,3,1), 00 =1(3,1,2), 1 = (1,3,2), =2 = (3,2,1), 73 = (2,1, 3) (viz [zapis permutace naj
, sgnid =sgno; =sgnog =1 a sgnm = sgnme = sgn73 = —1. Pro matici

a b c
A=\|d e f
g h 1

je
det A = sgn ld Alldl A?dzA?dg, -+ sgnoiq - Aél(l)Ag_l(Q)Ail(s)—‘-
58102 Agy 1) Aoy Aga(e) 80T Ar ) A7 () A7, 3 F

o2
1 2 3 1 2 3 _
—+ sgn Ty - AT2(1)A7_2(2)A7_2(3) + sgnTs - ATg(l)ATg(Q)ATg(S) =
=1-AJASA3 +1-AJA2A3 +1- ALAZAS+
+(—1) - AJAZAS + (—1)- ALAZAS 4 (—1) - AJA3AS =
=aei +bfg+ cdh —afh — ceqg — bdi.

Vzorec pro vypocet determinantu matice tfetiho fadu lze odvodit z nasledujiho obrazku
pomoci Sarrusova pravidla (pro matice vyssiho fadu zadné takové pravidlo neexistuje):

S S
3 1
Al A A
\ N\ ¥ 4
AA A = ALAZAS + ALAZA 4 ALAZAR-

N\
SO

S
A3 A3 A3 CAVAZAR — ALAZAR — ALAZAR

N\

A A
1 1 1
A A4y Az
S .
y N
2 2 2
(4) Necht n = 4. Na ¢étyfprvkové mnoziné existuji 24 permutace, takze pfi vypoétu

determinantu podle definice dostaneme 24 scitance. Uvedeme si i jiné zptisoby vypoctu
determinantu. |
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Cviceni. Spoc¢téte determinanty matic
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Determinant matice s nulovym radkem nebo nulovym sloupkem je roven

Diikaz. Bud A matice typu n x n s nulovym fddkem nebo nulovym sloupkem. Pro kazdé
o € 5, je v soucinu A}HA?,Q -+ A} préavé jeden prvek z kazdého, tedy i nulového radku
a pravé jeden prvek z kazdého, tedy i nulového sloupku. Proto je kazdy takovy soucin

roven nule.

g

Cviceni. Dokazte, Ze pro determinanty liSici se pouze v jednom fadku plati
A

Priklad.

Al

Al

All+ |B:

A Al

Bi| =|A + B}
An Ap

2 3

0 1]=3+(-6)+3
5 6

Al + B .

A

I e

Tt =N

S =W
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Definice 3.2.2. Ctvercova matice je (horni resp. dolni) trojihelnikovd (nebo v (hornim
resp. dolnim) trojuhelnikovém tvaru), jestlize pod resp. nad diagonalou ma jen nuly, tedy
Aj =0 proi > jresp. pro i < j.

Kazda étvercova matice ve schodovitém tvaru je také v (hornim) trojahelnikovém
tvaru a tedy kazdou ¢tvercovou matici lze pomoci fadkovych elementarnich Gprav pre-
vést na trojuhelnikovy tvar.

Tvrzeni 3.2.2. Determinant trojuhelnikové matice je roven soucinu prvki na diago-
ndle.

Diikaz. Bud A horni trojuhelnikova matice typu n x n. Bud ¢ permutace na mnoziné
I,,. Jestlize pro néjaké ¢ € I, plati o; < ¢, pak Af,i je pod diagonélou, tedy Af,i =0
ataké sgno - AL --- AL - A7 =0. Jedina permutace o takova, e o; > i pro kazdé i,
je identita. Jelikoz sgnid = 1, det A = A1 A3 ... A™.

Pro dolni trojihelnikové matice je dukaz analogicky. U

Dausledek. (1) Determinant matice ve schodovitém tvaru je roven soudinu prvki na
diagondle.
(2) Determinant diagondlni matice je roven soucinu prvki na diagondle.

(8) Determinant jednotkové matice je roven 1.

Priklad.
1 111 1 000 10 00
02 2 2 1 2 00 0200
0033 1230 00360 =24 .
0 0 0 4 1 2 3 4 0 0 0 4

Determinanty elementarnich matic jsou nenulové.
P¥iklad. (1) E%(c) je trojuhelnikovd matice a na diagonile mé jen jednicky, proto
det E™I(c) = 1.
(2) Ei(c) je diagonalni matice a na diagonale m4 jedno c a jinak jen jednicky, proto
det E'(c) = c.

(3) Jelikoz v kazdém fadku a v kazdém sloupku matice E*/ je pravé jedna jednicka
a ostatni prvky jsou nuly, existuje jedind permutace 7 na I,,, pro kterou jsou vSechny

( Ei,j)%’ (BB )7 rovny jedné. Pro ostatni permutace je aspon jeden z téchto prvki
nulovy. Diky tvaru E* je 7 transpozice, takze sin T = —1. Proto
det B = (~1) - (B4}, - (B9)2 = —1. -

Tvrzeni 3.2.3. Pro kazdou ¢tvercovou matici A plati det AT = det A.

Diikaz. Cinitele v sou¢inu AJ'... AJ?... A%" miizeme uspofddat podle vzristajictho

fadkového indexu A' ,...A" ... A" |, protoze o; Lty ¢initel v ptvodnim soucinu
oy o; On
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det AT = sgno- (A1)} ... (AT, ... (AT)2 =

gESy

= Z sgno - ATt AT AT =
O'ESn

= Z sgno - Aclrl—l - Aii_l - AZ;l = (pFeusporadani)
O’GSn

= Z sgno ! A}T;l .. .Aii,l .. 'AZ;l = (sgncr_1 = sgno)
gESy

=det A,

protoze kdyZ o projde vSechny prvky S,, tak o~ také. U

Tvrzeni 3.2.4. Determinant matice, kterd md bud dva Tddky stejné nebo dva sloupky
stejnée, je roven nule.

Diikaz. Bud A matice typu n x n, kterd ma i-ty fddek stejny jako j-ty (i # j), tedy
Al = Aj pro kazdé k € {1,2,...,n}.

Bud 7;; € S, transpozice vyménujici i, j, ¢ili sgn7;; = —1. Pro kazdou permutaci
o € Sy, ozna¢me ¢’ = o o 7;5. Pak sgno’ =sgno -sgn7;; = —sgno a ¢len determinantu
odpovidajici permutaci o’ je

TUAL, AR, AT A, =
sgn o AOi Ao; AU; o =
_ 1 % i n o __
= —sgno- Ay - AL AL AT =
_ 1 i j n i Ad o qi
=—sgno- A, - Ag o AL AG (Ay, = A} a A} = AL)

a je tedy opacny k ¢lenu odpovidajicimu permutaci o.

Mnozinu S,,, kterd ma sudy pocet prvkd, mizeme rozlozit na podmnoziny {o, o'},
které jsou dvouprvkové, protoze o’ # o a ¢” = o (ovéite), a kazdad z nich pFispiva
k determinantu nulou. Takze det A = 0.

Kdyz ma matice dva stejné sloupky, lze tvrzeni dokazat analogicky nebo je mozno
pouzit predchozi tvrzeni. O

3.2.2. Elementarni upravy

Tvrzeni 3.2.5. (1) Prictenim nasobku jednoho tadku, resp. sloupku k jinému tadku,
resp. sloupku se determinant nezménd.
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(2) Vyndsobenim jednoho tadku, nebo sloupku prvkem c se determinant vyndsobi prv-
kem c.

AL AL AL Al a4l LAl
cAy cAL ... cAil=c|Al AL ... A}
Ay Ay ... AT A Ay ... A}
(8) Vzajemnou vyménou dvou tadki, nebo dvou sloupki determinant zméni znameénko.
AL AL LAY Al Al LAl
Al AL L A AL AL LAY
Ay A Al Al Al A7,
Ay Ay ... A7 Ay Ay ... AT

Dikaz. Uvedeme pouze dikaz pro fadkové tpravy, pro sloupkové je analogicky.

Budte A ¢tvercova matice a B upravend matice.

(1) Necht B vznikne z A pri¢tenim c-ndsobku j-tého fadku k i-tému Fadku, ¢ili
B! = A! + cAl a ostatni fadky matice B jsou stejné jako fadky matice A. Potom

detB= > sgno-B} ...Bj ...Bi ...B} =

g; gj On
O'ESn
= sgno- AL (AL +cAL). AL LA =
O'GSn
_ 1 A i n
= Z sgno - A; . Ag AL LUAD
oc€Sh
te > sgno- AL LALLALLLAT D =
O'GSW,

determinant matice, kde i-ty fadek je stejny jako j-ty

=det A+ c-0=det A.

(2) Necht B vznikne z A vynasobenim i-tého fadku prvkem c, ¢&ili B: = cA! a ostatni
rfadky matice B jsou stejné jako fadky matice A. Potom

det B = Z sgna-Bil...Bf,i...B;‘n =
oESy
= Z sgna-A},l...cAgi...AZn =
O'ESn
=c Z sgna~A}Tl...Agi...Ag’n =
G’GSn
= cdet A.

(3) Necht B vznikne z A vzajemnou vyménou i-tého fadku a j-tého Fadku, ¢ili BE =
AZ;, Bl = Al a ostatni fadky matice B jsou stejné jako iadky matice A. Bud Tij € Sn
transpozice vymeénujici 4, j, €ili sgn7;; = —1. Pro kazdou permutaci o € S, ozna¢me
o' = oor;. Pak o] = 0j,0; = 0;a0), =opprok #i,jasgno’ =sgno-sgn; = —sgno.
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Potom
detB= Y sgno-B} ...B. ...B} ...B} =
O'ESn
=Y sgno-AL L ALLLAL AL =
O’GSn
= Z sgno - AL . ..Af,j . Aél AL = (komutativita nasobeni)
oESy
:ngna A(lfi. A, A, g%:
O'ESn '
=— Z sgna"A}Ti...Ag{...Ai/_ ...Agé = (sgno ! =sgno)
UESn ' !
= —det A,
protoze kdyz o projde vSechny prvky S,, tak o’ také. (]
Cviceni. Jaky je vztah mezi det(cA) a det A? >
Cviceni. Nechf A je matice typu n x n takové, ze AT = —A (takova matice se nazjva
antisymetrickd). Ukazte, Ze je-li n liché ¢islo, pak det A = 0. >
Priklad.
1 111 1 1 11 1 111 1 111
0222 0222 (0222 2444
003 3 (0033 (3366 |33 66
00 0 4 4 4 4 8§ 4 4 4 8§ 4 4 4 8§
1 1 11 4 4 4 4 1 111 1 1 1 1 1 1 1 1
4‘0222_0222_0888_0222_0222
0033 0033 0033 |00 12 12/ [0 0 3 3
0 0 0 4 0 0 0 4 00 0 4 0 0 0 4 0 0 0 16
1111 0 0 0 4 0 0 0 4
0 2 2 2 0 2 2 2 0 0 3 3
0033~ V0033 o222 .
00 0 4 1 1 11 1 1 11
Dusledek. Budte Q elementdrni matice a A matice stejného typu. Pak
det QA = det @ - det A.
Dikaz. (1) det(Ei’j(c)A) =detA=1-det A =det E%(c) - det A.

(2) det(E*(c)A) = cdet A = det E(c) - det A.

(3) det(E™A) = (—1) - det A = det E*7 - det A. O
Cviceni. Dokaite, ze det '/ = —1 s vyuzitim pfedchoziho dtsledku a toho, Ze vza-
jemna vymeéna dvou fadkil je sloZzenim koneéné mnoha fadkovych elementarnich tprav
ostatnich druhnt. >

Tvrzeni 3.2.6. Matice je reqularni pravé tehdy, kdyZ md nenulovy determinant.

Diikaz. Bud A reguléarni matice, tedy A = Q1 - Qp, kde Q1,...,Qx jsou elementarni
matice. Potom

det A =det(Q1--- Q) =det Q1 - det(Q2-- Qi) = -+ =
:detQ1 -detQ2~--detQk,

coz neni rovno nule, protoze determinanty elementarnich matic jsou nenulové.
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Necht det A # 0. Pomoci fadkovych elementarnich tprav prevedeme A na schodovity
tvar B, tedy B = Qi --- Q1 4, kde Q1, ..., Qx jsou pfislusné elementirni matice. Potom

det B =det(Qy - - Q1A4) = det Qp det(Qp—1--- Q1A) =+ =
=det Qrdet Qp_1---det Q1 det A # 0.

Jelikoz B je ve schodovitém tvaru a jeji determinant je tedy soucinem prvkid na dia-
gonale, na diagonale neni Zadna nula. To znamend, Ze B nemda nulovy radek, je tedy
regulérni a A také. O

Dusledek. Matice je requldrni pravé tehdy, kdyZ md nenulovy determinant, a to md
prave tehdy, kdyz je invertibilni, a to je prdvé tehdy, kdyZ je ekvivalentni jednotkové
matici.

Tvrzeni 3.2.7 (Cauchyho véta). Budte A, B ¢tvercové matice stejného typu. Pak
det AB =det A -det B.
Diikaz. (1) Je-li A reguldrni, tedy souin Q1Q2 - - - Q) elementarnich matic, pak

det AB = det(Qq - - QkB) =det Q1 - det(QQ .- QkB) =...=
=detQi1detQs---det Q. det B = det(QlQQ cee Qk) det B =
= det Adet B.

(2) Je-li A singularni, podle Tvrzeni je AB také singularni a tedy
det AB=0=det A=det A-detB. O
Cvigeni. det A~! = 1/det A.
Lemma 3.2.8.

AL oAl oAb AL

: : : : A% A,%/, A§+i AR
R A _ - "

0 ... 0 AML oAk T : : :

: . : " Aboooo AR AR, L AR
0 ... 0 Ay, ... A7

Determinant matice A v predchozim tvrzeni se rozpadd na subdeterminanty: jeden
subdeterminant fadu k a jeden subdeterminant fadu n — k. Struc¢né ale vystizné lze toto
tvrzeni vyjadiit zapisem

A X
o =14l
Priklad.
2 345
2 3 0
0230 501 2 o/=2. 3.822.1.8-16
0120 6 7 s 1 2
06 7 8
2 1 3 4 2 1 3 4
0012 123 4 2 1] 1 2
1234~V 01 2 :(_1)"1 2H3 4‘:(_1)‘3'(_2):6.
003 4 003 4
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3.2.3. Laplaceuv rozvoj

Definice 3.2.3. Bud A matice typu n x n. Determinant fadu n — 1 matice vzniklé z A
vynechanim jednoho fadku a jednoho sloupku se nazyva minor. Pfi vynechani i-tého
radku a j-tého sloupku prislusny minor oznacujeme

A

Kofaktor (nebo algebraicky doplnék) prvku A; je
i _ i+j i
A = (—1)" Aj.

Tedy, kofaktor (algebraicky doplnék) prvku Aé- je (—1)"*J-nasobek determinantu ma-
tice, ktera vznikne z matice A vynechanim i-tého radku a j-tého sloupku.

Priklad. Méjme

Af = (-1 A} =d, A = (-1)!2A5 = —,
A? = (—1)2“/_1% b, fl% = (—1)2+2A§ =aq. [ |
Priiklad. Mé&jme
a b c
A=1[d e f
g h 1
Potom
—1_€f 1 df —1_d€ —3_ab
Al_hi’ 2_‘92" 3'gh’ ’A_de’
il 1+1 51 _ e f il 142 71 d f
A= yma=|e 1), A== - |1 1),
- d e a b
Ay = (-1)1*3 43 ‘g Bl Aj= ()P A = |- u

Tvrzeni 3.2.9 (Laplaceova véta o rozvoji determinantu). Bud A matice typu n X n.
Pro kazdé i € {1,...,n} plati

det A= AJAY + AQAL 4+ ALAL =3 ALAL =
7=1

= AJA} + AJAT + - APAT = AL AL
j=1



32 Determinant

Dikaz.
Al A}A A} A}H oo AL
det A = | A} AL Aé Aé 41 Al =
AY A;l—l A;'L A]+1 An
A Ajy Af A A
n ' E : :
= 0 0 A 0 0|=
Jj=1] : : :
A} A7, AT AT A7
A Ajy Af Al A
. : : )
=> A% 0 0 1 0 0
Jj=1 : :
AY A7, A7 AR, Al
Ukazme, ze
A Aj A AT, A
0 0 1 0 0| = AL
Ay A AT AT, L AR
Vyménujme i-ty fadek (0 ... 001 0 ... O) s predchozimi fadky tak dlouho, az
bude prvnim fadkem; k tomu je potieba ¢ — 1 vymeén. Poté vyménujme j-ty sloupek
) . T
(1 AL ATt Ay) s predchozimi sloupky tak dlouho, a% bude prv-

nim sloupkem; k tomu je potieba j —1 vymeén. Takto vznikly determinant je tedy nutné
vynasobit ¢islem (—1)"~1(—1)/~! = (—1)"=1*J~1 = (—~1)"*J a navic se rozpada na sub-
determinanty.det(l) a fl; Proto det A = 377, Aé- : (—1)”3'[1; =0 A;A; a mame
rozvoj podle i-tého rfadku.

Rozvoj podle i-tého sloupku ziskame analogicky. O

Definice 3.2.4. Vztah v Laplaceové vété se nazyva Laplaceuv rozvoj podle i-tého rddku
resp. podle i-tého sloupku.

Ptiklad.
(2)(1):;);1 01 2 1 3 4
19 3 4/=2 (-2 3 4] +1- (1)t o 1 2=
00 3 4 0 3 4 0 3 4
12 12
_ _1\1+1 2+1 _1)\3+1 | — _ —
=2 (-1).2.(-1) 34‘+1(1) 1‘34‘ 8+(-2)=6 H
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3.3. Adjungovana matice

Definice 3.3.1. Bud A &tvercova matice. Oznaéme A matici kofaktorti /Al; Matice AT
je matice adjungovand k matici A a znaci se adj A. Tedy,

ade:/lT.
Priklad. Méjme
a b
A= (C d).
Potom
AN T
Al A} —e\ T —
adj A= AT = ) _(d o —ey _(d by n
A% A% —-b a —c a
Tvrzeni 3.3.1. Pro libovolnou &tvercovou matici A

det A-E=A-adjA=adjA- A.

Je-li A reguldrni matice, pak

_ 1 .
A l:detAadJA.

Diikaz. V i-tém Fadku a j-tém sloupku matice A - adj A4 je
(A-adjA): ZAl (AT)k ZAZAJ

Proi=jje (A-adjA)i =", A}CA}C = det A podle Laplaceovy véty.
Je-li i@ # j, bud B matice, kterd z A vznikne tim, Ze j-ty faddek nahradime i-tym
fadkem. Potom

> O AMLAL =D BB = (B se lisi od A jen v j-tém fadku)
k
S EB- B=5)
k
=detB = (podle Laplaceovy véty)
= 0. (B ma dva stejné radky)

Matice A - adj A je tedy diagondlni a vSechny prvky na diagondle jsou rovny det A, ¢ili
A-adjA=det A E.

Rovnost adj A - A = det A - E dostaneme analogicky.
Je-li A regulérni, pak det A # 0, takZe jim mtzeme délit a s pouzitim Tvrzeni [2.4.3]
dostaneme uvedeny vztah. O

Priiklad. Mé&jme regularni matici

A:(Z 3).

Potom

Napftiklad pro

()
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dostaneme

1 [ 4 -2 -2 1
R R
—2\-3 1 : 3



4. SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

4.1. Soustavy linearnich rovnic a jejich reSeni

Definice 4.1.1. Budte n € N, P pole, aj,as,...,a,,b€ P, z*,2%,... 2" ¢ P. Potom
a1zt + asx? + - +apz” =b

je linedrni rovnice nad polem P o n nezndmgch z*,22,... 2" (nejsou to mocniny, jen
horni indexy). Prvky a1, a9, ...,a,,b € P jsou koeficienty.

Uvedenou linearni rovnici mtzeme zapsat
n
oy
E a;z? =b.
Jj=1

Definice 4.1.2. Reseni rovnice
arzt +ax® + -+ apa" =b

je kazd4 uspotadana n-tice (£1,€2,...,¢") prvki pole P takova, Ze plati rovnost
€'+ ax€? + -+ an" = 0.

Pri hledani feseni rovnice tedy hledame prvky €L &2 ... €™ pole P takové, Ze po
dosazeni &' za x* pro kazdé i € {1,2,...,n} se z rovnice stane rovnost.

Priklad. Necht P je pole realnych ¢isel R.

1-2'42-2240-2344-2* =6

je linearni rovnice o étyfech neznamych x!, 22, 23, 2 ReSeni této rovnice jsou napiiklad

(6,0,1,0), (2,2,7,0), (—4,3,0,1), ale nejsou to zdaleka vSechna FeSeni. |
Tvrzeni 4.1.1. Rovnice ax = b nad polem P o jedné nezndmé x, kde a # 0, mda jediné
resent, a to & = ba~L

Diikaz. Dosadime-li £ = ba~! za x, dostaneme a& = aba™! = b, takze ¢ je feSeni.
Na druhou stranu, je-li ¢ néjaké feseni, tedy a& = b, pak £ = ¢ -1 = &(aa™?)
(€a)a™! = (a€)a! = ba~L Cili kazdé Feseni je rovno ba~! a je tedy jediné.

B Ol

Piiklad. Rovnice 32 = 6 nad polem realnych ¢isel ma jediné feseni 6 - 37! = 2.

Definice 4.1.3. Budte m,n,i,j € N, i € {1,2,...,m}, j € {1,2,...,n}, P pole, pro
kazdé i, j necht aj,b' € P, xl 2% ... 2" ¢ P. Potom

air’ + a3z’ + - +apa™ = bt

airt +a3x® + -+ aZa" = b

al'z' +ay'x? 4+ + a2 = b
n

je soustava m linedrnich rovnic nad polem P o n nezndmgch x',... ™

Uvedenou soustavu linearnich rovnic mizeme zapsat

n
» diad =b, 1<i<m.
7j=1
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Oznacime-li

Soustavy linedrnich rovnic

11 1 1 1
a; a3 ap, b T
a? a3 a? v? x?
A — — —
- . ) - : ) T = : )
m m m m n
al®* aj ay b x

miizeme soustavu linedrnich rovnic psat jako rovnici

Az =b.

Definice 4.1.4. Matice A = (aé)mm je matice soustavy, b = (b')x1 je sloupek pravych

stran, © = (2")nx1 je sloupek nezndmijch. Matice

al  al al bt
_ a? a3 az b2
A= .
m m m m
a® aj ayt b

je rozsirend matice soustavy.

Definice 4.1.5. Reseni soustavy m linedrnich rovnic o n nezndmych je kazd4 uspora-
., &™) prvka pole P takova, ze pro kazdé i € {1,...,m} plati

dana n-tice £ = (¢4, €2, ..
rovnost

ai€' +ape® + o+ apg" =1,

nebo pfi maticovém zapisu je to sloupkovd matice £ = (fl &2

plati rovnost

A& =b.
Soudin Az si mizeme rozepsat
al  al al alzt +adx® + -+ alz”
a? a3 a? a?xl +ada? + -+ alan
Aaj = =
a® ay’ ay al'zl + afa? + -+ ala”
1 1 1
ay as an
2 2 2
ay a3 an
=z! . + 22 . + 42" =
m m m
ap ag an,

5")T takova, Ze

= 2 A + 22 A -+ 2" A2
a soustavu Ax = b pak muZeme prepsat
P AS + 2 A3+ 2" A =D
Tedy, soustava linearnich rovnic Ax = b ma feSeni pravé tehdy, kdyz existuje linearni
kombinace sloupki matice A, ktera je rovna sloupku pravych stran b. Koeficienty tako-
vych linedrnich kombinaci tvori jednotliva feSeni soustavy.

Jestlize soustava linedrnich rovnic ma néjaké feseni, tj. sloupek pravych stran je
néjakou linedrni kombinaci sloupktit matice soustavy, potom hodnost rozsifené matice
soustavy je rovna hodnosti matice soustavy. Jestlize soustava nema feSeni, tj. sloupek
pravych stran neni linearni kombinaci sloupki matice soustavy, potom hodnost rozsifené
matice soustavy je o 1 vétsi nez hodnost matice soustavy.

Mnozina vSech feseni soustavy linearnich rovnic je prinik mnozin vSech feseni jed-
notlivych rovnic soustavy.
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P¥iklad. (1) Reseni linearni rovnice
a1zt + asx® = b

s redlnymi koeficienty o dvou nezndmych 2!, 22 jsou usporadané dvojice (¢!, £2) realnych
¢isel takové, ze po jejich dosazeni do rovnice za neznamé dostaneme rovnost. Mnozina
vSech feseni takové rovnice je tedy

{(€",€%) e R*|ar¢ + az¢® = b}

a bereme-li usporadané dvojice jako body v roviné, tato mnozina je
e prazdn4, tj. rovnice nema feSeni — pokud a; = a3 =0 a b # 0;
e primka, tj. rovnice ma nekoneéné mnoho reseni — pokud aspon jeden z koeficient
a1, a9 je nenulovy;
e cela rovina, tj. rovnice mé nekonecné mnoho feseni — pokud a; = az =b=0.
Je-li to pfimka prochézejici dvéma body u = (u1,uz2),v = (vi,v2) a oznaéime-li w =
u — v, muzeme ji zapsat také parametricky

{u+tw|t € R} = {(u1,u2) + t(w1,ws) |t € R} =
= {(u1 + twy, us + two) |t € R}.

(2) Mnozina vSech feSeni soustavy linearnich rovnic o dvou neznadmych je prinik mnozin
vSech feseni jednotlivych rovnic. Takova mnozina je tedy

e prazdnd — pokud bud aspon jedna rovnice nemé FeSeni, nebo mnoziny vSech feseni
dvou rovnic jsou rovnobézné primky, nebo mnoziny vSech feSeni tfi rovnic jsou
primky s prazdnym prinikem;

e jednoprvkova — pokud mnoziny vSech feseni dvou rovnic jsou pfimky s jednoprv-
kovym prinikem, jehoz prvek je fesenim i vSech ostatnich rovnic soustavy;

e primka — pokud to neni cel& rovina a vSechny mnoziny vSech feseni jednotlivych
rovnic rizné od celé roviny jsou tataz pfimka, tedy vSechny rovnice jsou nasobky
jedné z nich;

e cela rovina — pokud vSechny rovnice maji vSechny koeficienty i pravé strany nulové,
tedy a® = ab = b* = 0 pro kazdé i.

(3) Reseni linearni rovnice o tifech neznamych jsou uspoifddané trojice, po jejichz do-
sazeni do rovnice dostaneme rovnost, a bereme-li usporadané trojice jako body v troj-
rozmérném prostoru, mnozina vsech feseni je

e prazdnd — pokud a; = ags =a3 =0 a b # 0;

e rovina — pokud aspon jeden z koeficientli a1, az, a3 je nenulovy;

e cely trojrozmérny prostor — pokud a3 = az =az =b=0.

A také rovinu v prostoru mizeme vyjadrit parametricky.
(4) Mnozina v8ech feSeni soustavy linedrnich rovnic o tfech nezndmych muze byt

e prazdna;

e jednoprvkova;

e piimka;

e rovina;

e cely trojrozmérny prostor.

(5) ReSeni linearni rovnice o n nezndmych jsou usporadané n-tice a mnozina vsech
feSeni je

e prazdnd;

e .(n — 1)-rozmérnd rovina“, nazyva se nadrovina v n-rozmérném prostoru;

e cely n-rozmérny prostor.

Mnozina vSech feSeni soustavy linearnich rovnic o n neznamych je tedy pripadné prianik
nadrovin v n-rozmérném prostoru. |
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Priklad. (1) Soustava
ot 222 — 2P =

—al+ 2?22 =1

20 — 2+ ¥ =1
mé pravé jedno feseni, (0,5,0,5,0,5), tj. &8 = €2 = €3 = 0,5. Mnozina vSech Feseni je
{(0,5,0,5,0,5)}.
(2) Mgjme soustavu

r—y=1,
tedy jednu rovnici o dvou neznamgych x,y. Kazda usporadand dvojice (¢,¢t — 1), kde ¢
je libovolné realné éislo, je FeSeni soustavy, tj. &8 = t, €2 =t — 1 pro libovolné t € R.
Soustava mé tedy nekoneéné mnoho feSeni a mnozina vsech feSeni je {(t,t — 1) |t € R}.
(3) Soustava

z=0
z=1
nemé zadné feSeni, mnozZina vsech feseni je tedy prazdnd mnoZina (). |

4.2. Gaussova elimina¢ni metoda a obecné Feseni

Resit soustavu linedrnich rovnic, tj. hledat mnozinu vsech jejich feseni, je mozné tak,
7e soustavu upravime na takovy tvar, ze kterého vsSechna feSeni vycCteme. Je ovSem
nutné pouzivat pouze takové tpravy, po jejichZz provedeni mnozZina vSech feseni nové
soustavy je stejnd jako mnozina vSech feseni ptivodni soustavy.

Definice 4.2.1. Ekvivalentni dprava soustavy linedrnich rovnic je tprava, jejiz prove-
denim vznikne soustava linearnich rovnic s mnozinou vSech feSeni rovnou mnoziné vsech
feSeni ptivodni soustavy.

Soustavy linearnich rovnic, jejichz mnoziny vSech feSeni se vzajemné rovnaji, jsou
ekvivalentns.

Definice 4.2.2. FElementdrni upravy soustavy linedrnich rovnic jsou
(i) pfic¢teni néjakého nasobku jedné rovnice k jiné rovnici,
(ii) vynésobeni nékteré rovnice nenulovym prvkem pole,
(iii) vzajemnd vyména dvou rovnic.

Ke kazdé elementarni tipravé soustavy existuje elementarni tprava (stejného typu),
ktera soustavu prevede do ptvodniho stavu.

Je ziejmé, ze provedeni fadkové elementarni ipravy rozsirené matice soustavy je totéz
co provedeni obdobné elementarni ipravy soustavy.

Podle nasledujiciho tvrzeni elementarni tpravy jsou ekvivalentni.

Tvrzeni 4.2.1. Elementdrni upravy soustavy linedrnich rovnic jsou ekvivalentni.

Diikaz. Mé&jme soustavu linearnich rovnic o n neznamjch z',z2,...,2" a bud & =
(€1,€2,... €M) jeji FeSeni, tj. pro kazdé i plati rovnost
- o . .
Qi€ +ahe? 4t alg" = b
Zvolme si jednu elementarni pravu, pricteni c-nasobku j-té rovnice k i-té rovnici,

kde i # j (pro zbylé dvé tpravy je dikaz analogicky). Po této tipravé dostaneme novou
soustavu, kterd se od té ptvodni lisi jen v i-té rovnici, ta v nové soustavé je

(af + ca{)xl 4o (a4 cal)ax™ = b 4 b
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Je ziejmé, zZe £ je feSenim i této nové soustavy, protoze je FeSenim nové i-té rovnice

i Jyel i Jyen _

(a1 +cay)§ + -+ (a5 + ca )§" =

gl i ¢n Jel Jeny

= (a4 al ) + elaf€ + ot algh) =

=b" + cb’
i v8ech ostatnich, nezménénych rovnic soustavy. To znamené, ze kazdé feseni ptivodni
soustavy je feSenim i upravené soustavy.

Pri maticovém zapisu miizeme tvrzeni dokazat s vyuzitim toho, ze fadkova elemen-
tarni uprava matice je totéZz co vynasobeni elementarni matici zleva. Upravou soustavy
Az = b dostaneme soustavu QAx = Qb. Jestlize £ je fesenim puvodni soustavy, tedy
A& = b, potom QAE = Qb a & je FeSenim i upravené soustavy.

Vzhledem k tomu, ze upravenou soustavu muzeme prevést na tu ptivodni opét pomoci
jedné z elementarnich tprav, kazdé feSeni upravené soustavy je také feSenim pivodni

soustavy. Celkové tedy mnozina vSech feSeni upravené soustavy je rovna mnoziné vSech
feSeni ptvodni soustavy. U

Tvary soustavy linedrnich rovnic, ze kterych 1ze snadno vyc¢ist vSechna feseni soustavy,
jsou ty, jejichz rozsifené matice jsou ve schodovitém a jesté lépe v Gaussové—Jordanove
tvaru.

Gaussova eliminaéni metoda. Radkovymi elementdrnimi tipravami upravme roz-
§ifenou matici soustavy na Gaussiv—Jordantv tvar (stacil by i schodovity). Jestlize
upravend rozsifend matice soustavy méa vice (o jeden) nenulovych fadki nez pfislusna
matice soustavy, soustava (upravend i ptivodni) nemé feseni. Jestlize po¢ty nenulovych
radkt upravené rozsifené matice soustavy i piislusné matice soustavy se rovnaji r, tj.
rozsifend matice soustavy a matice soustavy maji stejné hodnosti, pfislusné soustava
rovnic (uvadime jen ty nenulové) je

o+ 0 +.--4+ 0 +C]1§r+1xkr+1+"'+ C%Lg;”:dl

xk:r_l +.oo4+ 0 + Cz:ilxkr—i_l 4. +C:L_1.%'n _ dr—l

zhr 4 czT+1ka+1 +-- 4+ cga"=d.

Z posledni rovnice miizeme pomoci ¥ t1 . z™ vyjadit
kr _ gr r kr+1 r.n
" =d —cp T ==t
7 piedposledni rovnice mizeme pomoci afr—1+1 . gkl ghetl g yyiadiit
kp—1 _ gr—1 __ r—1 kp—+1 _ . _ r—1 _k—1__ r—1 k41 __ _ r—1.nmn
x =d Cp 11T 1T Cpo 1T ¢, x".
Takto miizeme postupovat az k prvni rovnici, ze které vyjadiime x! (k; = 1) pomoci
vSech ostatnich neznamgch kromé z*2, ... z*".

Ziskéame tak vyjadieni 7 neznamych z*1, 22 ... %" pomoci n —r neznamych x’ s i €
{1,2,...,n} \ {k1, ko, ...,k }. KdyZ za neznamé ¢, i € {1,2,...,n} \ {k1,k2,...,k},
zvolime libovolné prvky pole P, které pak dosadime do ziskanych vztaht pro neznamé
xF1 k2 2k a tyto hodnoty dopocitame, dostaneme Feseni soustavy Az = b.

Definice 4.2.3. Neznamé x*1 2¥2 ... 2% z pfedchoziho odstavce jsou hlavni (nebo

bdzové nebo bdzicke), nezndmé x*, kde i € {1,2,...,n}\{k1, ks, ..., k.}, jsou parametry
(nebo wolné proménné) a oznacujeme je po fadé ¢, ... "

Definice 4.2.4. ReSeni soustavy linearnich rovnic o n neznamych, jejiz rozsifend matice
ma hodnost r, zapsané pomoci n — r parametrd se nazyva obecné 7eseni. ResSeni ziskané
z obecného feseni libovolnou volbou parametrt se nazyva partikuldrni resent.
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Je zfejmé, ze kazdé TeSeni soustavy linedrnich rovnic lze ziskat z obecného feSeni
vhodnou volbou parametri. Takze mnozina vSech feSeni ziskanych z obecného feseni
vSemi moznymi volbami parametri je rovna mnoziné vSech feSeni soustavy.

Piiklad. Mé&jme soustavu
o222 +32% =1
20 + 327 +42% =1
3¢ +42” +52° =11

nad polem redlnych ¢isel. Rozsifend matice soustavy je

1 2 3 1
2 3 41
3 451
Jeji Gaussiv—Jordaniv tvar je
10 -1 -1
0 1 2 1
00 0 O

a hodnost matice soustavy i hodnost rozsifené matice soustavy se rovnaji 2. Uvedeny
Gaussuv—Jordanuv tvar reprezentuje soustavu

at — 23 =1

22 + 223 = 1.

Z druhé rovnice miizeme vyjadfit 22 pomoci 23

22 =1-—2a3
a z prvni rovnice miizeme vyjadfit ' pomoci 23

at = —1+23.
Méme tedy 2 (= hodnost matice) nezndmé vyjadieny pomoci jedné (= 3 — 2) nezndmé.
Neznamé z! a x? jsou hlavni, nezndmé x> je parametr a miizeme za ni dosadit libovolné
realné ¢islo a hlavni nezndmé dopocitat. Oznacime-li parametr ¢, dostaneme, Ze

(=1+1t,1—2t,t),t €R,
je obecné Feseni soustavy. Pfi volbé ¢ = 0 ziskdme partikularni feseni (—1, 1, 0). Mnozina
vSech feSeni soustavy je

{(=1+4+¢t1-2t1t)|t € R}.
Uspotadanou trojici (—1 +¢,1 — 2¢,¢) mlzeme zapsat

(—1+4+¢,1—2tt)=(—1,1,0) + (¢, —2t,t) =

=(-1,1,0) + t(1,-2,1)

a mnozinu vsech TeSeni soustavy pak mizeme zapsat

{(=1,1,0) + t(1,-2,1) |t € R},
coz je primka v R?® prochazejici bodem (—1,1,0) se smérovym vektorem (1, —2,1). Pi
maticovém zapisu je mnozina vSech feseni

-1 1
1 | +2]-2 teR,. |
0 1
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4.3. Frobeniova véta

7 predchozich pozorovani a tvrzeni vyplyva nasledujici véta.

Tvrzeni 4.3.1 (Frobeniova véta). Soustava linedrnich rovnic md aspor jedno Tesent
prave tehdy, kdyz hodnost matice soustavy se rovnd hodnosti rozsiren€ matice soustavy.

Diikaz. Jestlize soustava Ar = b ma néjaké feSeni, pak sloupek b pravych stran je
linearni kombinaci sloupkti matice A a rozsifenim matice A o takovy sloupek se hodnost
nezméni. Takze matice A a A maji stejné hodnosti.

Jestlize se hodnosti matic A a A rovnaji, a rovnaji se tedy i hodnosti pfislusnych
matic v Gaussové—Jordanové tvaru, pak pouzitim postupu z predchozi podkapitoly a li-
bovolnou volbou parametrt ziskdme feseni soustavy. O

Piiklad. (1) Soustava

al +222 — 2% =

bt 2?2t =1
2t — 224+ 23 =

ma matici soustavy

1 2 -1
-1 1 2
2 -1 1

a rozsifenou matici soustavy

1 2 -1 1
-1 1 21
2 -1 11

Jejich hodnosti jsou stejné, obé se rovnaji 3, takze podle Frobeniovy véty soustava ma
feSeni. Jelikoz hodnosti jsou rovny poctu nezndmych, vSechny nezndmé jsou hlavni,
zadna neni parametr a soustava ma pravé jedno feseni.

(2) Soustava
r—y=1

ma matici soustavy
1 -1

a rozsifenou matici soustavy
(1 -1 1).

Jejich hodnosti jsou stejné, obé se rovnaji 1, takze podle Frobeniovy véty soustava ma
feseni. Jelikoz hodnosti jsou nizsi nez pocet neznamych, jedna nezndma je hlavni, jedna
neznama je parametr a soustava ma nekoneéné mnoho feseni.

(3) Soustava
r=0

r=1

ma matici soustavy

()
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a rozsifenou matici soustavy

(1)

Hodnost matice soustavy je rovna 1 a hodnost rozsifené matice soustavy je rovna 2,
takze podle Frobeniovy véty soustava nemé feseni. |

4.4. Cramerovo pravidlo
Podle Frobeniovy véty soustava s regularni matici ma reSeni. Podle nasledujici véty
ma praveé jedno reSeni.
Tvrzeni 4.4.1. Soustava Ax = b s reqularni matici A md pravé jedno feseni
£=A"1h
Diikaz. Bud A regularni matice, tedy ¢tvercova, invertibilni, s maximalni hodnosti. Po-
tom podle Frobeniovy véty soustava Ax = b ma TeSeni. A pro kazdé feSeni & plati

AE =b, tedy € = A7TAE = A1), O
Tvrzeni 4.4.2 (Cramerovo pravidlo). Bud Az = b soustava s requldrni matici A a Te-
senim & = (51 £ ... §”)T Pak pro kazdé i € {1,2,...,n}
det A’
kde A; je matice vznikld z matice A viménou i-tého sloupku za sloupek pravych stran b:
a% ...ail_l bl a}_H a},L
at ...al, b" a?_H ceooay

Dikaz. Pfi rozvoji podle i-tého sloupku dostavame det A; = : AZ b. Déle
adjA, _ AT ATy
det A" detA  detA

E=A"1 =
a tedy
S AT S AN (AN det 4

&= detA  detA = detA = detA’

Tvrzeni mizeme dokazat také takto: Je-li £ feSeni soustavy Ax = b, pak b je linearni
kombinaci sloupktt A¢ s koeficienty ¢!, ..., &7, tedy

b=E"A7 + CPAS+- -+ A =D A3
J

a matice A; mé v i-tém sloupku tuto linedrni kombinaci vSech sloupkt matice A. Potom

det A; =det (A7 ... A, b A5, ... A=
=det (4] ... Ay, YA A, L. A =
= det (A} ... A7, AT Ay, .. A =
J
=) et (A7 ... A7, A7 A7, ... A) =
J
=¢"det (A; ... Ay, A A%, ... A=

=& det A,
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z ¢ehoz dostaneme pozadovany vztah. O
Piiklad. Mé&jme soustavu
w422t - 2P =1
—al+ 2?22 =1

2t — 224 =1,

Potom
1 2 -1 1 2 -1
A=1|-1 1 2 Ai=11 1 2
2 -1 1 1 -1 1
1 1 -1 1 2 1
Ay=1-1 1 2 Az = | -1 11
2 1 1 2 -1 1
a
det A =14 det A1 =7 det Ay =7 det A3 = 7.
Proto

det A det A det A 7 1
1 ¢2 3 _ 1 2 _ 3 _ 0 _ =
&=¢ _g_detA_detA_detA_lél 2’ .

4.5. Homogenni soustavy linearnich rovnic

Definice 4.5.1. Soustava linearnich rovnic s nulovou pravou stranou, b = 0, se nazyva
homogenni.

Priklad. (1) Soustava
zt 4222 - 22 =0
—zl 4 2?4223 =0
208 — 2+ 23 =0
je homogenni.
(2) Soustava
et — 2?42 =0
je homogenni.
(3) Soustava

z=0
z=1
neni homogenni. |

Tvrzeni 4.5.1. KaZdd homogenni soustava md vesent, nulové.

Drikaz. Existence feSeni vyplyva z Frobeniovy véty. Je zfejmé, ze dosazenim nuly za
vSechny neznamé ziskame feseni. O

Predchozi tvrzeni netvrdi, Ze nulové reseni je jediné.

Tvrzeni 4.5.2. Linedrni kombinace teseni homogenni soustavy je také reseni t€ sou-
stavy. Specidlné, nulovy sloupek je Tesent, soucet Tesent je Teseni a c-ndasobek Tesent je
resent.
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Dikaz. Necht &1, & jsou FeSeni, ag, ap € P. Tedy, A&; =0 a A& = 0. Potom
A(a1&y + a2bs) = a1 A& + @ A& =0
a linearni kombinace feSeni je tedy také feSeni soustavy. O

Definice 4.5.2. Fundamentdlni systém reseni homogenni soustavy je takovd mnozina
feSeni homogenni soustavy, kterd je linedrné nezavisla a kazdé feseni lze vyjadrit jako
linearni kombinaci feSeni z této mnoziny.

Tvrzeni 4.5.3. Fundamentdlni systém teseni soustavy rovnic Ax = 0 o n nezndmgych
md n — rank A prokd.

Diikaz. Obecné feseni soustavy Az = 0 o n nezndmych je vyjadieno pomoci n — rank A
parametrii ¢, ..., t" "2k A Provedeme-li n — rank A voleb parametrii

(th, ... ¢nrank Ay —(1.0,...,0),
(tL, ... ek Ay — (0,1,...,0),

(tL, ... ek Ay — (0, 0,1),
dostaneme mnozinu FeSeni s pozadovanymi vlastnostmi. O
Piiklad. (1) Soustava

zt—22=0
mé 2 neznamé, matice soustavy méa hodnost 1 a mnozina vSech feSeni soustavy je
{(t,t)|t € R} = {t(1,1)|t € R}. Fundamentalni systém feSeni soustavy je napiiklad
{(L, 1)}

(2) Soustava
et 2?4+ 22% =0
—zl 4 2?4223 =0
a' 4327 +62° =0
ma 3 nezndmé, matice soustavy mé hodnost 2 a mnozina vSech feSeni soustavy je
{(0,=2t,t) |t € R} = {t(0,—2,1)|t € R}. Fundamentalni systém FeSeni soustavy je
napiiklad {(0,—2,1)}.
(3) Soustava
et — 2?42 =0
ma 3 nezndmé, matice soustavy mé hodnost 1 a mnozina vSech feSeni soustavy je
{(s—t,s,t)|s,t € R} ={s(1,1,0) —t(—1,0,1)|s,t € R}. Fundamentélni systém Feseni
soustavy je naptiklad {(1,1,0),(—1,0,1)}.
(4) Soustava
a' +22% =0
3zt + 422 =0
ma 2 nezndmé, matice soustavy mé hodnost 2 a soustava ma jediné reseni, ¢ili mnozina
vSech FeSeni soustavy je {(0,0)}. Fundamentalni systém feSeni soustavy je 0.
(5) Soustava
0z =0
mé 1 nezndmou, matice soustavy ma hodnost 0 a mnozina vSech feseni soustavy je
{t|t € R} = R. Fundamentalni systém Feseni soustavy je napiiklad {6}. |
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4.6. Nehomogenni soustavy linearnich rovnic

Definice 4.6.1. Soustava linedrnich rovnic s nenulovou pravou stranou se nazyva neho-
mogenni. Je-li Az = b nehomogenni soustava, potom Az = 0 se nazyva homogenizovand
soustava.

Piiklad. (1) Soustava
zt 20t - =1
—zt4+ 2?4223 =0
20t — 2+ 23 =3
je nehomogenni.

(2) Soustava
et -t 42t =1
je nehomogenni. |

Tvrzeni 4.6.1. Necht &, je néjaké teseni soustavy Az = b. Potom pro kaZdé teseni §
teto soustavy existuje jedine reseni {o homogenizované soustavy takové, Ze £ = &§, + &o.

Na druhou stranu, pro libovolné Teseni § homogenizované soustavy je & = &, + &o
Tesent soustavy Ax = b.

Diikaz. Budte &, a § FeSeni soustavy. Polozme §y = £ — &,. Potom A&y = A({ —&p) =
AL — Ay = b —b = 0. Tedy, & je Teseni homogenizované soustavy a £ = & + &p.
Jednoznacnost & je zrejma.

Je-li Agy =0, pak A& = A(&p + &) = Ag + A =b+0=0. O

Disledek. Je-li §, Tesent soustavy Az = b, potom mnoZina vsech Tesent této soustavy
je
{& + &0 | &o je Teseni homogenizované soustavy Ax = 0} .
Priklad. (1) Jedno z FeSeni soustavy
t—a2?=1
je (1,0). Mnozina vSech feseni homogenizované soustavy
2t —22=0
je {(t,t) |t € R}. Mnozina vSech FeSeni nehomogenni soustavy
st —a?=1
je {(1,0) + (t,t) [t e R} = {(1 + ¢, t) |t € R}.
(2) Soustava

zt 4222 =0
3a! + 42”7 =2
ma FeSeni (2, —1). Mnozina vSech FeSeni homogenizované soustavy
2t 4222 =0
3¢' + 42 =0
je {(0,0)}. Mnozina vsech feseni nehomogenni soustavy
o'+ 222 =0
3t + 42 =2

je{(2,=1)+ (0,0} = {(2, -1} =
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5. PoLynOMY

5.1. Polynomy, algebraické vlastnosti, délitelnost

Definice 5.1.1. Bud P pole, n € N, ay,...,a, € P, x ¢ P. Polynom (mnohoclen)
jedné neurcité x nad polem P je vyraz tvaru

ant™ 4 ap_12" '+ 4+ a1z + ap.

Zde z* jsou mocniny, nejedné se o horni indexy. Mocninu 2° klademe rovnu 1 € P, takze
ag = ag - 1 = apx®. Mnozinu vSech polynomi neurcité = nad polem P oznacujeme P|z].
Prvky ag,...,a, € P jsou koeficienty, a; je i-ty koeficient. Koeficient ag je absolutni
clen. Sé¢itance a;z' s nulovymi koeficienty a; se v zépisu polynomu obvykle neuvadi,
ty s nenulovymi koeficienty se samoziejmé uvadi a neuvedené koeficienty a; jsou tedy
nulové. Polynom se vSemi koeficienty nulovymi je nulovy polynom a oznacujeme ho 0.

P¥iklad. 62 + 022 + 322 + 1z +6 € R[x], ay =6, a3 =0,a2 =3, a1 =1, a0=6. N
Definice 5.1.2. Polynomy

f=anz" + apn_12" 4+ + a1z + ag,

9 = bma™ + by 12 4+ bz + by
se sobé rovnaji, jestlize se rovnaji jejich prislusné koeficienty. Tedy,

f =g, jestlize ag = by, a1 = by, ...

Definice 5.1.3. Stuperi polynomu f = a,z" + a, 12" ! + --- + a12 + ag je nejvétsi
¢éislo s takové, ze as # 0, oznacujeme ho deg f. Koeficient ag, kde s je stupen, je vedouct
koeficient polynomu f, oznacujeme ho Ic f.

Pro nulovy polynom neméme definovan ani stupen ani vedouci koeficient.

Pi#iklad. Pro f =62+ 322+ +6jedegf =4 alcf = 6. |
Definice 5.1.4. Nulovy polynom a polynomy stupné 0 jsou konstantni, polynomy
stupné 1 jsou linedrni, polynomy stupné 2 jsou kvadratické, polynomy stupné 3 jsou
kubicke, polynomy stupné 4 jsou bikvadraticke.
Definice 5.1.5. Méjme polynomy

f=anz" + apn_12" 1+ + a1z + ao,

9= bna™ + b2 - bix + by
Oznaéme p = max{n, m}. Soucet polynomi f a g je polynom

f4+g=(ap+by)a? + (ap_1 +by_1)xP L+ + (a1 + b1)z + ag + b.

Soucin polynomi f a g je polynom

n+m

Fo=> (> abja* =
k=0 itj—k
= by, T+

+ (anbmfl + anflbm)xn+m_1+

+ (agbo + ar1by + aobg)x2+
+ (a1bo + apbr)z+
+ aobo.
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Tedy, pro k € {0,1,...,n+ m} k-ty koeficient polynomu fg je
Z a;bj = arbo + ap—1b1 + - - - + a1bp—1 + agby.
itj=k
Je-li naptiklad f konstantni polynom, f = ag, pak
fg = aog = aobma™ + agby—12" 1 + -+ + agb1x + agbo.
Specialné, pokud f = —1, pak

L bz

fg=—9=—bnz™ —bp_12™"
je polynom opacny k polynomu g.
Priklad. Pro

f =6zt +32% 46, g=2° -2 -z
je

f4g=6a*+a2%+2%—2+6,

fg =627 — 1225 — 32° — 62* + 323 — 1222 — 6. [ |

Tvrzeni 5.1.1. Budte f,g € P[x] nenulové. Potom fg je nenulovy polynom a

deg(fg) = deg f + degy,
le(fg) =1cf-lcg.

Diikaz. Budte f, g nenulové polynomy. Necht deg f = n, degg =m, lcf =a, alcg =
b, JelikoZ a,, # 0, by, # 0 a (n + m)-ty koeficient souéinu fg je roven a, by, je fg
nenulovy polynom. Pro & > n + m je k-ty koeficient roven nule, takze lc fg = anb,, =
lcf-lcg adeg(fg) =n+m=degf+degyg. O

Cviceni. Soucin polynomt je nulovy pravé tehdy, kdyz aspon jeden z nich je nulovy. >

Tvrzeni 5.1.2. Budte f,g,h € P[z]. Potom

2) f+(g+h)=(f+g)+h, (6) f-(g-h)=(f-9)h,
“4) f+(=f)=0, (8) f-(g+h)=f-g+fh
Dikaz. Cvideni. 0

Tvrzeni 5.1.3. Necht f,g,h € Plz]|, fg = fh a f#0. Pak g = h.

Diikaz. Jestlize fg = fh, pak f(¢9—h) = 0 a aspon jeden z polynomi f a g—h je nulovy.
Podle predpokladu f # 0, takze g — h =0 a g = h. O

Podobné jako v pripadé matic nebo v pfipadé prvkt néjakého pole je mozné definovat
inverzni polynom.

Definice 5.1.6. Budte f,g € Pz|. Polynom g je inverzni k polynomu f, jestlize fg =
gf = 1. Inverzni polynom k polynomu f zna¢ime f~!. Polynom, ke kterému existuje
polynom inverzni, je invertibilni. Mnozina vSech invertibilnich prvka P[z] nebo P se
znaéi P[z]* resp. P*

Tvrzeni 5.1.4. Invertibilni polynomy jsou pravé nenulové konstantni polynomy (tedy
polynomy stupné 0).
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Diikaz. Existuje-li k polynomu f inverze f~!, potom ff~! =1 a oba polynomy f, f~!
jsou nenulové. Déle deg f < deg f + deg f~! = deg(ff ') = deg1 = 0. TakZe deg f =0
a f je tedy nenulovy konstantni polynom.

Na druhou stranu, pokud f je nenulovy konstantni polynom, mizeme ho ztotoznit
s prislusnym prvkem pole, ke kterému diky vlastnostem pole existuje prvek inverzni
a ten zase muzeme ztotoznit s prislusnym polynomem, ktery je tedy inverzni k f. [

Nyni se budeme vénovat délitelnosti polynomii. Teorie délitelnosti polynomt a teorie
délitelnosti celych ¢isel si jsou dosti podobné.

Definice 5.1.7. Budte f, g € P|x]. Polynom ¢ déli polynom f, jestlize existuje polynom
h € P[x] takovy, ze f = gh. Pak také polynom g je délitel polynomu f a polynom f je
délitelny polynomem g. Zapisujeme g | f.

Cviceni. Jestlize g | f a f # 0, pak degg < deg f. >
P¥iklad. (1) z | 2? — z, protoze 22 — 2 = x(x — 1).
(2) x nedéli #2 + 1. Aby x - h byl polynom stupné 2, h musi byt stupné 1, ale pro
jakykoliv polynom h = a1z + ag stupné 1 plati x - h = a2 + agz. |
Cviceni. (1) Ukazte, ze z — 1 | 2" — 1 pro kazdé celé n > 1.
(2) Ukazte, zZe relace | je reflexivni a tranzitivni. o>
Tvrzeni 5.1.5. Budte f,g,h € P|x].

(1) f1faflo.

(2) Jestlize f | g a g|h, pak f | h.

(8) Jestlize f | g a f | h, pak f|(g+h).
(4) Jestlize f | g, pak [ | (gh).

(5) Jestlize fg | fh a f #0, pak g | h.

Dikaz. Cviceni. 0

Podobné jako v pripadé celych ¢isel i v pripadé polynomi existuje déleni se zbytkem
(nebo netplné déleni).

Tvrzeni 5.1.6. Budte f,g € P[z]|, g # 0. Pak existuje pravé jedna dvojice q,r € P[z]
takovd, Ze

(i) f=gq+r;
(ii) bud r =0 nebo degr < degg.

Dikaz. Jestlize f = 0, tak pro dvojici ¢ = 0, = 0 jsou splnény podminky (i) a (ii).
Predpokladejme, ze f # 0. Polozme go = 0 a 79 = f a definujme rekurzivné

ler; ler;
lcg
Potom pro kazdé ¢ plati f = gq; + r; a bud r;11 = 0 nebo degr;11 < degr;. Proto pro
néjaké i bud r; = 0 nebo degr; < degg. V takovém piipadé v rekurzi nepokracujeme a
posledni dvojice g;, r; je hledana dvojice g, r.

Jesté je tfeba dokédzat jednoznacnost. Predpokladejme, ze pro dvojice ¢1,71 a ga, 72
jsou splnény podminky (i) a (ii). Tedy,

. :Cdegri—degg? . xdegri—degg .

Gi+1=¢i + Ti4l = T§ — g.

lcg

f=g9a+r=g9g+rs, éliglg—q)=ro—riag|ro—mr
r1 = 0 nebo degr; < degyg

—~ o~
w N
O —

ro = 0 nebo degrs < degg.
Kdyby ro —r1 # 0, tak z vyplyva, ze degg < deg(re — 71), zatimco z a
vyplyva, ze deg(ra — r1) < degg. Dostavame spor, takze ro — 11 = 0, ¢ili 11 = 7.
Vzhledem k tomu, ze g # 0, z g(¢1 — g2) = 0 vyplyva, ze ¢1 — g2 = 0, ¢ili ¢1 = qo. O
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Definice 5.1.8. V pfedchozim tvrzeni q je édstecny podil (podil, je-li = 0) polynomu
f agarje zbytek.

Je zfejmé, 7e g | f pravé tehdy, kdyz zbytek je roven nule.
Piiklad. Budte f,g € R[z],

f=ab+223 +20+4 a g=a>+x+2.

Tedy gqo = 0, 1o = f a polynomy q1,...,q4 a71,...,74 je mozné ziskat pomoci schématu
(x° + 223 +2z+4): (22 +z2+2)= 2 —2? 4z +1 —|—m2_j:;f2
—(2® + 2* + 223) a
r=—at + 22 +4 A
(2t — 23— 222) \—E/—/
3
N—
ro =23+ 222 + 22 +4 P
—(23 + 2%+ 22)
ry = 2 +4
—(z2+ z+2)
ry =—x+2
Cili
q =0 ro=ax° + 223 + 2z + 4
(I1:563 7”1:—:54+2x+4
q2:x3fx2 T2:x3+2x2+2x+4
=124z r3 =144
=22 +2+1 T4 = —x + 2

a je snadné ovéfit, ze f = gq; + r; pro kazdé i € {0,1,2,3,4}.
Jelikoz degry =1 < 2 =degg,

g=qu=2>-2>+x+1 a r=ry=—x+2.
Tedy
f=a+203 420 +d4=gqg+r=0a"+2+2)- @ -2 +2+1)+(~z+2). B

Definice 5.1.9. Polynom je normovany, je-li nenulovy a jeho vedouci koeficient je 1.

Je-li f =apaz™ + ap_12" '+ -+ ayx + ap nenulovy polynom s lc f = a, # 0, pak

_ 1 _
le f an, an an
je normovany polynom. Polynomy f, f jsou z hlediska délitelnosti rovnocenné (f | f a
1
Lemma 5.1.7. Budte f, g normované polynomy takové, Ze f | g a g | f. Potom f = g.

Diikaz. Predpokladejme, ze f | g a zéroveii g | f. Potom existuji polynomy p,q € P|x]
tak, ze g = fpa f = g¢g. Mame f = fpq a tedy 1 = pq. Polynomy p, ¢ jsou tedy nenulové
konstantni polynomy a 1 =lcg =lc(fp) =lcf-lep=1-p=p. Takzeg= fp=f. O

Relace délitelnosti mezi normovanymi polynomy je tedy navic antisymetricka, ¢ili je
to usporaddani a mame usporddanou mnozinu vSech normovanych polynomt.
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5.2. Nejvétsi spoleény délitel

Definice 5.2.1. Budte f,g € P[z] nenulové. Polynom d € P|x| je nejvétsi spolecny
delitel polynomu f, g, jestlize

(1) d| fadlg;

(2) kdyz h € Plx|, h | f a h| g, pak h | d;

(3) d je normovany.
Zapisujeme d = D(f, g).
Definice 5.2.2. Polynomy, jejichz nejvétsi spolecny délitel je 1, jsou nesoudélné.
P¥iklad. (1) D(2xz,2%) = z.
(2) Polynomy z a = + 1 jsou nesoudélné. Oba polynomy jsou stupné 1, proto jejich
délitele jsou stupné bud 1 nebo 0. Linearni délitele polynomu z jsou cz, kde ¢ € P, ale
zadny z nich neni délitelem = + 1. Spole¢né délitele polynomt x a x + 1 jsou tedy jen

nenulové konstantni polynomy a jelikoz nejvétsi spoleény délitel je navic normovany,
D(z,z+1)=1.

(3) Pro f#0 D(f,0) = J. n
Tvrzeni 5.2.1 (Eukleiduv algoritmus.). Budte f,g € P[z] nenulové polynomy. Bud
ro,71,72,73, . . . posloupnost polynomau takovd, Ze ro = f, r1 = g a jsou-li zndmy r;, 741,

pak riyo ziskame nedplngm délenim polynomu r; polynomem r;4q:
ri =1rit1¢; + Tive, budrire =0 nebo degriio < degriii.
Potom existuje index N takovy, Ze ry—1 # 0 ary = 0.

Dukaz. Jelikoz deg g = degry > degre > degrs > ... je klesajici posloupnost nezapor-
nych celych ¢isel, existuje N € N takové, ze ry_1 # 0 ary =0. U
Piiklad. Budte f,g € R[z],

f=a®+223 +22x+4 a g=x>+z+2.
Tedy ro = f, r1 = g a uz vime, ze f = g- (23 — 22 + 2+ 1) + (—z + 2), takze

rg = —T 4 2 a qgo=1a>—2*+2+41.
Délenim polynomu 7; polynomem 79

2 : _ 8
(24 x+2): (-2+2)=-2-3+

— (2% — 22)
3z +2
—(—3x — 6)
8
dostaneme
rs =8 a g1 =—x—3.

Délenim polynomu 72 polynomem 73
. _ 2
(—r+2): (8)=—5+3

dostaneme

r 2
7"4:0 a QQ:—g'Fg.

V tomto piipadé tedy N = 4. |
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Tvrzeni 5.2.2. Pro libovolné dva polynomy, z nichZ aspor jeden je nenulovy, existuje
jejich nejvétsi spolecny délitel.

Diikaz. Budte f,g € Plz]. Je-li f # 0 a g = 0, D(f,0) = f. Piedpokladejme, Ze f,g
jsou nenulové, a aplikujme Eukleiduv algoritmus. Bud N € N takové, ze ry_1 # 0 a
ry = 0.

Ozna¢me d = 7ny_1 (normovany polynom). Ziejmé d | ry—1 a d | ry. Je-li d délitel
polynomil r;41 a rj42, pak je délitel i polynomu r; = r;y1q9; + ri+2. Postupné tedy
dostaneme, Ze d | r; pro vSechna i € {0,..., N}, véetné d |r1 =g ad|rg=f.

Bud h € Px] takové, ze h | f =roah | g =r1. Je-li h délitel polynomi r; a 741, pak
je délitel i polynomu r;49 = r; — riy1q;. Postupné tedy dostaneme, ze h | r; pro vSechna
i€{0,...,N}, véetné h | ry_1 = d. Tedy, d = D(f,g). O

Piiklad. Budte f,g € R[z],

f=a54+223+20+4 a g=2>+x+2.
Uz vime, ze N =4 a r3 =8, ¢ili D(f,g9) =73 = 1. |
Tvrzeni 5.2.3. Libovolné dva polynomy maji nejuyse jeden nejuétsi spolecny délitel.
Dikaz. Budte dp,d2 nejvétsi spoleéné délitele. Podle definice dy | d2 a dy | d; a jelikoz
di,do jsou normované, d; = ds. O

Tvrzeni 5.2.4 (Bézoutova véta). Budte f,g € Plx] polynomy, z nichZ aspon jeden je
nenulovy. Pak existuji polynomy u,v € Plz] takové, Ze D(f,g) = fu + gv.

Diikaz. Ozna¢me I = {fu+ gv | u,v € P[z]}. V mnoZiné I existuje normovany prvek
miniméalniho stupné, ozna¢me jej d. Tedy, d = fu + gv pro néjaké u,v € Plx].

Po déleni se zbytkem dostaneme f = dq + r, kde bud r = 0 nebo degr < degd.
Zéaroven r = f—dq = f— (fu+gv)qg = f(1 —uq) + g(—vq) € I. Kdyby r # 0, byl by to
nenulovy prvek I stupné nizsiho nez degd. Takze r = 0 a tedy d | f. Analogicky d | g.

Bud h € P[x] spoleény délitel f a g. Pak h je délitel i polynomu fu + gv = d. Tedy,
d=D(f,9). O

Pomoci Rozsifeného Eukleidova algoritmu lze ziskat nejen D(f,g), ale i polynomy
u, v z predchoziho tvrzeni.

Tvrzeni 5.2.5 (Rozsifeny Eukleidiv algoritmus.). Budte f,g € P[z] nenulové poly-
nomy. Budte ro,m1,72,...,"N_1 @ q0,q1,G2,--.,qN_3 posloupnosti polynomi z Euklei-
dova algoritmu. Budte

ugp = 1,u1 = 0,ug,...,un_1,

vo =0,v1 =1,v9,...,UN_1,

posloupnosti polynomi takové, Ze u; = w;y1q; + Ui+2 @ V; = Vi41¢; + Vir2 pro vsechna

i€{0,...,N —3}. Potom rn_1 = fun—1+ guN—_1 a oznacime-li
1 1
= UN—1 a = UN-1,
lery_1 lern_1
pak D(f,g) = fu+ gv.
Dikaz. O

Priklad. Budte f,g € R|x],

f=a+223+220+4 a g=z>+x+2
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Uz vime, ze D(f,g) =1, N =4,

ro = a’ + 22° + 2z + 4 q0:w3—aﬁ2+x+1
r1:x2+x+2 qQ=-x—3
r9 = —x + 2
rg =8
ug =1 vg =0
up =0 v; = 1.
Dale
Up = U1qo + U2
1=0-qp+ u2 implikuje wuo =1,
Vo = V1qo + V2
0=1-qg0+ v implikuje w9 = —qg = —d a1,
Ul = u2q1 + U3
0=1-q¢1+us implikuje uz=—-q =z + 3,

V1 = v2q1 + U3
1=—qo-q1 +v3 implikuje wvg=1+qgoq1 = —z* — 223 + 222 — 4z — 2.

Lze snadno ovérit, ze rg3 = fus + gvs, a kdyz

3
“=3T3
B zt 23 2?2 2 1
YTTR I T3
pak D(f,g) = 1= fu—+ gv. [ |

5.3. Ireducibilni polynomy

Definice 5.3.1. Reducibilni polynom je nekonstantni polynom, ktery je sou¢inem dvou
nekonstantnich polynomu. Ireducibilni polynom je nekonstantni polynom, ktery neni
reducibilni.

Pi#iklad. Polynom 22 — 1 = (x — 1)(z + 1) je reducibilni. Polynomy = — 1 a = + 1 jsou
ireducibilni, mate tedy rozklad na normované ireducibilni polynomy. |

Cviceni. Necht jsou f,g € P[x] normované polynomy, necht g je ireducibilni a f | g.

Potom bud f =1 nebo f = g. Je-li f také ireducibilni, pak f = g. >
Lemma 5.3.1. Budte g,h1,...,h, € P[z] ireducibilni normované polynomy a necht
g | hi---hy. Pak existuje index j takovy, Ze g = hj.

Dikaz. O

Tvrzeni 5.3.2. Bud f € P|x] normovany polynom. Pak existuji normované ireducibilni

polynomy gu, . .., gn takové, ze f = gi--- gn.
Tento rozklad je jediny. Je-li f = hy--- hy jing rozklad na normované ireducibilni

¢initele, pak m = n a po vhodném precislovani plati h; = g; pro vSechna i € {1,...,n}.
(Presnéji, existuje bijekce p: {1,...,n} — {1,...,m} takovd, Ze h; = g,(; pro vsechna

i.)
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Duikaz. O

Pi¥iklad. Polynom 22 + 1 je reducibilni nad polem C, protoze 2 + 1 = (z +i)(x — i).
TentyZ polynom je ireducibilni nad polem R, protoze jakykoliv jeho hypoteticky rozklad
22 +1=(z+&(x+n), &,n € R je soucasné rozkladem nad C riiznym od 22 + 1 =
(z +1i)(z — 1), ve sporu s jednoznac¢nosti rozkladu. [ |

Jako dtisledek obdrzime jisté zobecnéni shora uvedeného lemmatu.

Dausledek. Necht f € P[z], budte g1, ..., gm € P[z] ireducibilni, normované a po dvou
o . . . . v k k
rizné, tj. gi # g; proi # j. Jestlize gi* | f, ..., gkm | f, pak gi* -+ - gkm | £.

5.4. Kofeny a jejich nasobnost
Kdy? f = ana"™ + ap_ 12" 1 + -+ a12 + ag € Plz] a £ € P, polozme
fO) =anl"+an 18"+ +ar€+ag €P.
Tvrzeni 5.4.1. Pro libovolné polynomy f,g € P[z]| a libovolny prvek & € P plati
(f+9)(&) =€) +9(&), (=)&) =—f©), (f9)(&)=Ff(&)g(s).
Dikaz. Cviceni. 0
Definice 5.4.1. Prvek £ € P je koren polynomu f € P[z], jestlize f(&) = 0.

Tvrzeni 5.4.2. Necht f € Plx] a £ € P. Potom £ je koten polynomu f prdvé tehdy,
kdyz polynom x — & déli f.

Diikaz. Predpokladejme, ze £ je kofen polynomu f. Délenim f : (z — &) dostaneme
f=(x—&q+r, kdebudr=0nebo degr=0<1=deg(z—¢).

Takze r je konstantni polynom. Navic 0 = f(§) = (§ —&)q(§) +r=r, ¢l f = (z — &)q
ax—¢dél f.

Piedpokladejme, ze x — £ déli f, tedy f = (z — £)gq pro né&jaké g. Potom f(§) =
(& —¢&)q(&) =0, ¢ili € je koFen polynomu f. O

Definice 5.4.2. Necht f € P[z] a £ € P. Pokud (x —¢&) | f, polynom x — ¢ je kofenovy
¢initel polynomu f.

Definice 5.4.3. Prvek ¢ € P je k-ndsobny koven polynomu f € Plz], jestlize (z — &)¥
deli f, ale (z — &)F*! nedéli f.

Tvrzeni 5.4.3. Budte &1,...,&, € P rizné koreny polynomu f € Plx] s ndsobnostmi
po tadé ki,...,k,. Potom

(1) (x = &) (= &)™ | f;
(2) ki +---+ky, < degf.

Dikaz. Cviceni. O

Tvrzeni 5.4.4 (Zakladni véta algebry). KazZdy nekonstantni polynom f € Clz| md
asporn jeden koren.

Dusledek. KaZdy nekonstantni polynom f € Clx] md rozklad na linedrni ireducibilni
cinitele. Kotentd md se zapoctenim ndasobnosti pravé tolik, kolik ¢ini jeho stuper.
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Tvrzeni 5.4.5 (Vlastnosti kofent (Vietovy vzorce)). Bud f = 2" + ap_12" 1+ -+ +
a1z + ag € Clx] normovany polynom a &1,&a, ..., &, jeho koteny (nemusi byt vsechny
rizné). Potom

a1 =—(E+ &+ &) == &
=1

an—2 =88+ &8+ -+ 88 + 88+ + &b+ +6n—18n =

= Z &
ij=1
1<J
an—3 = —(£1&8 + &1&& + - + &—1&n + -+ En26n—1&n) =
=— ) &
ijk—=1
i<j<k

a1 = (—1)""N&Enabnr & Enaln
&t &)
ap = (—=1)"61&2- &
Diikaz.
4. ta=(—-§&)...(r = &)

Priklad. 22 — 5z + 6 |
Pro polynomy, jejichz koeficienty jsou cela ¢isla, navic plati nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 5.4.6. Budte f = a,2™ + ap_12" ! + -+ + a1z + ag polynom s celociselnymi
koeficienty a p,q nesoudélnd celd cisla. JestliZe g je korenem polynomu f, potom ag je
delitelné p a a, je délitelné q.

Dikaz. Cviceni. Dosazeni g do f ... O

Dusledek. Celociselné koteny polynomu s celociselngmi koeficienty jsou délitelé abso-
lutniho clenu.

5.5. Derivace

Definice 5.5.1. Bud f = a,2" + a,_12" ' + -+ + a1z + ag € C[z]. Polynom f' =
napx" '+ (n — ay_12" 2+ - + a1 € Clx] je derivace polynomu f.
Tvrzeni 5.5.1. (1) (f+9)=f+7,

(2) (fg)'=f'g+ g

(3) (f*) =kfr11.

Dikaz. Cvideni. 0

Tvrzeni 5.5.2. Bud k > 2, f € Clz| polynom a & € C je jeho k-ndsobny koren. Potom
(1) € je (k — 1)-ndsobny koren f’,
(2) € je (k — 1)-ndasobny koten nejvétsiho spolecného délitele D(f, f).
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Dikaz. (1) (x —&F | f, tedy f = (x — &)Fq a (z — &)*! nedéli f. Potom

F'=kaz =g+ (@ =% = (@ =" ka + (@ = €)d).
Takze, (x — &)F1 déli f/. Kdyby (z — €)* délilo f/, pak by (x — &) | (kq + (z — £)¢'),
nacez (z — &) | kq, tedy (z — &) | g a (v — &)1 | f ve sporu s predpokladem.
(2) (z — &F 1 je dalitel f i f', takze (x — &)*L | D(f, f). Kdyby (x — &)* délilo
D(f, f'), pak by (z — &) | f' ve sporu s predchozim bodem. O

Tvrzeni 5.5.3. Budte f € Clz] a £ € C jeho koren. Potom £ je l-ndsobny koren
polynomu

f
D(f, f)
Diikaz. Bud € je k-nasobny kofen, tedy f = (z — &)Fq, ale (z — &)*! nedéli f, ¢ili z — ¢
nedéli ¢. Podle ptedchoziho tvrzeni D(f, f') = (z — &)*~1r. Takze
f
D(f, f)
Dusledek. Bud f € C[x].

(1) MnoZina vsech koteni polynomu f/D(f, ') je rovna mnoZiné viech koteni po-

€ Clz].

=(z— f)g a jelikoz x — & nedéli ¢, nedéli ani 4 O
r r

lynomu f.
(2) Vsechny koteny polynomu f/D(f, f') jsou 1-ndsobné.
Diikaz. Cviceni. (]

5.6. Polynomy s realnymi koeficienty

Méjme polynom f = a,2" + an—12" 1+ +a12+ap € C[z]. Pfifadme mu polynom
ff=ayz"+ -+ ajzr+af € Clz].
Tvrzeni 5.6.1. (1) (f+9)*=f*+g°,

(2) (fg) = frg".

Diikaz. Cviceni. (]
Tvrzeni 5.6.2. Bud [ € R[z] polynom a £ € C jeho koten. Pak komplexné sdruZené
cislo £ je téZ koren stejné ndsobnosti.

Diikaz. f = (z — f)kq. Aplikujeme komplexni sdruzeni f = f* = (x — g*)kq* (cvicen).
Kdyby f = (z — f*)k'HT, pak f = f* = (z — g)k-i—lr*‘ -

Rozklad polynomu f € R[z]| na ireducibilni ¢initele nad C pak obsahuje ...
Vidime, Ze deg f =.

Tvrzeni 5.6.3. Kazdy polynom f € R[z| lichého stupné md aspori jeden redlny koten.
Drikaz. Cviceni. (]

Tvrzeni 5.6.4. Necht ¢ € C\ R. Ukaste, e (v — &)(z — &) = 22 — 2re& + €2 je
kvadraticky polynom s redalnymi koeficienty a zapornym diskriminantem.

Dikaz. Cviceni.

Navod: piste £ = a+ i, kde o, 8 € R. O
Cviceni. Ukazte, Ze realné polynomy fadu > 2 jsou vzdy reducibilni nad R. >

Cviceni. Rozlozte polynom z* + 1 na ireducibilni ¢initele nad polem C a nad polem
R. >
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6.1. Binarni operace
Definice 6.1.1. Bindrni operace na mnoziné X je libovolné zobrazeni X x X — X.

Jedna se tedy o zobrazeni, které libovolné dvojici (x,y) prvka z X pfifazuje néjaky
jednoznacné urceny prvek z X. Binarni operace se ¢asto oznacuji symboly *, 4, -, 0 a hod-
nota takového zobrazeni ozna¢eného napiiklad * v bodé (z,y) se oznacuje x * y (misto

(z,y)).

Priklad. (1) Bud Ny = {0,1,2,...} mnozina vSech celych nezédpornych ¢isel. Zobrazeni

+: Ny x N9 — Ny, které usporadané dvojici (z,y) € Ny x Ny celych nezédpornych ¢isel

prifadi jejich soucet x 4+ y € Ny, je bindrni operace na Np.

(2) Soucet a sou¢in na mnozinach Ny, Z,Q, R, C.

(3) Na mnoziné R? vsech uspofadanych dvojic redlnych ¢isel bindrni operace séitani:
(z1,72) + (y1,92) = (¥1 + y1, 72 + y2).

(4) Na konefné mnoziné lze zadat bindrni operaci tabulkou. Naptiklad necht X =
{0,1,2} a bindrni operace + na X je zadana takto

tedy naptiklad 1 +2 = 0.

(5
(6
(7
(
(

Mnozina M, x,(P) matic stejného typu s operaci séitani matic.
Mnozina M, (P) ¢tvercovych matic stejného typu s operaci nasobeni matic.

Mnozina P[x] vSech polynomu s operaci s¢itani nebo nésobeni polynomd.

~— ~— ~— ~—

8

9) Bud X mnozina. Ozna¢me P(X) mnozinu vSech podmnozin mnoziny X. Sjedno-
ceni, prunik a symetricky rozdil mnozin jsou bindrni operace na mnoziné P(X). |

Mnozina XX vsech zobrazeni X — X s operaci o skladani zobrazeni.

Definice 6.1.2. Binarni operace * na mnoziné X je asociativni, jestlize pro kazdé
x,y,z € X plati

rx(y*xz)=(r*xy)* 2.

Mutzeme tedy psat bez zavorek x x y * z.

Definice 6.1.3. Binarni operace * na mnoziné X je komutativni, jestlize pro kazdé
xz,y € X plati

THRY=1Y*xT.
Piiklad. (1) S¢itani i ndsobeni na mnozinach Ny, Z, Q, R, C jsou asociativni i komu-
tativni.
(2) Séitani na mnoziné R? je asociativni i komutativni.
(3) Sé¢itani matic na mnoziné M., x,(P) je asociativni i komutativni.
(4) Néasobeni matic na mnoziné M, (P) je asociativni, ale neni komutativni.
(

5

6) Skladani zobrazeni na mnoziné XX je asociativni. Komutativni je pravé tehdy, kdyz
X je jednoprvkovd mnozina (cviceni).

Séitani i nasobeni polynomu na mnoziné P[x] jsou asociativni i komutativni.

)
)
)
)

(7) Sjednoceni, prinik a symetricky rozdil mnozin na mnoziné P(X) jsou asociativni
i komutativni. |
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Definice 6.1.4. Bud x bindrni operace na mnoziné X. Prvek ¢ € X je neutrdini prvek
operace %, jestlize pro kazdy prvek x € X plati

Tke=1T=ex*x.
Tvrzeni 6.1.1. KaZda bindrni operace md nejvyse jeden neutrdlni prvek.
Dukaz. Jsou-li e, es neutrdlni prvky operace *, pak ea = e1 * ea = e3. O

Priklad. (1) Neutralni prvek operace s¢itdni na mnozinach Ny, Z, Q, R, C je 0.

(2) Neutralni prvek operace nasobeni na mnozinich Ny, Z, Q, R, C je 1.

(3) Neutralni prvek operace s¢itani na mnozing R? je (0,0).

(4) Neutralni prvek operace s¢itani matic na mnoziné M., x,(P) je nulova matice pfi-
slusného typu, tedy 0y, xn.

(5) Neutralni prvek operace nasobeni matic na mnoziné M, (P) je jednotkova matice
prislusného typu, tedy E,.

(6) Neutralni prvek operace séitdni polynomi na mnoziné P[z] je polynom 0.

(7) Neutralni prvek operace nasobeni polynomii na mnoziné P[x] je polynom 1.

(8) Neutralni prvek operace skladani zobrazeni na mnozing XX je identita idy.

(9) Neutrélni prvek operace sjednoceni mnozin na mnoziné P(X) je (.

(10) Neutralni prvek operace prinik mnozin na mnoziné P(X) je X.

(11) Neutralni prvek operace symetricky rozdil mnozin na mnoziné P(X) je (). [ |

Definice 6.1.5. Bud * bindrni operace na mnoziné X, e € X jeji neutralni prvek. Prvek
x € X je invertibilni, jestlize existuje prvek y € X takovy, ze

TrY=y*xxT=e.
Potom y je inverzni prvek nebo inverze k prvku x vzhledem k operaci *.

Tvrzeni 6.1.2. KaZdy prvek mnoZiny s asociativni bindrni operaci md vzhledem k této
operaci nejvyse jeden inverzni prvek.

Dukaz. Je-li e neutrdlni prvek operace * a jsou-li y1,yo inverzni prvky k prvku z, pak
yi=yr1xe=yx(@*y2) = (Y1 %) xy2 = € x y2 = Y. O
Inverzni prvek k prvku x se obvykle zna¢i L Pouze u operace + se zna¢i —x a ¥ika
se mu opacny.
Pfimo z definice inverzniho prvku vyplyva, ze

el=e a (@ Hl=u

Priklad. (1) Inverzni prvek k ¢islu « vzhledem k operaci s¢itdni na mnozinach Ny, Z,
Q, R, C je ¢islo opatné —z (pokud v pfislusné mnoziné existuje).

(2) Inverzni prvek k ¢islu « vzhledem k operaci nasobeni na mnozinach Ny, Z, Q, R, C
je pievracend hodnota 7! (pokud v p¥islugné mnoziné existuje).

(3) Inverzni prvek k dvojici (z,y) € R? vzhledem k operaci s¢itani je (—z, —y).

(4) Inverzni prvek k matici A vzhledem k operaci séitani matic na mnoziné M, xn (P)
je opacna matice —A.

(5) Inverzni prvek k matici A vzhledem k operaci nasobeni matic na mnoziné M,,(P)
je inverzni matice A~! (je-li A invertibilnf).

(6) Inverzni prvek k zobrazeni f: X — X vzhledem k operaci sklddani zobrazeni na
mnoziné XX je inverzni zobrazeni f~1, pokud toto inverzni zobrazeni existuje.
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(7) Inverzni prvek k mnoziné Y € P(X) vzhledem k operaci symetricky rozdil mnozin
na mnoziné P(X) je Y. [ |

Piiklad. Na mnoziné {0, 1,2} mé&jme binarni operaci * zadanou tabulkou

Neutralni prvek operace * je 0 a
1%x2=2%x1=0 a 2x2=0.

Cili 1 a 2 jsou inverzni prvky k 2. Podle Tvrzeni to znamena, Ze operace * neni
asociativni. A skutec¢né, napiiklad,

(1x1)*x2=2%2=0 zatimco 1% (1%x2)=1x0=1. [ |

6.2. Grupy

Definice 6.2.1. Mnozina G s binarni operaci x: G X G — G je grupa, jestlize

(1) operace * je asociativni,

(2) v mnoziné G je neutrdlni prvek operace *,

(3) mnozina G s kazdym prvkem obsahuje také prvek k nému inverzni vzhledem
k operaci *.

Je-li navic operace * komutativni, grupa G je také komutativni.

Grupa G s binarni operaci *, neutrdlnim prvkem e a ozna¢enim inverzniho prvku —!
se nékdy zapisuje (G, *, e, 71), nékdy jen (G, *) a je-li z kontextu ziejmé, o jakou operaci
se jedna, nékdy se hovofi jen o grupé G.

Grupa s bindrni operaci ozna¢enou + se nazyva aditivni (pouziva se pouze u komu-
tativnich grup). Grupa s bindrni operaci oznacenou - se nazyva multiplikationi.

Oznacme Q* = Q \ {0} a obdobné v piipadech R*, C*
Piiklad. (1) MnozZina Z s operaci s¢itani je grupa. Stejné tak Q, R, C.

2) Mnozina Ny s operaci s¢itdni neni grupa.
3
4
5

Mnozina Q* s ndsobenim je grupa. Stejné tak R*, C*, R (kladn4 realna ¢isla).
Mnozina Z \ {0} s operaci nasobeni neni grupa. Stejné tak Q,R, C.

Mnozina R? s operaci s¢itani je grupa.

Mnozina M, x,(P) s operaci séitdni matic je grupa.

7

8) Mnozina GL, (P) invertibilnich matic typu n x n s operaci nasobeni matic je grupa
nazyva se obecnd linedrni grupa). |

Mnozina M, (P) s operaci ndsobeni matic neni grupa.

(@)
o — D D T

(
(
(
(
(
(
(
(

Tvrzeni 6.2.1. Bud (G, *,e, ') grupa. Pak pro libovolnd =,y € G plati:

1 1

(1) Jestlizexxy =e, paky=x"", =y "

(2) (x*xy) t=y txa L
Diikaz. (1) Jestlize xxy = e, pak y = exy = sk x*y = 2~
druhd rovnost (cviceni).
(2) Plyne z (1) arovnosti z x y* y L x 271 = e. O

L« e = 271 Podobné
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6.3. Podgrupy

Definice 6.3.1. Bud (X, x,e, ~!) grupa, bud Y C X podmnozina takova, ze
(1) jestlize y1,y2 € Y, pak y1 xy3 € Y]
(2) e€Y;
(3) jestlize y € Y, pak y~! € Y.

Potom Y je podgrupa grupy X.

Vlastnosti (1) se nékdy fikd uzavienost mnoziny vzhledem k operaci, vlastnosti (3)
uzavienost mnoziny vzhledem k inverzim.

Je-li Y podgrupa grupy (X, *, e, 1) a je-li ¥y ziZeni operace * na podmnozinu Y x Y,
pak (Y, *y,e, ~1) je grupa. Ztzeni operace na podmnozinu se obvykle znaci stejné jako
puvodni operace.

P¥iklad. (1) Kazda grupa (X, *,e, ') ma podgrupy X a {e}. Tyto podgrupy se na-
zyvajl trividlni podgrupy.

(2) Aditivni podgrupy (Z,+,0,—) C (Q,+,0,-) C (R,+,0,—) C (C,+,0,—).

(3) Multiplikativni podgrupy (Q*-,1,71) c (R*-,1,71) c (C*-, 1,7 1).

(4) Mnozina {—1,1} je podgrupa multiplikativni grupy R*

(5) Mnozina {z € C||z| =1} je podgrupa multiplikativni grupy C*

(6) Mnozina {(r,2x) € R? |z € R} je podgrupa grupy R? s operaci s¢itani.

(7) Mnoziny {(z,1) € R? |z € R} a {(z,y) € R? |2,y € R,22+y? < 1} nejsou podgrupy
grupy R? s operaci s¢itani. |

Tvrzeni 6.3.1. (1) Budte X grupa, Y podgrupa X a Z podgrupa Y. Pak Z je podgrupa
X.

(2) Budte X grupa a'Y, Z jeji podgrupy. Pak'Y N Z je podgrupa X.
Dikaz. Cviceni. 0

Cviceni. Pokud prinik prazdného systému podmnozin mnoziny X je mnozina X, po-
tom prinik libovolného systému podgrup grupy X je podgrupa grupy X. >

6.4. Podgrupy aditivni grupy Z

Najdeme vSechny podgrupy aditivni grupy Z = (Z,+, 0, —). Pro celé nezaporné ¢islo
m € Ny oznaCme

mZ ={mk|keZ}={...,—2m,—m,0,m,2m,...}.

Tvrzeni 6.4.1. MnoZiny mZ, m € Ny, jsou podgrupy aditivni grupy Z, a jin€ podgrupy
v 7, nejsou.

Dikaz. Bud m € Ny libovolné. Ukézeme, ze mZ je podgrupa. Pro libovolné mk, ml €
mZ plati mk+ml = m(k+1) € mZ, ¢imz je dokdzana uzavienost mnoziny mZ na séitani.
Mnozina mZ obsahuje neutralni prvek 0 grupy Z. Nakonec, pro libovolné mk € mZ plati
—(mk) = m(—k) € mZ, ¢imz je dokdzana uzavienost mnoziny mZ na inverzni (opacné)
prvky.

Ukéazeme, ze kazda podgrupa B C Z je rovna nékteré podgrupé mZ. Jelikoz B je
podgrupa, obsahuje neutralni prvek 0. Pokud B = {0}, pak B = 0Z (m = 0). Pfedpo-
klddejme, ze B # {0}, tedy existuje nenulové ¢islo b € B. Navic existuje kladné ¢islo
by € B, bud by = b, nebo by = —b (—b € B, protoze B je podgrupa). Ozna¢me m
nejmensi kladné cislo v B (v kazdé neprazdné mnoziné kladnych celych ¢isel existuje
nejmensi ¢islo).
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Dokéazeme, Ze toto ¢islo m je hledané ¢islo, pro néz B = mZ. Nejdirive ukazeme, Ze
mZ C B. Jiz vime, ze 0 € B a m € B. Matematickou indukci se snadno dokaze, ze
mk = m(k — 1) +m € B pro kazdé k € N. A potom i inverzni prvky —mk lezi v B,
a tim je ukazano, ze vSechny prvky mnoziny mZ lezi v B.

Zbyva dokazat, ze B C mZ. Bud b € B libovolné a predpokladejme, ze b ¢ mZ. Pak
existuji q,r € Z takova, ze

b=mg+r a 0<r<m.

Potom r = b — mq = b+ m(—q) je kladny prvek B, mensi nez m, coz je v rozporu
s definici prvku m. Proto b € mZ. O

6.5. Faktorové grupy

Definice 6.5.1. Relace na mnoziné X je podmnozina kartézského soucinu X x X.
Je-li p relace, misto (z,y) € p Casto piSeme z p y.

Definice 6.5.2. Relace p na mnoziné X je relace ekvivalence, jestlize je
(1) reflexivni, tj. x p x pro kazdé x € X,
(2) symetricka, tj. x py implikuje y p x,
(3) tranzitivni, tj. x py, y p z implikuje z p z.
Budte = relace ekvivalence na mnoziné X a x € X. Mnozina vSech prvki ekvivalent-
nich prvku z je tFida ekvivalence pfislusna x a oznacujeme ji [z]= nebo jen [z], je-li
ziejmé, o jakou relaci ekvivalence se jedna, tedy

[z]l=={y e X |z =y},

a mnozina vsech t¥id ekvivalence je faktorovd mnoZina a oznacujeme ji X= nebo jen X,
tedy

X_ = {[z]lz |z € X}.
Poznamenejme, 7e X je rozklad mnoziny X, li mnoziny [x] jsou neprazdné, po dvou
disjunktni a jejich sjednoceni je X.
Definice 6.5.3. Budte X mnozina s bindrni operaci * a = relace ekvivalence na mnoziné
X. Relace = je kongruence na X s %, jestlize plati implikace (podminka kompatibility)
jestlize 11 = w9 a Y1 = yo, pak T1 * y1 = To * 1o, (4)
nebo ekvivalentné zapsano
jestlize [x1] = [x2] a [y1] = [y2], pak [x1 % y1] = [z2 * yal.

Tvrzeni 6.5.1. Budte = kongruence na mnoziné s asociativni bindrni operaci a x,y
invertibilni proky. Pak plati implikace

jestlize x =y, pakz ' =y~ !

nebo ekvivalentné zapsdno

jestlize [x] = [y], pak [z = [y ).

Diikaz. Necht x = y. Jelikoz 2 ! =z tay =y !
neme r*xz l=yxz Ltedye=yxaxLay lxe=y"

, z podminky kompatibility dosta-
Yyxyxaoltedyy =2t O

Priklad. (1) Mg¢jme grupu (Z,+,0,—) a relaci = na Z danou pfedpisem: z = y pravé
tehdy, kdy? x, y jsou obé& suda nebo obé lich4, tedy Z = {[0], [1]}. Potom = je kongruence,
protoze soucet jakychkoliv sudych ¢isel je sudé cislo, soucet jakychkoliv lichych cisel je
sudé ¢islo a soucet jakéhokoliv sudého ¢isla a jakéhokoliv lichého ¢isla je liché éislo.
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(2) Méjme grupu (Z,+,0,—) a relaci = na Z danou piedpisem: x = y pravé tehdy,
kdyz x,y jsou obé zaporna nebo obé kladna nebo obé nulova, tedy Z = {[—1], [0], [1]}.
Potom = je relace ekvivalence, plati implikace

jestlize x =y, pak —x = —y,

ale existuji 1, x2, y1,y2 € Z takova, Ze x1 = T2 a y; = Yo, ale x1 + y1 # w2 + yo. Cili =
nesplituje podminku kompatibility a neni to tedy kongruence na Z. |

Méme-li kongruenci a t¥idy [z], [y], pak diky podmince kompatibility t¥ida [z * y] je

jednozna¢né urcena tifdami [z], [y], €ili nezévisi na konkrétnim vybéru jejich prvka z,y
(reprezentanti). Na mnoziné X tedy muzeme zavést binarni operaci * pfedpisem
[z]*[y] = [x * y]. (5)

Piiklad. Méjme grupu (Z, +,0,—) a kongruenci danou pfedpisem: x = y pravé tehdy,
kdy? x,y jsou ob& suda nebo obé liché, tedy Z = {[0], [1]}.

Na Z méme binarni operaci I definovanou predpisem (5 . tedy [z]+[y] = [z + y].
Takze

[0]+[0] = [0+ 0] = [2+ 6] = [8 + (—14)] = [0],
0]F+[1] = [0+ 1] = 2+ 7] = [(=6) + 11] = [1],
[J+[0] = [1 +0] = [7+ 6] = [17 + (=2)] = [1],
+[] =1 +1] =B +13] = [(=7) + 5] = [0]. u

Tvrzeni 6.5.2. Méjme kongruenci na mnoziné X s bindrni operact *. Bud % bindrni
operace na X definovand predpisem (@ Potom
(i) je-li x asociativni, pak % je asociativni;
(i1) je-li e neutrdlni prvek *, pak [e] je neutrdlni prvek %;
(iii) je-li =1 inverze k x vzhledem k x, pak [x71] je inverze k [x] vzhledem k %;
(iv) je-li * komutativni, pak % je komutationd.

Diikaz. (i) Jestlize  je asociativni, potom pro libovolné t¥idy [z], [y], [2] € X plati
[z ([yl¥[2]) = [2]¥ly * 2] =

takze * je asociativni. .
(ii) Jestlize e je neutrélni prvek oparace %, potom pro libovolnou t¥idu [z] € X plati
[z]%[e] = [z * €] = [x],
[e]¥[z] = [e* 2] = [x],
takze [e] je neutralni prvek operace *.
(iii) Jestlize ! je inverzni prvek k = vzhledem k *, pak
[2]# 271 = [z x 27 = [e],

-1

o™ 3 a] = [o 7" 2] = [e],

takze [z7!] je inverzni prvek k [x] vzhledem k operaci .
(iv) Z je ziejmé, Ze je-li x komutativni, pak i % je komutativni. O

Dausledek. Pro kaZdou (komutationi) grupu a kaZdou kongruenci na této grupé pri-
slusna faktorovd mmnoZina s operaci definovanou predpisem @ je (komutativni) grupa.
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Dikaz. Tvrzeni je jednoduchym dusledkem predchoziho Tvrzeni. O

Jelikoz kazdy prvek mmnoziny s asociativni operaci ma nejvyse jeden inverzni prvek,
viz Tvrzeni nebo Tvrzeni m, t¥ida [x71] je v takovém piipadé jednoznacné

uréena t¥idou [z], ¢ili nezévisi na konkrétnim vybéru jejiho prvku z, a proto je korektni

ji oznacovat [z]~L

Definice 6.5.4. Faktorova mnozina s operaci definovanou predpisem z predchoziho
Dusledku je faktorovd grupa.

Piiklad. Mé&jme grupu (Z,+,0, —) a kongruenci danou pfedpisem: x = y préavé tehdy,
kdyZ z,y jsou ob& suda nebo obé licha, tedy Z = {[0], [1]}.

Na Z méme asociativni binarni operaci F-: []+[y] = [x + y], neutrdlni prvek operace
+ je [0] a opa¢ny prvek —[z] k prvku [z] je [—z], ¢ili —[0] = [0], —[1] =[-1]=[1]. W

6.6. Zbytkové tiidy
Méjme aditivni grupu (Z,+,0,—) a bud m libovolné pfirozené (kladné celé) ¢islo.
Definujme relaci =, na Z ptfedpisem:
T =y, y pravé tehdy, kdyz x — y je celociselny nasobek ¢isla m

(¢ili m | (z — y) a existuje tedy k € Z takové, ze x —y = km a x = y + km).

Potom =,, je relace ekvivalence (cvifeni), pfislusné t¥idy ekvivalence [i]=,, se znaci
[i]m &
(2] ={-2+km|keZ}={...,-2—-2m,—2—m,—2,—-24+m, -2+ 2m,...},
(1] ={-1+km|keZ}={...,-1-2m,—1—m,—1,—14+m,—1+2m,...},

N ={1+km|kecZ}={...,1-2m,1 —m,1,14+m,1+2m,...},

]

]
0]y, ={km|keZ}={...,—2m,—m,0,m,2m, ...},

]
2lm={2+km|keZ}={..,2—-2m,2—m,2,24+m,2+2m,...},

[i|m ={i+km|keZ}={...,i—2m,i—m,i,i+m,i+2m,...},

Proi € {0,...,m—1} t¥ida ekvivalence [i],, obsahuje pravé ta cela ¢isla z, po jejichz ce-
lo¢iselném déleni ¢islem m ¢islo i je zbytek. TFidam [i],, kde ¢ € {0, ..., m—1}, se proto
tika zbytkové tridy. P1i déleni ¢islem m vSechny mozné zbytky jsou prave 0,1,...,m—1,
takze kazdé celé ¢islo lezi v pravé jedné ze zbytkovych t¥id [0, [1]m, - - -, [m — 1] PH-
slusné faktorovd mnozina Z—, se znadi Zn, tedy

Zon = {[0]ms [Lms - - [m — L}

Ovérime, zda =, je kongruence na Z, ¢ili podminku kompatibility . Predpoklé-
dejme, 7Ze [21]m = [T2]m a [Y1]m = [y2)m. To znamend, ze xo € [1]m a y2 € [Y1]m, C¢ili
r9 = x1 + km, y2 = y1 +Im pro vhodné k,l € Z. Potom x3 +ys = z1 + km+y; +1lm =
o1 +y1 + (k+0)m € [v1 + y1]m, a tedy [21 + y1]m = [22 + y2]m-

Na mnoziné Z,, tedy mame bindrni operaci + (znaci se obvykle stejné jako pivodni
operace) podle

[Z]m + Wlm = [ + y]m



64 Grupy

a prislusné faktorova grupa (Z,,+, [0]lm, —) je komutativni aditivni grupa zbytkovych
trid modulo m.

Na mnoziné Z uvazujme operaci -, ktera je asociativni a ma neutralni prvek 1. Ovéfime
podminku kompatibility pro operaci -.

Piedpokladejme, ze [z1]m = [x2]m a [y1]m = [y2]m- To znamend, ze xo = z1 + km,
y2 = y1 +Im pro vhodnd k,l € Z. Potom x2 - ys = (x1 + km) - (y1 +1Im) = 191 + (ky1 +
lzy + klm)m € [z1y1]m, a tedy [Z1y1]m = [T2y2]m.-

Na Z,, tedy mame i binarni operaci - podle (5))

[x]m ’ [y]m = [I’ : y]m'

Podle Tvrzeni 6.5.2 operace - na mnoziné Z,, je komutativni, asociativni a mé neut-
ralni prvek [1],,. Faktorova mnozina Z,, s operaci - a neutralnim prvkem [1],, je komuta-
tivani multiplikativni monoid zbytkovych tiid modulo m (monoid je mnozina s asociativni
bindrni operaci a neutrdlnim prvkem). Otézka existence inverzi vzhledem k operaci -
neni tak jednoducha jako v ptripadé operace +.

Tvrzeni 6.6.1. Prvek [z],, € Z,, md inverzi vzhledem k operaci - prdvé tehdy, kdyz x
a m jsou nesoudélnd, tedy jejich nejvétsi spolecny délitel D(xz,m) je 1.

Dikaz. Predpokladejme, Ze [y],, je inverze k [z],,, tedy [z]m - [y]m = [2Y]m = [1]m. Takze
xy + km = 1 pro vhodné k € Z a kazdy spole¢ny délitel ¢isel x a m je délitel i ¢isla 1.
Proto D(z,m) = 1.

Predpokladejme, ze D(x, m) = 1. Podle Bézoutovy véty existuji ¢isla y, k € Z takova,
ze D(x,m) = yx + km. V nasem piipadé 1 = xy + km, takze [1],, = [2Y]m = [@]m - [Y]m
a [Y]m je inverze k [x],. O

Priklad. Necht m = 5. Nasledujici tabulka naznacuje rozloZzeni mnoziny vsech celych
Cisel do péti tFid:

[0]s 5 0 5

[1]s 4 1 6

25 | - 3 2 7

3]s 2 3 8

4] 1 4 9
Aditivni grupa Zs resp. multiplikativni monoid Zs maji tabulky

+ |05 [1s [25 [3]5 [4]s - |0 (s 25 [3]s [4]s

(05 | [0]s [1]s [2ls [3]s [4]5 [0]5 | [0]5 [0]5 [0]s [0]s [0]s

(s | [1s [2]5 (3]s [4]5 [0]5 resp. (s [0 [s [2ls [8s [4s g

2]s | 25 35 [4]s [0]5 [1]5 2]s | [0]s (25 [4]s [1]5 [3]s

Bls | Bls [4]s [0]5 [1]s [2]s Bls | 05 [3]s [1]5 [4]s [2]s

[4]5 | [4]s [0]s [1]s [2]5 [3]s [4]5 | [0s [4]5 (3]s [2]5 [1]s




7. OKRUHY A POLE

Definice 7.0.1. Mnozina P se dvémi binarnimi operacemi + a - je okruh, jestlize
(1) + a - jsou asociativni a komutativni operace,
(2) + méa neutréalni prvek, znac¢ime ho 0,
(3) - mé neutralni prvek rizny od 0, zna¢ime ho 1,
(4) ke kazdému prvku z existuje inverzni prvek vzhledem k operaci +,
(5) pro libovolné z,y,z€ Pplatiz- (y+2)=x-y+z - 2.
Pokud navic
(6) ke kazdému prvku = # 0 existuje inverzni prvek vzhledem k operaci -,
mnozina P s operacemi + a - je pole.
Inverzni prvek k x vzhledem k operaci + se nazyva opacny k x a znaci se —x. Inverzni
prvek k = vzhledem k operaci - se znaci 2~
Podminka (5) v predchozi definici je distributivni zdkon.
Piiklad. (1) Mnoziny Q, R, C s operacemi séitani a nasobeni jsou pole.
2
3

MnoZina Z s operacemi s¢itani a nasobeni je okruh, ale neni pole.
Mnozina Nj s operacemi s¢itani a nasobeni neni okruh.

Mnozina P[x] s operacemi s¢itani a nasobeni polynomu je okruh, ale neni pole.

~~ N A/~ A/~
~— — — ~— ~—

5) Mnozina M, (P) s operacemi s¢itdni a nadsobeni matic neni okruh.
6) Necht P = {0,1} a bindrni operace + a - na P jsou takové, ze
+ 10 1
010 1 a 00 O
111 0 110 1
Neutralni prvek operace + je 0 a inverzni (opa¢né) prvky jsou —0 = 0 a —1 = 1.

Neutralni prvek operace - je 1 a inverzni prvek k 1 je 1 (17! = 1), inverzni prvek k 0
neexistuje. Mnozina {0, 1} s témito operacemi je pole.

(7) Necht P ={0,1,2,3} a binarni operace + a - na P jsou takové, ze

+]0 1 2 3 |0 1 2 3
0/0 1 2 3 0j0 0 0 O
111 2 30 a 110 1 2 3
212 3 01 210 2 0 2
313 0 1 2 310 3 21
Potom neutralni prvek operace + je 0, neutralni prvek operace - je 1 a
—-0=0 0~! neexistuje
-1=3 171=1
—2=2 & 27! neexistuje
-3=1 371=3
Mnozina {0,1,2,3} s témito operacemi je okruh, ale neni pole. |

Tvrzeni 7.0.1. Bud P okruh. Pak pro libovolné prvky z,y,z € P plati
(i) z-0=0;
(i) x - (=1) = —x;
(i) v- (y—2)=z-y—x- 2.
Diikaz. (i) Plati
z-0=x-(0+0)=
=z-0+x-0
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a po pficteni —(z - 0) k obéma strandm rovnosti dostaneme 0 = z - 0.
(ii) Plati

0=z-0=2-(14+(-1)=z-14+z-(-1)=

=z+x-(-1)
a po pri¢teni —z k obéma strandm rovnosti dostaneme —z = x - (—1).
(iii) Cviceni. O

,

Cviceni. Dokazte, ze v kazdém okruhu plati:

1 =1 (=1)=1,

2) (—2)-y=a-(-y)=—(z-y). >
Tvrzeni 7.0.2. Bud P pole a budte x,y,z € P.

(1) x -y =0 prdvé tehdy, kdyz x = 0 nebo y = 0.
(2) Jestlizex-y=x-z ax#0, paky = z.

Dikaz. (1) Jestlize x = 0 nebo y = 0, pak podle Tvrzeni i) také z -y = 0.
Necht x - y = 0. Pfedpoklddejme, Ze jeden z prvku x,y je nenulovy, naptiklad = # 0.
Potom s vyuzitim Tvrzeni[7.0.1[i) dostaneme
y:ly:(x_lx)y:x_l(J;y):l‘_lo:o

(2)

Ty = 2xZ2 k obéma strandm pricteme — xz
xy—xz=0 pouzijeme (iii) z pfedchoziho tvrzeni
x(y—2)=0 pouzijeme prvni ¢ast tvrzeni a x # 0
y—2z2=0 k obéma stranam pficteme z
y=z =

Priklad. (1) V piikladu (7)) méme okruh, v némz 2-2=0a 2-1 = 2- 3. To ukazuje,
ze predchozi tvrzeni neplati pro okruhy.
(2) Pro okruh P[z] ale pfedchozi tvrzeni plati, viz kapitolu o polynomech. |

Obdobné jako v kapitole [6| P* oznac¢uje mnozinu P\ {0}.

Je-li P okruh, pak P s operaci + je komutativni grupa. Pro pole madme navic nasle-
dujici tvrzeni.

Tvrzeni 7.0.3. Je-li P pole, pak P* s operaci - je komutativni grupa.

Diikaz. Budte z,y € P* tedy © # 0 a y # 0. Podle Tvrzeni [7.0.2(1) z -y # 0, tedy
x -y € P* amnozina P* je uzaviena vzhledem k operaci -. Zbytek tvrzeni plyne z toho,
7e operace - je asociativni a komutativni, 1 € P* je neutralni prvek, kazdy nenulovy
prvek je invertibilni a prislusné inverze jsou nenulové. U

Tvrzeni 7.0.4. Mnozina Z., zbytkovich trid je pole pravé tehdy, kdyz m je prvocislo.

Drikaz. Cislo 1 neni prvoéislo a Z1 neni pole (cvi¢eni). Bud m > 1. Podle kapitola
Zy, spliiuje podminky (1)—(4) z definice okruhu a pole. Ovéreni, ze plati distributivni
zédkon (5), ponechame jako cviceni. Zbyva ukazat, ze ke kazdému prvku [z}, # [0]n
existuje inverzni prvek vzhledem k operaci - pravé tehdy, kdyz m je prvocdislo.

Predpokladejme, ze ke kazdému prvku [z],, # [0],, existuje inverze. Podle Tvr-
zeni kazdé takové x je nesoudélné s m, tedy m je prvocislo.

Na druhou stranu, je-li m prvoéislo, pak kazdé = € Z takové, ze (x|, # [0]m, je
nesoudélné s m. Opét podle Tvrzeni [6.6.1] [z],, ma inverzi.

Jiny dikaz tohoto tvrzeni lze nalézt v [Marvan) 3. Pole]. O
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Takze, naptiklad, Z4 neni pole. Ctyiprvkové pole ale existuje.

Priklad. Necht X = {0,1,a,b} a bindrni operace + a - na X jsou takové, ze

+]0 1 a b [0 1 ab
0]/]0 1 a b 0(0 0 0 O
1/1 0 b a a 110 1 a b
ala b 0 1 al0 a b 1
b|b a 1 0 b|0O b 1 a
Mnozina X s témito operacemi + a - je pole. |

Poznamka. Pro libovolné pfirozené ¢islo n existuje n-prvkové pole pravé tehdy, kdyz
n je mocnina prvodisla, ¢ili n = p¥, kde p je prvodislo a k je p¥irozené é&islo.

Stejné jako méame podgrupy grup (a podstruktury dalsich algebraickych struktur),
existuji podokruhy okruhti a podpole poli. Zminime jen podpole.

Definice 7.0.2. Bud P pole. Bud @ C P podmnozina takova, ze

(1) 0,1 € @;
(2) je-liz,y € Q,pak z +y € Qaxyc Q;
(3) je-li z € Q, pak —x € Q;
(4) je-lliz € Q, 2 #0, pak 271 € Q.
Potom @ je podpole pole P.
Aby podmnozina pole byla podpole, musi obsahovat neutralni prvky obou binarnich

operaci, musi byt uzaviena vzhledem k obéma bindrnim operacim a musi byt uzaviena
vzhledem k inverzim vzhledem k obéma bindrnim operacim.

Kazdé podpole je pole.
Priklad. (1) Pole Q je podpole poli R a C. Pole R je podpole pole C.
(2) Z neni podpole pole Q, nebot neobsahuje inverzi k 2 vzhledem k operaci -.

(3) Mnozina {0, 1} neni podpole pole Q (a samoziejmé ani R a C), protoze 1+1 =2 ¢
{0,1}. Ackoliv, jak uz vime, na mnoziné {0, 1} lze definovat operace s¢itani a nasobeni
tak, ze to je pole. |

Definice 7.0.3. Podpole pole C je ciselné pole.
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8. USPORADANI A SVAZY

8.1. Usporadané mnoziny

Definice 8.1.1. Relace p na mnoziné X je uspordddni, jestlize je
(1) reflexivni, tj. x p x pro kazdé x € X,
(2) antisymetricka, tj. z py, y p x implikuje = = y,
(3) tranzitivni, tj. x py, y p z implikuje z p z.

Potom dvojice (X, p) je usporddand mnoZina.

Piiklad. (1) Pro libovolnou mnozinu X relace = je uspofadani.

(2) (N,<), (Z,<) (R, <), kde < je obvyklé usporadani podle velikosti, jsou usporadané
mnoziny.

(3) Budte X mnozina a P(X) mnozina v8ech podmnozin mnoziny X. Inkluze C je
uspotradani na P(X).

(4) Relace | (déli) na mnoziné N (tj. = | y pravé tehdy, kdyz existuje n € N takové,
Ze x -n = y) je usporadani, nazyva se relace délitelnosti. Je ziejmé, ze tato relace je
reflexivni a tranzitivni.

Ukazeme, Ze | je i antisymetrickd relace. Pfedpoklddejme, ze = | y a y | z, tedy
existuji m,n € N takova, ze xm = y a yn = x. Potom xmn = x a jelikoz x # 0, mn = 1.
V ptirozenych cislech to lze jediné tak, ze m=1lan=1 Tedyx =2 -1 =y.

Upozorneme, Ze obdobné definovana relace délitelnosti na Z neni antisymetricka,
protoze 1 # —1, pfestoze 1 | —1 a —1 | 1 (rovnice mn = 1 ma v celych ¢islech dalsi
feSeni m = —1 an = —1). [ |

Bud p uspofddani na mnoziné X. Inverzni (opac¢na) relace p~! (tj. relace definované
piedpisem ,x p~!y pravé tehdy, kdyz y p 2“) je také usporadani. Nazyva se dudini
uspordddni. Mame-1i uspofadani <, potom dualni usporddani <~! se oznacuje symbolem
>. Podobné je to se symboly C atp.

Definice 8.1.2. Bud (X, <) uspofddand mnozina, Y C X. Relace <y na mnoziné Y
zadand predpisem x <y y < x < y je usporadani na mnoziné Y. Nazyva se indukované
uspordddni a znaci se rovnéz <.

Definice 8.1.3. Prvky z,y uspofddané mnoziny jsou srovnatelné, plati-li x < y nebo
y < z. Usporddand mnozina je retézec, jsou-li kazdé dva jeji prvky srovnatelné.

Priklad. (R, <), (Z,<) (N, <) jsou fetézce. [ |

Bud < uspofddéni na X. Oznaéme x < y, jestlize x < y a zéaroven x # y. Dale
zavedme oznaceni x <y, jestlize x < y a neexistuje z € X takové, ze x < z, z < y. Je-li
x <y, pak fikame, ze = je bezprostrednim predchudcem y, nebo y pokryvd x.

Priklad. (1) V mnoziné N s pfirozenym uspofadanim podle velikosti plati 1 < 2 a 1<2,
1 < 3, ale neplati 1 < 3.

(2) V mnoziné N s relaci délitelnosti 6 pokryva 3.

(3) V mnoziné Q vSech racionalnich ¢isel s pfirozenym usporfddénim podle velikosti
neplati z <y pro zadnou dvojici z,y € Q. Pro libovolné z,y € Q takové, ze x < y, plati
z=3(r+y)€EQar<zz<y. [ |

Kone¢nou uspofddanou mnozinu (X, <) mizeme znazornit diagramem. Prvky mno-
ziny X znazornime jako body v roviné. Prvky x,y spliujici x <y vyznacime tak, ze x
lezi niZe nez y a spojime je useckou.
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7 diagramu pak muzeme urc¢it usporadani mnoziny X: x < y praveé tehdy, kdyz x lezi
nize nez y a existuje zdola nahoru smérujici koneéna posloupnost na sebe navazujicich
asecek z bodu = do bodu y.

Priklad. V uspofddané mnoziné Y = {a,b,c,d} s diagra- a b
mem vpravo plati: \ /

e ddc,c<a, cdb, c

e d < a, ale nikoliv d < a, |

e prvky a, b nejsou srovnatelné. d L

Definice 8.1.4. Bud (X, <) uspofddand mnozina. Prvek z € X je
nejmendst, je-li x <y pro kazdé y € X

nejuétsi, je-li x > y pro kazdé y € X;

minimadlni, neexistuje-li y € X takové, ze y < x;
mazimdlni, neexistuje-li y € X takové, ze x < y.

Priklad. V uspofddané mnoziné Y z predchoziho pfikladu plati:
e d je nejmensi prvek a zaroven jediny minimalni prvek,
e a.b jsou maximalni prvky, ale nejvétsi prvek neexistuje. |
Definice 8.1.5. Bud (X, <) uspofadand mnozina, ¥ C X. Prvek z € X je
e dolni zdvora mnoziny Y, je-li z < y pro kazdé y € Y,
e horni zdvora mnoziny Y, je-li y < x pro kazdé y € Y,
e infimum mnoziny Y, je-li x nejvétsi prvek mnoziny vsech dolnich zavor mnoziny
Y; pisSeme z = inf Y,
e supremum mnoziny Y, je-li  nejmensi prvek mnoziny vSech hornich zédvor mno-
ziny Y; pisSeme x = supY.
Priklad. V uspofddané mnoziné Y z predchoziho pfikladu plati:
e podmnozina {a, b} mé dolni zavory ¢, d, z nich nejvétsi je ¢, a proto inf{a, b} = ¢,
e podmnozina a, b nema zadnou horni zavoru, a proto sup{a, b} neexistuje (mno-
zina hornich zavor je prazdnd, a proto nema nejvétsi prvek). |
Cviceni. (1) Kazd4d podmnozina mé nejvySe jedno supremum a nejvyse jedno infi-
mum.
(2) Jestlize x < y, pak inf{z,y} =z a sup{z,y} = y.
(3) Jestlize inf{z,y} = z, pak = < y.
(4) Jestlize sup{z,y} =y, pak x < y. >
Cviéeni. Bud X uspofddand mnozina. Supremum prazdné mnoziny je nejmensi prvek
mnoziny X (pokud existuje) a infimum préazdné mnoziny je nejvétsi prvek mnoziny X
(pokud existuje). >

8.2. Svazy

Definice 8.2.1. Bud X uspofddana mnozina. Necht pro kazdé z,y € X existuji infimum
inf{z,y} a supremum sup{z,y}. Pak X je svazové usporidand mnoZina.

Priklad. (1) Pro libovolnou mnozinu X je (P(X),C) svazové usporddand mnoZina,
pfi¢emz pro libovolné YV, Z € P(X) inf{Y,Z} =Y NZ asup{¥,Z} =Y U Z.

(2) (N,]|) je svazové usporddand mnoZina, pficemz inf{x, y} je nejvétsi spoleény délitel
Cisel x,y, sup{x, y} je nejmensi spoleény nasobek ¢isel z, y.
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(3) Kazdy fetézec je svazové usporddand mnozina, pficemz inf{z,y} = min{z,y} je
mensi z prvki x,y, sup{z, y} = max{x,y} je vétsi z prvki z,y. |

Jelikoz ve svazové usporadané mnoziné X pro kazdé x,y existuji inf{x a sup{x
) ) 7
a jsou jednozna¢né urcena, muzeme na X definovat binarni operace A a V:

x Ay:=inf{z,y}, xVy:=sup{zx,y}.

Tvrzeni 8.2.1. Bud X svazové usporddand mnoZina. Pro libovolnd x,y,z € X plati

rNr =z, rVr=ux,
rNy=yAux, rVy=yVezx, (6)
cANyNz)=(xAy)ANz, xV(yVz)=(@Vy)Vz,
zAN(yVe)=ur, zV(yAz) ==z
Diikaz. Cviceni.
Asociativita V: Navod: Ukazte, ze x V (y V z) = sup{z,y,z} = (x Vy) V z. O
Cviceni. Dokazte, 7e ©1 V x2 V -+ V &, = sup{z1, T2, ...,x,}. (Vlevo nezélezi na uza-
vorkovani). >

Definice 8.2.2. Mnozina X (bez jakéhokoliv uvazovaného uspotfadani) se dvéma bi-
narnimi operacemi A a V s vlastnostmi @ se nazyva svaz. Binarni operace A se nazyva
prusek, bindrni operace V se nazyva spojeni.

Podle predchézejiciho tvrzeni tedy kazda svazoveé usporadana mnozina je svaz. Podle
nasledujiciho cviceni plati vsak i obracené, ze kazdy svaz je svazové usporadana mnozina.

Cviceni. (1) Bud (X, A, V) svaz.
(a) Polozme x <, y pravé tehdy, kdyz x A y = x. Pak <, je usporddani na X.
(b) Polozme x <\ y pravé tehdy, kdyz = V y = y. Pak <, je usporadani na X.
(c) Uspofadani <, je shodné s usporadanim <y a je svazové, pficem?z
inf{z,y} =2 Ay, sup{z,y}=xVy.
(2) Bud (X, A,V) svaz. Ukazte, ze (X,V,A) je také svaz (identity (6) definujici svaz

jsou symetrické vzhledem k vzajemné zaméné A a V). Nazyva se dudlni svaz a znadi se
X* Ovétte, ze dualni svaz mé dualni usporadéani. >

Budeme pouzivat termin svaz i pro svazové usporadané mnoziny. Svazy budeme chéa-
pat i jako algebraické struktury i jako usporddané mnoziny soucasné. Usporadani totiz
jednoznacné urcuje algebraickou strukturu a algebraickd struktura zase jednoznacéné
urcuje uspotradani.

Tvrzeni 8.2.2. Bud X svaz. Pro kazdé x,a,b € X plati
(i) jestlize a < b, pak a ANz < bAx;
(i) jestlize a <b, pakaVxr <bVx;
(iii) jestlize v < a, x < b, pak x < a A b;
(iv) jestlize x > a, x > b, pak x> a V b.

Diikaz. (i) Necht a < b, pak a Ab = a, nacez (a ANx) AN(bAx) =aANbAx =aAx;odtud
tvrzeni. (ii) Cviceni. (iii) a (iv) plynou ihned z definice infima a suprema (cvi¢eni). O

Obsahuje-li podmnozina svazu vSechna infima a suprema vsech dvojic svych prvki,
je to také svaz.

Definice 8.2.3. Podsvaz svazu (X, A, V) je podmnozina Y C X takovd, ze pro kazdé
zyeYplatizAyeY axVyey.



72 Usporadéani a svazy

Priklad. Svaz X a jeho podsvazy Y a Z:

X o Y ) Z o
SN s \
O/ \O/ O/ \O O

N NN

o

|
Cviceni. (1) Kazda podmnozina Fetézce je podsvaz.
(2) Kazda podmnozina svazu, kterd je fetézcem, je podsvaz. >

Podmnozina svazu mtze byt svazem vzhledem k indukovanému usporadéni, aniz by
byla podsvazem.

Priklad. Svaz X a jeho podmnozina Y, kterd je svazem, ale neni podsvazem.

X o Y zVy y
TVxy
N
T Y x Yy
NN
o o
Supremum x Vy y v Y je rtizné od suprema z Vx y v X. |

8.3. Uplné svazy

Definice 8.3.1. Svaz je uplny, ma-li kazda jeho podmnozina supremum i infimum.

Piiklad. (1) Kazdy koneény svaz je Gplny a plati inf{z1, za, ..., 2} = z1AZ2A. . Ay,
sup{x1,x2,...,ent =x1 VT2 V...V Iy
(2) Svaz (P(M),C) je uplny. Infima jsou pruniky, suprema jsou sjednoceni.

(3) Svaz (N, <) neni tuplny. Schéazi naptiklad supremum celé mnoziny N. [ |

Kazdy Uplny svaz méa nejvétsi prvek, je to jeho supremum, i nejmensi prvek, je to
jeho infimum.

Tvrzeni 8.3.1. Bud X uspofddand mnoZzina, jejiz kazdd podmnoZina md infimum. Pak
X je uplny svaz.

Dikaz. Staci ukazat, ze kazdd podmnozina méa supremum. Bud Y C X. Oznacme Z
mnozinu vSech hornich zavor mnozZiny Y a polozme s = inf Z. DokaZme, %e s = sup Y.
Kazdy prvek mnoziny Z je horni zavora mnoziny Y, takze kazdy prvek mnoziny Y
je dolni zavora mnoziny Z. Jelikoz s je nejvétsi dolni zévora mnoziny Z, tak y < s pro
kazdé y € Y, ¢ili s je zaroven horni zdvora mnoziny Y. A kdyZ s € Z a soucasné s je
(nejvétsi) dolni zévora mnoziny Z, je to nejmensi prvek mnoziny Z, ¢ili nejmensi horni
zavora mnoziny Y. O
Piiklad. Piedpoklad, ze kazdé (i prézdnd) podmnozina mnoziny X m4 infimum, zna-
mend, ze X ma nejvétsi prvek. Napiiklad (N, <) neni uplny svaz, prestoze kazda ne-
prazdnd podmnozina mé infimum. |
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Priklad. Bud G grupa. Ozna¢me P(G) mnozinu vech podgrup grupy G. Pak (P(G), Q)
je uplny svaz.

Bud {A /| € I} C P(G), tedy néjaky systém podgrup grupy G. Potom (),.; 4, je
také podgrupa (cviceni), kterd je zaroven inf{A, | € I} (cviceni). Podle pfedchoziho
tvrzeni je (P(G),C) Gplny svaz. Proto existuje i sup{A4, |t € I} a je to prunik vSech
podgrup, které obsahuji vSechny podgrupy A,.

Priklad je zformulovan pro grupy, ale jeho analogie plati i pro jiné algebraické struk-
tury. |

Cviceni. Ozna¢me F(X) mnozinu vSech relaci ekvivalence na mnoziné X. Protoze
E(X) C P(X x X), vznikd na E(X) indukované uspofadani. Dokazte, ze E(X) je
aplny svaz. >
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9. HOMOMORFISMY

9.1. Homomorfismy a izomorfismy grup
9.1.1. Homomorfismy grup

Definice 9.1.1. Budte (X, *,ex, 1), (Y, o,ey, ') grupy. Zobrazeni f: X — Y je
homomorfismus grup, jestlize
(i) pro kazdé =1,z € X plati f(z1 * z2) = f(x1) © f(z2),
(i) f(ex) = ey,
(iii) pro kazdé z € X plati f(z71) = (f(=z))~~

Znacéise f: (X, xex, ) — (Y, o,ey, 1.
Priklad. (1) f2: (Z, +,0,—) — (Z, +,0,—), n — 2n, je homomorfismus grup.

(2) Bud X grupa, X faktorové grupa. Potom zobrazeni X — X, x — [z] (faktorova
projekce) je homomorfismus grup.

(3) Budte X ={0,1,2,3} aY ={0,1} s bindrnimi operacemi + takovymi, ze

+]/0 1 2 3
0[0 123 +]0 1
11 230 a 00 1
202 301 1|10
31301 2

Potom mnoziny X a Y s témito operacemi jsou grupy. Zobrazeni X —Y,0— 0,1+ 1,
2+ 0, 3 — 1, je homomorfismus téchto grup. |

Tvrzeni 9.1.1. Budte (X, *,ex, 1), (Y, o,ey, 1) grupy. Bud f: X — Y zobrazeni
takové, Ze pro kazdé x1,x9 € X plati f(z1xx2) = f(x1)o f(x2). Pak f je homomorfismus
grup (X7 *76X771) - (Y7 O, €Y771)'

Diikaz. Podminka (i) z definice homomorfismu grup je podle pfedpokladu splnéna.
Ukazme, Ze f(ex) = ey.

flex) = flex)oey =
= flex)o flex) o (fex)) ™ =
= flex xex) o (flex)) ™ =
= flex) o (flex)) ™ =
=ey.

Ukazme, ze f(x™1) = (f(z))~! pro kazdé = € X.
fl@™o f(x) = fla™ xa) = flex) = ey,
fl@)o fz™) = flaxa™) = flex) = ey.
Takze f(x~1) je inverze k f(x). O

Cviceni. Bud f: X — Y homomorfismus grup. Ozna¢me
Im f = {f(z) |z € X}.
Pak Im f je podgrupa v Y. >

Tvrzeni 9.1.2. Budte f: X - Y a g: Y — Z homomorfismy grup. Pak jejich sloZeni
go f: X — Z je homomorfismus grup.
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Diikaz. Budte (X, *,ex, 1), (Y, o,ey, 1), (Z, -,ez, ') grupy. Pro kazdé 1,20 € X
plati
(go f)(z1xx2) = g(f(21 x22)) =
(f(z1) 0 f(x2)) =
= g(f(z1)) - g(f(z2)) =
= (go f)(x1) - (g0 f)(z2).

Zbytek vyplyva z predchoziho tvrzeni. O

g
g

9.1.2. Izomorfismy grup

Definice 9.1.2. Izomorfismus grup je homomorfismus grup, ktery je bijektivni.

Tvrzeni 9.1.3. Bud f: X — Y izomorfismus grup. Pak f~':Y — X je izomorfismus
grup.

Diikaz. Budte (X, *,ex, 1), (Y, o,ey, 1) grupy. Inverzni zobrazeni je bijektivni. Pro
libovolné 41, y2 € Y oznac¢me x1 = f~1(y1) a w3 = f~1(y2). Takze f(x1) =1 a f(x2) =
y2. Potom
F o) = [TH(f (1) o fza)) = fH(f(m1 x 22)) = w1 v 20 =
= M) * 7 (%2)-
Zbytek vyplyva z Tvrzeni O

Priklad. (1) Kazdé identita je izomorfismus.
(2) Ozna¢me R, mnozinu viech kladnych realnych é&sel. Pak (Ry,-, 1,7 1) je grupa
(cviceni). Zobrazeni exp: (R, +,0,—) — (R4, -,1,71), 2 — e je homomorfismus grup,
protoze pro libovolné z,y € R plati exp(z + y) = e*¥ = e%e¥ = (expx) - (expy). Tento
homomorfismus je bijektivni, tedy i izomorfismus.

Inverzni izomorfismus je logaritmus

In: (Ry, -, 1,71 = (R, +,0,-). ]
Definice 9.1.3. Dvé grupy X, Y jsou izomorfni, jestlize existuje izomorfismus X — Y.
Zapisujeme X =Y.

Tvrzeni 9.1.4. Pro libovolné grupy X,Y, Z plati
(i) X = X (reflexivita),
(ii) jestlize X 2Y, pak'Y = X (symetrie),
(iii) jestlize X 2Y aY = Z, pak X = Z (tranzitivita).

Dukaz. Cviceni. O

P¥iklad. (R, +,0,—) = (R, -,1,7!). Pro libovolné a € R, ,a # 1, zobrazeni R — R,
x + a® je izomorfismus (R, +,0,—) = (R4, -, 1,71). Ovéite. |
Cviceni. Bud h: X — Y homomorfismus grup.
(1) Ukazte, ze relace ~ zadand pfedpisem
Tl ~ Ty = h(wl) = h(l’g)

je kongruence na grupé X.
(2) Ukazte, ze faktorova grupa X podle kongruence ~ je izomorfni podgrupé Im h.
Névod: X — Imh, [z] — h(z). >
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9.2. Homomorfismy a izomorfismy poli

Definice 9.2.1. Budte P, Q pole. Zobrazeni f: P — Q) je homomorfismus poli, jestlize
(i) pro kaidé p1,p2 € P plati f(p1 +p2) = f(p1) + f(p2),

(i) f(0) =
(i 11; pro kazde p € P plati f(—p) = —f(p),
) f

((W pEO)kaZde p1,p2 € P plati f(p1 - p2) f(p1) - f(p2),

(vi) pro kazdé p € P, p # 0, plati f(p") = (f(p)) "

Definice 9.2.2. Je-li homomorfismus poli navic bijektivni, je to izomorfismus poli. Pole,
mezi nimiZ existuje izomorfismus, jsou izomorfni.

Priklad. Dvouprvkové pole {0,1} je izomorfni s polem Zy. Izomorfismem je zobrazeni
00— [0]2, 11— [1]2 [ |

9.3. Izotonni zobrazeni, homomorfismy a izomorfismy svaza

9.3.1. Izotonni zobrazeni a izomorfismy uspofadanych mnozZin

Definice 9.3.1. Budte (X, <), (Y, <) uspofddané mnoziny. Zobrazeni f: X — Y je
izotonnt, jestlize plati implikace
z<y= f(z) < fy)

Je-li zobrazeni f bijektivni a f i f~! jsou izotonni, pak f je izomorfismus usporddangjch
mnozin a usporddané mnoziny (X, <), (Y, <) jsou izomorfni.
Piiklad. Identické zobrazeni id: (N,|) — (N, <) je izotonni. Skutecéné, jestlize a | b,
pak b = na pro néjaké n € N, ale n > 1, a proto b = na > a.

Inverzni zobrazeni id: (N, <) — (N, |) neni izotonni, protoze neplati implikace z <

y = x|y (napriklad 2 < 3, ale 21 3). |
Priklad. Budte X =Y = {0,1} s uspofadanimi a zobrazenim f podle obrazku:
1 1
X f Y

Tedy f: X — Y je identické zobrazeni. Pak f je izotonni bijekce, jejiz inverze f~! neni
izotonni. |

Cviceni. SloZeni izotonnich zobrazeni je izotonni zobrazeni. >

9.3.2. Homomorfismy a izomorfismy svazu
Budte (X,A,V), (Y,A,V) svazy. Zobrazeni f: X — Y je homomorfismus svazi,
jestlize pro kazdé z1,z9 € X
flxr Naz) = fa1) A flz2)
flarvaz) = flz1) V f(z2).
Tvrzeni 9.3.1. KaZdy homomorfismus svazi je izotonni zobrazend.

Dikaz. Budte (X, A, V), (Y, A, V) svazy, f: X — Y homomorfismus a z1, 22 € X takové,
7ze x1 < x9, tedy 1 A g = x1. Potom f(x1) A f(z2) = f(z1 A z2) = f(x1), tedy
f(@1) < fla2). O

Izotonni zobrazeni svazl vsak nemusi byt homomorfismus svazu:
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Priklad. Bud f zobrazeni podle obrazku:
zVy o

X z Y o Y
TNy o
(0]

Pak f je izotonni zobrazeni svazi, ale neni homomorfismus svazi, protoze

f@)V fly) = fly) # fxVy). u

Definice 9.3.2. Izomorfismus svaziu je homomorfismus svazi, ktery je bijektivni.

Cviceni. Bud [ zobrazeni svazi. Dokazte, Ze nésledujici vyroky jsou ekvivalentni:

(1) f je izomorfismus usporadanych mnozin;
(2) f je izomorfismus svazu. >
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