
9. p¯ednáπka, 22. 11. 2022

6. Grupy

6.1. Binární operace

Definice 6.1.1. Binární operace na mnoæinÏ X je libovolné zobrazení X ⇥X ! X.

Jedná se tedy o zobrazení, které libovolné dvojici (x, y) prvk˘ z X p¯i¯azuje nÏjak˝
jednoznaËnÏ urËen˝ prvek zX. Binární operace se Ëasto oznaËují symboly ⇤,+, ·, � a hod-
nota takového zobrazení oznaËeného nap¯íklad ⇤ v bodÏ (x, y) se oznaËuje x ⇤ y (místo
⇤(x, y)).

P¯íklad. (1) BuÔ N0 = {0, 1, 2, . . .}mnoæina vπech cel˝ch nezáporn˝ch Ëísel. Zobrazení
+: N0 ⇥ N0 ! N0, které uspo¯ádané dvojici (x, y) 2 N0 ⇥ N0 cel˝ch nezáporn˝ch Ëísel
p¯i¯adí jejich souËet x+ y 2 N0, je binární operace na N0.
(2) SouËet a souËin na mnoæinách N0,Z,Q,R,C.
(3) Na mnoæinÏ R2 vπech uspo¯ádan˝ch dvojic reáln˝ch Ëísel binární operace sËítání:

(x1, x2) + (y1, y2) = (x1 + y1, x2 + y2).

(4) Na koneËné mnoæinÏ lze zadat binární operaci tabulkou. Nap¯íklad nechª X =
{0, 1, 2} a binární operace + na X je zadána takto

+ 0 1 2
0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 1

tedy nap¯íklad 1 + 2 = 0.

(5) MnoæinaMm⇥n(P ) matic stejného typu s operací sËítání matic.
(6) MnoæinaMn(P ) Ëtvercov˝ch matic stejného typu s operací násobení matic.
(7) Mnoæina P [x] vπech polynom˘ s operací sËítání nebo násobení polynom˘.

(8) Mnoæina XX vπech zobrazení X ! X s operací � skládání zobrazení.
(9) BuÔ X mnoæina. OznaËme P (X) mnoæinu vπech podmnoæin mnoæiny X. Sjedno-
cení, pr˘nik a symetrick˝ rozdíl mnoæin jsou binární operace na mnoæinÏ P (X). ⌅
Definice 6.1.2. Binární operace ⇤ na mnoæinÏ X je asociativní, jestliæe pro kaædé
x, y, z 2 X platí

x ⇤ (y ⇤ z) = (x ⇤ y) ⇤ z.

M˘æeme tedy psát bez závorek x ⇤ y ⇤ z.

Definice 6.1.3. Binární operace ⇤ na mnoæinÏ X je komutativní, jestliæe pro kaædé
x, y 2 X platí

x ⇤ y = y ⇤ x.

P¯íklad. (1) SËítání i násobení na mnoæinách N0,Z,Q,R,C jsou asociativní i komu-
tativní.
(2) SËítání na mnoæinÏ R2 je asociativní i komutativní.
(3) SËítání matic na mnoæinÏMm⇥n(P ) je asociativní i komutativní.
(4) Násobení matic na mnoæinÏMn(P ) je asociativní, ale není komutativní.
(5) SËítání i násobení polynom˘ na mnoæinÏ P [x] jsou asociativní i komutativní.
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(6) Skládání zobrazení na mnoæinÏXX je asociativní. Komutativní je právÏ tehdy, kdyæ
X je jednoprvková mnoæina (cviËení).
(7) Sjednocení, pr˘nik a symetrick˝ rozdíl mnoæin na mnoæinÏ P (X) jsou asociativní
i komutativní. ⌅
Definice 6.1.4. BuÔ ⇤ binární operace na mnoæinÏ X. Prvek e 2 X je neutrální prvek
operace ⇤, jestliæe pro kaæd˝ prvek x 2 X platí

x ⇤ e = x = e ⇤ x.

Tvrzení 6.1.1. Kaædá binární operace má nejv˝πe jeden neutrální prvek.

D˘kaz. Jsou-li e1, e2 neutrální prvky operace ⇤, pak e2 = e1 ⇤ e2 = e1. ⇤
P¯íklad. (1) Neutrální prvek operace sËítání na mnoæinách N0,Z,Q,R,C je 0.
(2) Neutrální prvek operace násobení na mnoæinách N0,Z,Q,R,C je 1.
(3) Neutrální prvek operace sËítání na mnoæinÏ R2 je (0, 0).
(4) Neutrální prvek operace sËítání matic na mnoæinÏMm⇥n(P ) je nulová matice p¯í-
sluπného typu, tedy 0m⇥n.
(5) Neutrální prvek operace násobení matic na mnoæinÏMn(P ) je jednotková matice
p¯ísluπného typu, tedy En.
(6) Neutrální prvek operace sËítání polynom˘ na mnoæinÏ P [x] je polynom 0.
(7) Neutrální prvek operace násobení polynom˘ na mnoæinÏ P [x] je polynom 1.

(8) Neutrální prvek operace skládání zobrazení na mnoæinÏ XX je identita idX .
(9) Neutrální prvek operace sjednocení mnoæin na mnoæinÏ P (X) je ;.
(10) Neutrální prvek operace pr˘nik mnoæin na mnoæinÏ P (X) je X.
(11) Neutrální prvek operace symetrick˝ rozdíl mnoæin na mnoæinÏ P (X) je ;. ⌅
Definice 6.1.5. BuÔ ⇤ binární operace na mnoæinÏ X, e 2 X její neutrální prvek. Prvek
x 2 X je invertibilní, jestliæe existuje prvek y 2 X takov ,̋ æe

x ⇤ y = y ⇤ x = e.

Potom y je inverzní prvek nebo inverze k prvku x vzhledem k operaci ⇤.

Tvrzení 6.1.2. Kaæd˝ prvek mnoæiny s asociativní binární operací má vzhledem k této
operaci nejv˝πe jeden inverzní prvek.

D˘kaz. Je-li e neutrální prvek operace ⇤ a jsou-li y1, y2 inverzní prvky k prvku x, pak

y1 = y1 ⇤ e = y1 ⇤ (x ⇤ y2) = (y1 ⇤ x) ⇤ y2 = e ⇤ y2 = y2. ⇤
Inverzní prvek k prvku x se obvykle znaËí x�1. Pouze u operace + se znaËí �x a ¯íká

se mu opaËn˝.

P¯ímo z definice inverzního prvku vypl˝vá, æe

e�1 = e a (x�1)�1 = x.

P¯íklad. (1) Inverzní prvek k Ëíslu x vzhledem k operaci sËítání na mnoæinách N0, Z,
Q, R, C je Ëíslo opaËné �x (pokud v p¯ísluπné mnoæinÏ existuje).
(2) Inverzní prvek k Ëíslu x vzhledem k operaci násobení na mnoæinách N0, Z, Q, R, C
je p¯evrácená hodnota x�1 (pokud v p¯ísluπné mnoæinÏ existuje).
(3) Inverzní prvek k dvojici (x, y) 2 R2 vzhledem k operaci sËítání je (�x,�y).
(4) Inverzní prvek k matici A vzhledem k operaci sËítání matic na mnoæinÏMm⇥n(P )
je opaËná matice �A.
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(5) Inverzní prvek k matici A vzhledem k operaci násobení matic na mnoæinÏMn(P )
je inverzní matice A�1 (je-li A invertibilní).
(6) Inverzní prvek k zobrazení f : X ! X vzhledem k operaci skládání zobrazení na
mnoæinÏ XX je inverzní zobrazení f�1, pokud toto inverzní zobrazení existuje.
(7) Inverzní prvek k mnoæinÏ Y 2 P (X) vzhledem k operaci symetrick˝ rozdíl mnoæin
na mnoæinÏ P (X) je Y. ⌅
P¯íklad. Na mnoæinÏ {0, 1, 2} mÏjme binární operaci ⇤ zadanou tabulkou

⇤ 0 1 2
0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 0

Neutrální prvek operace ⇤ je 0 a
1 ⇤ 2 = 2 ⇤ 1 = 0 a 2 ⇤ 2 = 0.

»ili 1 a 2 jsou inverzní prvky k 2. Podle Tvrzení 6.1.2 to znamená, æe operace ⇤ není
asociativní. A skuteËnÏ, nap¯íklad,

(1 ⇤ 1) ⇤ 2 = 2 ⇤ 2 = 0 zatímco 1 ⇤ (1 ⇤ 2) = 1 ⇤ 0 = 1. ⌅

6.2. Grupy

Definice 6.2.1. Mnoæina G s binární operací ⇤ : G⇥G ! G je grupa, jestliæe
(1) operace ⇤ je asociativní,
(2) v mnoæinÏ G je neutrální prvek operace ⇤,
(3) mnoæina G s kaæd˝m prvkem obsahuje také prvek k nÏmu inverzní vzhledem
k operaci ⇤.

Je-li navíc operace ⇤ komutativní, grupa G je také komutativní.

Grupa G s binární operací ⇤, neutrálním prvkem e a oznaËením inverzního prvku �1

se nÏkdy zapisuje (G, ⇤, e,�1), nÏkdy jen (G, ⇤) a je-li z kontextu z¯ejmé, o jakou operaci
se jedná, nÏkdy se hovo¯í jen o grupÏ G.

Grupa s binární operací oznaËenou + se naz˝vá aditivní (pouæívá se pouze u komu-
tativních grup). Grupa s binární operací oznaËenou · se naz˝vá multiplikativní.
OznaËme Q⇤ = Q \ {0} a obdobnÏ v p¯ípadech R⇤,C⇤.

P¯íklad. (1) Mnoæina Z s operací sËítání je grupa. StejnÏ tak Q,R,C.
(2) Mnoæina N0 s operací sËítání není grupa.
(3) Mnoæina Q⇤ s násobením je grupa. StejnÏ tak R⇤,C⇤, R+ (kladná reálná Ëísla).
(4) Mnoæina Z \ {0} s operací násobení není grupa. StejnÏ tak Q,R,C.
(5) Mnoæina R2 s operací sËítání je grupa.
(6) MnoæinaMm⇥n(P ) s operací sËítání matic je grupa.
(7) MnoæinaMn(P ) s operací násobení matic není grupa.
(8) Mnoæina GLn(P ) invertibilních matic typu n⇥n s operací násobení matic je grupa
(naz˝vá se obecná lineární grupa). ⌅
Tvrzení 6.2.1. BuÔ (G, ⇤, e,�1) grupa. Pak pro libovolná x, y 2 G platí:
(1) Jestliæe x ⇤ y = e, pak y = x�1, x = y�1.
(2) (x ⇤ y)�1 = y�1 ⇤ x�1.
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D˘kaz. (1) Jestliæe x ⇤ y = e, pak y = e ⇤ y = x�1 ⇤ x ⇤ y = x�1 ⇤ e = x�1. PodobnÏ
druhá rovnost (cviËení).
(2) Plyne z (1) a rovnosti x ⇤ y ⇤ y�1 ⇤ x�1 = e. ⇤

6.3. Podgrupy

Definice 6.3.1. BuÔ (X, ⇤, e,�1) grupa, buÔ Y ⇢ X podmnoæina taková, æe
(1) jestliæe y1, y2 2 Y, pak y1 ⇤ y2 2 Y;
(2) e 2 Y;
(3) jestliæe y 2 Y, pak y�1 2 Y.

Potom Y je podgrupa grupy X.

Vlastnosti (1) se nÏkdy ¯íká uzav¯enost mnoæiny vzhledem k operaci, vlastnosti (3)
uzav¯enost mnoæiny vzhledem k inverzím.

Je-li Y podgrupa grupy (X, ⇤, e,�1) a je-li ⇤Y zúæení operace ⇤ na podmnoæinu Y ⇥Y ,
pak (Y, ⇤Y , e,�1) je grupa. Zúæení operace na podmnoæinu se obvykle znaËí stejnÏ jako
p˘vodní operace.

P¯íklad. (1) Kaædá grupa (X, ⇤, e,�1) má podgrupy X a {e}. Tyto podgrupy se na-
z˝vají triviální podgrupy.
(2) Aditivní podgrupy (Z,+, 0,�) ⇢ (Q,+, 0,�) ⇢ (R,+, 0,�) ⇢ (C,+, 0,�).
(3) Multiplikativní podgrupy (Q⇤, ·, 1,�1) ⇢ (R⇤, ·, 1,�1) ⇢ (C⇤, ·, 1,�1).
(4) Mnoæina {�1, 1} je podgrupa multiplikativní grupy R⇤.
(5) Mnoæina {z 2 C | |z| = 1} je podgrupa multiplikativní grupy C⇤.
(6) Mnoæina {(x, 2x) 2 R2 |x 2 R} je podgrupa grupy R2 s operací sËítání.
(7) Mnoæiny {(x, 1) 2 R2 |x 2 R} a {(x, y) 2 R2 |x, y 2 R, x2+y2  1} nejsou podgrupy
grupy R2 s operací sËítání. ⌅
Tvrzení 6.3.1. (1) BuÔte X grupa, Y podgrupa X a Z podgrupa Y. Pak Z je podgrupa
X.
(2) BuÔte X grupa a Y, Z její podgrupy. Pak Y \ Z je podgrupa X.

D˘kaz. CviËení. ⇤
CviËení. Pokud pr˘nik prázdného systému podmnoæin mnoæiny X je mnoæina X, po-
tom pr˘nik libovolného systému podgrup grupy X je podgrupa grupy X. B

6.4. Podgrupy aditivní grupy Z

Najdeme vπechny podgrupy aditivní grupy Z = (Z,+, 0,�). Pro celé nezáporné Ëíslo
m 2 N0 oznaËme

mZ = {mk | k 2 Z} = {. . . ,�2m,�m, 0,m, 2m, . . .}.

Tvrzení 6.4.1. Mnoæiny mZ, m 2 N0, jsou podgrupy aditivní grupy Z a jiné podgrupy
v Z nejsou.

D˘kaz. BuÔ m 2 N0 libovolné. Ukáæeme, æe mZ je podgrupa. Pro libovolné mk,ml 2
mZ platímk+ml = m(k+l) 2 mZ, Ëímæ je dokázána uzav¯enost mnoæinymZ na sËítání.
MnoæinamZ obsahuje neutrální prvek 0 grupy Z. Nakonec, pro libovolnémk 2 mZ platí
�(mk) = m(�k) 2 mZ, Ëímæ je dokázána uzav¯enost mnoæiny mZ na inverzní (opaËné)
prvky.
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Ukáæeme, æe kaædá podgrupa B ⇢ Z je rovna nÏkteré podgrupÏ mZ. Jelikoæ B je
podgrupa, obsahuje neutrální prvek 0. Pokud B = {0}, pak B = 0Z (m = 0). P¯edpo-
kládejme, æe B 6= {0}, tedy existuje nenulové Ëíslo b 2 B. Navíc existuje kladné Ëíslo
b+ 2 B, buÔ b+ = b, nebo b+ = �b (�b 2 B, protoæe B je podgrupa). OznaËme m
nejmenπí kladné Ëíslo v B (v kaædé neprázdné mnoæinÏ kladn˝ch cel˝ch Ëísel existuje
nejmenπí Ëíslo).
Dokáæeme, æe toto Ëíslo m je hledané Ëíslo, pro nÏæ B = mZ. Nejd¯íve ukáæeme, æe

mZ ⇢ B. Jiæ víme, æe 0 2 B a m 2 B. Matematickou indukcí se snadno dokáæe, æe
mk = m(k � 1) +m 2 B pro kaædé k 2 N. A potom i inverzní prvky �mk leæí v B,
a tím je ukázáno, æe vπechny prvky mnoæiny mZ leæí v B.
Zb˝vá dokázat, æe B ⇢ mZ. BuÔ b 2 B libovolné a p¯edpokládejme, æe b /2 mZ. Pak

existují q, r 2 Z taková, æe
b = mq + r a 0 < r < m.

Potom r = b � mq = b + m(�q) je kladn˝ prvek B, menπí neæ m, coæ je v rozporu
s definicí prvku m. Proto b 2 mZ. ⇤


