9. prednaska, 22. 11. 2022

6. GRUPY

6.1. Binarni operace
Definice 6.1.1. Bindrni operace na mnoziné X je libovolné zobrazeni X x X — X.

Jedn4 se tedy o zobrazeni, které libovolné dvojici (x,y) prvki z X pfifazuje néjaky
jednoznacné uréeny prvek z X. Binarni operace se ¢asto oznacuji symboly *, +, -, 0 a hod-
nota takového zobrazeni oznaceného napiiklad * v bodé (z,y) se oznacuje x * y (misto

Priklad. (1) BudNp = {0,1,2,...} mnozina vSech celych nezapornych ¢isel. Zobrazeni
+: Ny x N9 — Ny, které usporadané dvojici (z,y) € Ny x Ny celych nezdpornych ¢isel
prifadi jejich soucet x + y € Ny, je bindrni operace na Np.

(2) Soucet a soucin na mnozinach Ny, Z, Q, R, C.
(3) Na mnoziné R? vsech uspofadanych dvojic redlnych ¢isel binrni operace séitani:
(z1,72) + (y1,92) = (¥1 + Y1, 72 + Y2).

(4) Na koneéné mnoziné lze zadat binarni operaci tabulkou. Napifiklad necht X =
{0,1,2} a bindrni operace + na X je zadana takto
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Mnozina M, x,(P) matic stejného typu s operaci s¢itani matic.
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6) Mnozina M, (P) ¢tvercovych matic stejného typu s operaci nasobeni matic.
) Mnozina P[z] vSech polynomt s operaci s¢itani nebo nasobeni polynomii.
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8) Mnozina X~ vsech zobrazeni X — X s operaci o skladani zobrazeni.
9) Bud X mnozina. Ozna¢me P(X) mnozinu vSech podmnozin mnoziny X. Sjedno-
ceni, prunik a symetricky rozdil mnozin jsou bindrni operace na mnoziné P(X). |

Definice 6.1.2. Binarni operace * na mnoziné X je asociativni, jestlize pro kazdé
x,y,z € X plati

xx(yxz)=(r*y)* 2.
Muzeme tedy psat bez zavorek x x y * z.

Definice 6.1.3. Binarni operace * na mnoziné X je komutativni, jestlize pro kazdé
xz,y € X plati

TxY=1y*T.
Priklad. (1) Scitani i ndsobeni na mnozinach Ny, Z,Q, R, C jsou asociativni i komu-
tativni.
(2) Séitani na mnoziné R? je asociativni i komutativni.
(3)
(4) Nésobeni matic na mnoziné M,,(P) je asociativni, ale neni komutativni.
(5)

Séitani matic na mnoziné M, «,(P) je asociativni i komutativni.

Séitani i nadsobeni polynomui na mnoziné P[z| jsou asociativni i komutativni.
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(6) Skladani zobrazeni na mnoziné XX je asociativni. Komutativni je pravé tehdy, kdyz
X je jednoprvkova mnozina (cvieni).

(7) Sjednoceni, prunik a symetricky rozdil mnozin na mnoziné P(X) jsou asociativni
i komutativni. |

Definice 6.1.4. Bud x bindrni operace na mnoziné X. Prvek ¢ € X je neutrdlni prvek
operace *, jestlize pro kazdy prvek x € X plati

Tke=1x=ex*x.
Tvrzeni 6.1.1. KaZdd bindrni operace md nejvyse jeden neutrdlni prvek.
Dikaz. Jsou-li e1, es neutralni prvky operace *, pak ex = €1 *x eg = e7. O

Priklad. (1) Neutralni prvek operace s¢itani na mnozinach Ny, Z,Q, R, C je 0.

(2) Neutralni prvek operace nasobeni na mnozinich Ny, Z, Q, R, C je 1.

(3) Neutralni prvek operace s¢itani na mnoziné R? je (0,0).

(4) Neutralni prvek operace s¢itani matic na mnoziné M., x,(P) je nulova matice pfi-
slusného typu, tedy Opxn-

(5) Neutralni prvek operace nasobeni matic na mnoziné M, (P) je jednotkova matice
prislusného typu, tedy FE,,.

~—

6) Neutralni prvek operace s¢itani polynomt na mnoziné P[z] je polynom 0.
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(9) Neutralni prvek operace sjednoceni mnozin na mnoziné P(X) je (.
(
(
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Neutralni prvek operace nasobeni polynomi na mnoziné P[x] je polynom 1.

Neutralni prvek operace skladani zobrazeni na mnoziné X~ je identita idy.

~—

10) Neutralni prvek operace prunik mnozin na mnoziné P(X) je X.

11) Neutrélni prvek operace symetricky rozdil mnozin na mnoziné P(X) je (. |
Definice 6.1.5. Bud * binarni operace na mnoziné X, e € X jeji neutralni prvek. Prvek
x € X je invertibilni, jestlize existuje prvek y € X takovy, ze

TRYy=y*x=e.
Potom y je inverzni prvek nebo inverze k prvku x vzhledem k operaci *.

Tvrzeni 6.1.2. KaZdy prvek mnoZiny s asociativni bindrni operaci mda vzhledem k této
operaci nejvyse jeden inverzni prvek.

Dikaz. Je-li e neutralni prvek operace * a jsou-li y1,y2 inverzni prvky k prvku z, pak
yi=yrxe=yr*x(xxy2) = (y1 *T) * Y2 = € x Y2 = Ya. O
Inverzni prvek k prvku z se obvykle zna¢i 2~ L. Pouze u operace + se znaéi —z a fika
se mu opacny.
Pfimo z definice inverzniho prvku vyplyva, ze

elt=c a () t=u

Priklad. (1) Inverzni prvek k ¢islu x vzhledem k operaci séitani na mnozinach Ny, Z,
Q, R, C je ¢islo opacné —z (pokud v pfislusné mnoziné existuje).

(2) Inverzni prvek k ¢islu x vzhledem k operaci nasobeni na mnozinach Ny, Z, Q, R, C
je prevracend hodnota ! (pokud v pfislugné mnoziné existuje).

(3) Inverzni prvek k dvojici (z,y) € R? vzhledem k operaci s¢itani je (—x, —y).

(4) Inverzni prvek k matici A vzhledem k operaci s¢itani matic na mnoziné M., ., (P)
je opacnd matice —A.
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(5) Inverzni prvek k matici A vzhledem k operaci nasobeni matic na mnoziné M, (P)
je inverzni matice A~1 (je-li A invertibilni).

(6) Inverzni prvek k zobrazeni f: X — X vzhledem k operaci sklddani zobrazeni na
mnoziné XX je inverzni zobrazeni f~!, pokud toto inverzni zobrazeni existuje.

(7) Inverzni prvek k mnoziné Y € P(X) vzhledem k operaci symetricky rozdil mnozin
na mnoziné P(X) je Y. [

Priklad. Na mnoziné {0, 1,2} méjme bindrni operaci * zadanou tabulkou

Neutralni prvek operace * je 0 a
1x2=2%x1=0 a 2x%x2=0.

Cili 1 a 2 jsou inverzni prvky k 2. Podle Tvrzeni 6.1.2 to znamend, Ze operace * neni
asociativni. A skute¢né, napriklad,

(I1x1)*2=2%2=0 zatimco 1%(1%2)=1%0=1. [

6.2. Grupy

Definice 6.2.1. Mnozina GG s bindrni operaci *x: G x G — G je grupa, jestlize

(1) operace * je asociativni,

(2) v mnoziné G je neutrélni prvek operace *,

(3) mnozina G s kazdym prvkem obsahuje také prvek k nému inverzni vzhledem
k operaci .

Je-li navic operace * komutativni, grupa G je také komutativnd.

Grupa G s binarni operaci *, neutrdlnim prvkem e a ozna¢enim inverzniho prvku —!
se nékdy zapisuje (G, *, e, ~1), nékdy jen (G, *) a je-li z kontextu ziejmé, o jakou operaci
se jedna, nékdy se hovori jen o grupé G.

Grupa s bindrni operaci ozna¢enou + se nazyva aditivni (pouziva se pouze u komu-
tativnich grup). Grupa s bindrni operaci oznac¢enou - se nazyva multiplikativni.

Oznacéme Q* = Q\ {0} a obdobné v ptipadech R* C*
Priklad. (1) Mnozina Z s operaci séitani je grupa. Stejné tak Q, R, C.

(2) Mnozina Ny s operaci séitani neni grupa.

(3) Mnozina Q* s ndsobenim je grupa. Stejné tak R*, C*, R4 (kladna realna ¢isla).
(4) Mnozina Z \ {0} s operaci nasobeni neni grupa. Stejné tak Q,R, C.

(5) Mnozina R? s operaci s¢itani je grupa.

(6) Mnozina M,,xn,(P) s operaci s¢itani matic je grupa.

(7) Mnozina M,,(P) s operaci nadsobeni matic neni grupa.

(8) Mnozina GL, (P) invertibilnich matic typu n x n s operaci nasobeni matic je grupa
(nazyva se obecnd linedrni grupa). |

Tvrzeni 6.2.1. Bud (G, *,e, ') grupa. Pak pro libovolnd x,y € G plati:

(1) Jestlize xxy=ce, paky =24 v =y"L

(2) (wry) L=y tual
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Diikaz. (1) Jestlize zxy = e, pak y = exy = z~ x e = L Podobné
druhd rovnost (cviceni).

(2) Plyne z (1) arovnosti z x y xy L x 27! =e. O

T kY =T

6.3. Podgrupy

Definice 6.3.1. Bud (X, *,e, ~!) grupa, bud Y € X podmnoZina takové, ze

(1) jestlize y1,y2 € Y, pak y1 x y2 € Y;

(2) e€Y;

(3) jestlizey € Y, pak y~ L € Y.
Potom Y je podgrupa grupy X.

Vlastnosti (1) se nékdy ¥ikd uzavienost mnoziny vzhledem k operaci, vlastnosti (3)
uzavienost mnoziny vzhledem k inverzim.

Je-li Y podgrupa grupy (X, *, e, ~!) a je-li ¥y ztiZeni operace * na podmnozinu Y x Y,
pak (Y, *y,e, ~1) je grupa. ZuZeni operace na podmnozinu se obvykle znaéi stejné jako
puvodni operace.

P¥iklad. (1) Kazda grupa (X, *,e, ~!) méa podgrupy X a {e}. Tyto podgrupy se na-
zyvaji trivialn? podgrupy.

(2) Aditivni podgrupy (Za =+, 07 _) - (Q7 =+, 07 _) - (R’ =+, 07 _) C ((C7 =+, 07 _)'
(3) Multiplikativni podgrupy (Q*-,1,71) c (R% - 1,71 c (C* -, 1,7 1).

(4) Mnozina {—1,1} je podgrupa multiplikativni grupy R*
(5)
(6)
(

Mnozina {z € C||z| = 1} je podgrupa multiplikativni grupy C*

6) Mnozina {(z,2r) € R?|x € R} je podgrupa grupy R? s operaci s¢itani.
7) Mnoziny {(z,1) € R? |z € R} a {(x,y) € R?|z,y € R, 2%+y? < 1} nejsou podgrupy
grupy R? s operaci s¢itani. |

Tvrzeni 6.3.1. (1) Budte X grupa, Y podgrupa X a Z podgrupa Y. Pak Z je podgrupa
X.

(2) Budte X grupa oY, Z jeji podgrupy. Pak'Y N Z je podgrupa X.
Diikaz. Cvideni. ]

Cviceni. Pokud prinik prazdného systému podmnozin mnoZiny X je mnozina X, po-
tom prunik libovolného systému podgrup grupy X je podgrupa grupy X. >

6.4. Podgrupy aditivni grupy 7Z

Najdeme vSechny podgrupy aditivni grupy Z = (Z, +,0, —). Pro celé nezaporné ¢islo
m € Ny ozna¢me

mZ={mk|keZ}={...,—2m,—m,0,m,2m,...}.

Tvrzeni 6.4.1. MnoZiny mZ, m € Ny, jsou podgrupy aditivni grupy Z. a jin€ podgrupy
v Z nejsou.

Diikaz. Bud m € Ny libovolné. Ukézeme, ze mZ je podgrupa. Pro libovolné mk, mi €
mZ plati mk+ml = m(k+1) € mZ, ¢imz je dokdzana uzavienost mnoziny mZ na séitani.
Mnozina mZ obsahuje neutralni prvek 0 grupy Z. Nakonec, pro libovolné mk € mZ plati
—(mk) = m(—k) € mZ, ¢imz je dokdzana uzavienost mnoziny mZ na inverzni (opacné)
prvky.
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Ukézeme, ze kazda podgrupa B C Z je rovna nékteré podgrupé mZ. Jelikoz B je
podgrupa, obsahuje neutralni prvek 0. Pokud B = {0}, pak B = 0Z (m = 0). Pfedpo-
kladejme, ze B # {0}, tedy existuje nenulové ¢islo b € B. Navic existuje kladné ¢islo
by € B, bud by = b, nebo by = —b (—=b € B, protoze B je podgrupa). Ozna¢me m
nejmensi kladné c¢islo v B (v kazdé neprazdné mnoziné kladnych celych éisel existuje
nejmensi ¢islo).

Dokazeme, ze toto ¢islo m je hledané ¢islo, pro néz B = mZ. Nejdiive ukiZeme, Ze
mZ C B. Jiz vime, ze 0 € B a m € B. Matematickou indukci se snadno dokaze, ze
mk = m(k — 1) +m € B pro kazdé k € N. A potom i inverzni prvky —mk lezi v B,
a tim je ukazano, ze vSechny prvky mnoziny mZ lezi v B.

Zbyva dokazat, ze B C mZ. Bud b € B libovolné a predpoklddejme, ze b ¢ mZ. Pak
existuji q,r € Z takova, ze

b=mg+r a 0<r<m.

Potom r = b — mq = b+ m(—q) je kladny prvek B, mensi nez m, coz je v rozporu
s definici prvku m. Proto b € mZ. O



