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8. p¯ednáπka, 15. 11. 2022

5.3. Ireducibilní polynomy

Definice 5.3.1. Reducibilní polynom je nekonstantní polynom, kter˝ je souËinem dvou
nekonstantních polynom˘. Ireducibilní polynom je nekonstantní polynom, kter˝ není
reducibilní.

P¯íklad. Polynom x2 � 1 = (x� 1)(x+ 1) je reducibilní. Polynomy x� 1 a x+ 1 jsou
ireducibilní, máte tedy rozklad na normované ireducibilní polynomy. ⌅
CviËení. Nechª jsou f, g 2 P [x] normované polynomy, nechª g je ireducibilní a f | g.
Potom buÔ f = 1 nebo f = g. Je-li f také ireducibilní, pak f = g. B
Lemma 5.3.1. BuÔte g, h1, . . . , hn 2 P [x] ireducibilní normované polynomy a nechª
g | h1 · · ·hn. Pak existuje index j takov˝, æe g = hj.

D˘kaz. ⇤
Tvrzení 5.3.2. BuÔ f 2 P [x] normovan˝ polynom. Pak existují normované ireducibilní
polynomy g1, . . . , gn takové, æe f = g1 · · · gn.
Tento rozklad je jedin˝. Je-li f = h1 · · ·hm jin˝ rozklad na normované ireducibilní

Ëinitele, pak m = n a po vhodném p¯eËíslování platí hi = gi pro vπechna i 2 {1, . . . , n}.
(P¯esnÏji, existuje bijekce ' : {1, . . . , n} ! {1, . . . ,m} taková, æe hi = g'(i) pro vπechna
i.)

D˘kaz. ⇤
P¯íklad. Polynom x2 + 1 je reducibilní nad polem C, protoæe x2 + 1 = (x+ i)(x� i).
Tent˝æ polynom je ireducibilní nad polem R, protoæe jak˝koliv jeho hypotetick˝ rozklad
x2 + 1 = (x + ⇠)(x + ⌘), ⇠, ⌘ 2 R je souËasnÏ rozkladem nad C r˘zn˝m od x2 + 1 =
(x+ i)(x� i), ve sporu s jednoznaËností rozkladu. ⌅
Jako d˘sledek obdræíme jisté zobecnÏní shora uvedeného lemmatu.

D˘sledek. Nechª f 2 P [x], buÔte g1, . . . , gm 2 P [x] ireducibilní, normované a po dvou
r˘zné, tj. gi 6= gj pro i 6= j. Jestliæe gk11 | f , . . . , gkmm | f , pak gk11 · · · gkmm | f .

5.4. Ko¯eny a jejich násobnost

Kdyæ f = anxn + an�1xn�1 + · · ·+ a1x+ a0 2 P [x] a ⇠ 2 P , poloæme

f(⇠) = an⇠
n + an�1⇠

n�1 + · · ·+ a1⇠ + a0 2 P.

Tvrzení 5.4.1. Pro libovolné polynomy f, g 2 P [x] a libovoln˝ prvek ⇠ 2 P platí

(f + g)(⇠) = f(⇠) + g(⇠), (�f)(⇠) = �f(⇠), (fg)(⇠) = f(⇠)g(⇠).

D˘kaz. CviËení. ⇤
Definice 5.4.1. Prvek ⇠ 2 P je ko¯en polynomu f 2 P [x], jestliæe f(⇠) = 0.

Tvrzení 5.4.2. Nechª f 2 P [x] a ⇠ 2 P . Potom ⇠ je ko¯en polynomu f právÏ tehdy,
kdyæ polynom x� ⇠ dÏlí f .

D˘kaz. P¯edpokládejme, æe ⇠ je ko¯en polynomu f . DÏlením f : (x� ⇠) dostaneme

f = (x� ⇠)q + r, kde buÔ r = 0 nebo deg r = 0 < 1 = deg(x� ⇠).
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Takæe r je konstantní polynom. Navíc 0 = f(⇠) = (⇠ � ⇠)q(⇠) + r = r, Ëili f = (x� ⇠)q
a x� ⇠ dÏlí f .
P¯edpokládejme, æe x � ⇠ dÏlí f , tedy f = (x � ⇠)q pro nÏjaké q. Potom f(⇠) =

(⇠ � ⇠)q(⇠) = 0, Ëili ⇠ je ko¯en polynomu f . ⇤
Definice 5.4.2. Nechª f 2 P [x] a ⇠ 2 P . Pokud (x� ⇠) | f , polynom x� ⇠ je ko¯enov˝
Ëinitel polynomu f .

Definice 5.4.3. Prvek ⇠ 2 P je k-násobn˝ ko¯en polynomu f 2 P [x], jestliæe (x� ⇠)k

dÏlí f , ale (x� ⇠)k+1 nedÏlí f .

Tvrzení 5.4.3. BuÔte ⇠1, . . . , ⇠n 2 P r˘zné ko¯eny polynomu f 2 P [x] s násobnostmi
po ¯adÏ k1, . . . , kn. Potom
(1) (x� ⇠1)k1 · · · (x� ⇠n)kn | f ;
(2) k1 + · · ·+ kn  deg f .

D˘kaz. CviËení. ⇤
Tvrzení 5.4.4 (Základní vÏta algebry). Kaæd˝ nekonstantní polynom f 2 C[x] má
aspoÚ jeden ko¯en.

D˘sledek. Kaæd˝ nekonstantní polynom f 2 C[x] má rozklad na lineární ireducibilní
Ëinitele. Ko¯en˘ má se zapoËtením násobnosti právÏ tolik, kolik Ëiní jeho stupeÚ.

Tvrzení 5.4.5 (Vlastnosti ko¯en˘ (Viètovy vzorce)). BuÔ f = xn + an�1xn�1 + · · · +
a1x + a0 2 C[x] normovan˝ polynom a ⇠1, ⇠2, . . . , ⇠n jeho ko¯eny (nemusí b˝t vπechny
r˘zné). Potom

an�1 = �(⇠1 + ⇠2 + · · ·+ ⇠n) = �
nX

i=1

⇠i

an�2 = ⇠1⇠2 + ⇠1⇠3 + · · ·+ ⇠1⇠n + ⇠2⇠3 + · · ·+ ⇠2⇠n + · · ·+ ⇠n�1⇠n =

=
nX

i,j=1
i<j

⇠i⇠j

an�3 = �(⇠1⇠2⇠3 + ⇠1⇠2⇠4 + · · ·+ ⇠1⇠n�1⇠n + · · ·+ ⇠n�2⇠n�1⇠n) =

= �
nX

i,j,k=1
i<j<k

⇠i⇠j⇠k

...

a1 = (�1)n�1(⇠1 · · · ⇠n�2⇠n�1 + ⇠1 · · · ⇠n�2⇠n + · · ·
· · ·+ ⇠1⇠3 · · · ⇠n + ⇠2 · · · ⇠n)

a0 = (�1)n⇠1⇠2 · · · ⇠n
D˘kaz.

xn + . . .+ a0 = (x� ⇠1) . . . (x� ⇠n)

⇤
P¯íklad. x2 � 5x+ 6 ⌅
Pro polynomy, jejichæ koeficienty jsou celá Ëísla, navíc platí následující tvrzení.

Tvrzení 5.4.6. BuÔte f = anxn + an�1xn�1 + · · ·+ a1x+ a0 polynom s celoËíseln˝mi
koeficienty a p, q nesoudÏlná celá Ëísla. Jestliæe p

q je ko¯enem polynomu f , potom a0 je
dÏlitelné p a an je dÏlitelné q.
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D˘kaz. CviËení. Dosazení p
q do f . . . ⇤

D˘sledek. CeloËíselné ko¯eny polynomu s celoËíseln˝mi koeficienty jsou dÏlitelé abso-
lutního Ëlenu.

5.5. Derivace

Definice 5.5.1. BuÔ f = anxn + an�1xn�1 + · · · + a1x + a0 2 C[x]. Polynom f 0 =
nanxn�1 + (n� 1)an�1xn�2 + · · ·+ a1 2 C[x] je derivace polynomu f .

Tvrzení 5.5.1. (1) (f + g)0 = f 0 + g0,
(2) (fg)0 = f 0g + fg0,
(3) (fk)0 = kfk�1f 0.

D˘kaz. CviËení. ⇤
Tvrzení 5.5.2. BuÔ k � 2, f 2 C[x] polynom a ⇠ 2 C je jeho k-násobn˝ ko¯en. Potom
(1) ⇠ je (k � 1)-násobn˝ ko¯en f 0,
(2) ⇠ je (k � 1)-násobn˝ ko¯en nejvÏtπího spoleËného dÏlitele D(f, f 0).

D˘kaz. (1) (x� ⇠)k | f , tedy f = (x� ⇠)kq a (x� ⇠)k+1 nedÏlí f . Potom

f 0 = k(x� ⇠)k�1q + (x� ⇠)kq0 = (x� ⇠)k�1(kq + (x� ⇠)q0).

Takæe, (x � ⇠)k�1 dÏlí f 0. Kdyby (x � ⇠)k dÏlilo f 0, pak by (x � ⇠) | (kq + (x � ⇠)q0),
naËeæ (x� ⇠) | kq, tedy (x� ⇠) | q a (x� ⇠)k+1 | f ve sporu s p¯edpokladem.
(2) (x � ⇠)k�1 je dÏlitel f i f 0, takæe (x � ⇠)k�1 | D(f, f 0). Kdyby (x � ⇠)k dÏlilo

D(f, f 0), pak by (x� ⇠)k | f 0 ve sporu s p¯edchozím bodem. ⇤
Tvrzení 5.5.3. BuÔte f 2 C[x] a ⇠ 2 C jeho ko¯en. Potom ⇠ je 1-násobn˝ ko¯en
polynomu

f

D(f, f 0)
2 C[x].

D˘kaz. BuÔ ⇠ je k-násobn˝ ko¯en, tedy f = (x� ⇠)kq, ale (x� ⇠)k+1 nedÏlí f , Ëili x� ⇠
nedÏlí q. Podle p¯edchozího tvrzení D(f, f 0) = (x� ⇠)k�1r. Takæe

f

D(f, f 0)
= (x� ⇠)

q

r
a jelikoæ x� ⇠ nedÏlí q, nedÏlí ani

q

r
. ⇤

D˘sledek. BuÔ f 2 C[x].
(1) Mnoæina vπech ko¯en˘ polynomu f/D(f, f 0) je rovna mnoæinÏ vπech ko¯en˘ po-
lynomu f .

(2) Vπechny ko¯eny polynomu f/D(f, f 0) jsou 1-násobné.

D˘kaz. CviËení. ⇤

5.6. Polynomy s reáln˝mi koeficienty

MÏjme polynom f = anxn+an�1xn�1+ · · ·+a1x+a0 2 C[x]. P¯i¯aÔme mu polynom
f⇤ = a⇤nx

n + · · ·+ a⇤1x+ a⇤0 2 C[x].

Tvrzení 5.6.1. (1) (f + g)⇤ = f⇤ + g⇤,
(2) (fg)⇤ = f⇤g⇤.

D˘kaz. CviËení. ⇤
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Tvrzení 5.6.2. BuÔ f 2 R[x] polynom a ⇠ 2 C jeho ko¯en. Pak komplexnÏ sdruæené
Ëíslo ⇠⇤ je téæ ko¯en stejné násobnosti.

D˘kaz. f = (x � ⇠)kq. Aplikujeme komplexní sdruæení f = f⇤ = (x � ⇠⇤)kq⇤ (cviËení).
Kdyby f = (x� ⇠⇤)k+1r, pak f = f⇤ = (x� ⇠)k+1r⇤. ⇤
Rozklad polynomu f 2 R[x] na ireducibilní Ëinitele nad C pak obsahuje . . .
Vidíme, æe deg f =.

Tvrzení 5.6.3. Kaæd˝ polynom f 2 R[x] lichého stupnÏ má aspoÚ jeden reáln˝ ko¯en.

D˘kaz. CviËení. ⇤
Tvrzení 5.6.4. Nechª ⇠ 2 C \ R. Ukaæte, æe (x � ⇠)(x � ⇠⇤) = x2 � 2 re ⇠ + |⇠|2 je
kvadratick˝ polynom s reáln˝mi koeficienty a záporn˝m diskriminantem.

D˘kaz. CviËení.
Návod: piπte ⇠ = ↵+ �i, kde ↵,� 2 R. ⇤
CviËení. Ukaæte, æe reálné polynomy ¯ádu > 2 jsou vædy reducibilní nad R. B
CviËení. Rozloæte polynom x4 + 1 na ireducibilní Ëinitele nad polem C a nad polem
R. B


