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8. prednaska, 15. 11. 2022

5.3. Ireducibilni polynomy

Definice 5.3.1. Reducibilni polynom je nekonstantni polynom, ktery je souc¢inem dvou
nekonstantnich polynomu. Ireducibilni polynom je nekonstantni polynom, ktery neni
reducibilni.

P¥iklad. Polynom 22 — 1 = (z — 1)(z + 1) je reducibilni. Polynomy = — 1 a = + 1 jsou
ireducibilni, mate tedy rozklad na normované ireducibilni polynomy. |

Cviceni. Necht jsou f,g € P[x] normované polynomy, necht g je ireducibilni a f | g.

Potom bud f =1 nebo f = g. Je-li f také ireducibilni, pak f = g. >
Lemma 5.3.1. Budte g,h1,...,h, € P[z] ireducibilni normované polynomy a necht
g | hi---hy. Pak existuje index j takovy, Ze g = hj.

Dikaz. ]

Tvrzeni 5.3.2. Bud f € P[z] normovany polynom. Pak existuji normované ireducibilni

polynomy g1, . .., gn takove, Ze f = g1+ gn.
Tento rozklad je jedinyg. Je-li f = hi--- hy, jing rozklad na normované ireducibilng

¢initele, pak m = n a po vhodném precislovani plati h; = g; pro véechna i € {1,...,n}.
(Presnéji, existuje bijekce ¢: {1,...,n} — {1,...,m} takovd, Ze h; = g,(; pro viechna
Dikaz. O

P#iklad. Polynom 22 + 1 je reducibilni nad polem C, protoze z2 + 1 = (z + i)(z — i).
Tentyz polynom je ireducibilni nad polem R, protoze jakykoliv jeho hypoteticky rozklad
2?2+ 1= (z+8&(x+n), &n € R je soucasné rozkladem nad C riiznym od 22 + 1 =
(x +1i)(x — i), ve sporu s jednozna¢nosti rozkladu. [ |

Jako dusledek obdrzime jisté zobecnéni shora uvedeného lemmatu.

Dusledek. Necht f € P[z], budte g1,...,9m € Plz] ireducibilni, normované a po dvou
o g . . . v k k
Tuzné, tj. gi # g; pro i # j. Jestlize gi* | f, ..., gfnm | f, pak gi* ---g’;{" | f.

5.4. Kofeny a jejich nasobnost

Kdy7 f = anz" + an_12"" 1 + - +a12 + ag € P[r] a £ € P, polozme
F(&) = an€" + an1&" 7+ +ar€ +ag € P,
Tvrzeni 5.4.1. Pro libovolné polynomy f,g € P[z]| a libovolny prvek £ € P plati
(f+9)(&) = f(&) +9(&), (=)&) =—f&), (F9)(&) = [(£)g(&)
Diikaz. Cviceni. g
Definice 5.4.1. Prvek £ € P je koren polynomu f € Plz], jestlize f(§) = 0.

Tvrzeni 5.4.2. Necht f € Plz] a £ € P. Potom & je koten polynomu f prdvé tehdy,
kdyz polynom x — & déli f.

Dikaz. Predpokladejme, Ze £ je kofen polynomu f. Délenim f : (z — &) dostaneme

f=(x—-=&q+r, kdebudr=0mnebo degr=0<1=deg(z—¢).
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TakzZe r je konstantni polynom. Navic 0 = f(§) = (£ = &)q(§) +r =7, ¢li f = (z — §)q
ar—E&dél f.

Piedpokladejme, ze = — £ déli f, tedy f = (z — £)q pro néjaké ¢q. Potom f(§) =
(& —&)q(§) =0, ¢ili € je kofen polynomu f. O

Definice 5.4.2. Necht f € Plz] a { € P. Pokud (z — &) | f, polynom x — ¢ je kofenovy
¢initel polynomu f.

Definice 5.4.3. Prvek ¢ € P je k-ndsobny koven polynomu f € P[z], jestlize (z — &)F
dali £, ale (z — €)F*! nedgli f.

Tvrzeni 5.4.3. Budte &1,...,&, € P ruzné€ koreny polynomu f € Plx] s ndsobnostmi
po Tadé ki, ..., k,. Potom

(1) (w— &) (z = &)™ | f;
(2) ky+ -+ ky, < degf.

Dikaz. Cviceni. O

Tvrzeni 5.4.4 (Zakladni véta algebry). Kazdy nekonstantni polynom f € Clx] md
aspon jeden koten.

Dusledek. Kazdy nekonstantni polynom f € Clx] md rozklad na linedrni ireducibilni
cinitele. Kotent md se zapoctenim ndsobnosti pravé tolik, kolik ¢int jeho stupen.

Tvrzeni 5.4.5 (Vlastnosti kofenti (Vietovy vzorce)). Bud f = 2™ + ap_12™ L+ -+ +
a1z + ag € Clx] normovany polynom a &1,&a,...,&, jeho kofeny (nemusi byt vSechny
rizné). Potom

o1 =—(E+ &+ &) =—D &
=1

s = €16+ 6165+ 4 E16n + Eabs + -+ o oo+ n1bn =

= Z &i&;
ij=1
1<)
an-3 = —(£1&283 + &1&bu + -+ §1&n—1&n + - F &n28n—16n) =
=— ) &&

1,5,k=1
i<j<k

ay = (=1)"NE - bn ol 1+ &
&by b E)

ap = (—1)"6162- - &n

Diikaz.
24 ta=(—-8&)...(r—&)
O
Piiklad. 22 — 52 +6 |
Pro polynomy, jejichz koeficienty jsou celd ¢isla, navic plati nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 5.4.6. Budte f = ap,a™ + ap_12" "1 + - 4+ a1z + ag polynom s celociselnymi
koeficienty a p, q nesoudélnd celd cisla. Jestlize % je korenem polynomu f, potom ag je
delitelné p a a,, je délitelné q.
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Diikaz. Cviceni. Dosazeni % do f ... O

Dusledek. Celociselné koteny polynomu s celociselnymi koeficienty jsou délitelé abso-
lutnitho clenu.

5.5. Derivace

Definice 5.5.1. Bud f = a,2" + ap_12" ' + --- + a1z + a9 € C[z]. Polynom f’' =
napz" 4+ (n — 1)ap—12""2 + - + a1 € Clx] je derivace polynomu f.
Tvrzeni 5.5.1. (1) (f+9)=f+7,

(2) (f9)'=f'9+ fg',

(3) (f*) =kf*1r.

Dikaz. Cviceni. O

Tvrzeni 5.5.2. Bud k > 2, f € C[z]| polynom a £ € C je jeho k-ndsobny koren. Potom

(1) € je (k — 1)-ndsobny kofen f’,

(2) € je (k — 1)-ndsobny kofen nejvétsiho spoleéného délitele D(f, f').
Diikaz. (1) (x — & | f, tedy f = (z — &)Fq a (x — &)**! nedéli f. Potom

fr=k =g+ (-9 = (@ - kg + (z - ).
Takze, (x — &)F~1 déli f/. Kdyby (z — &)* délilo f, pak by (x — &) | (kq + (z — €)¢'),
nacez (z — &) | kq, tedy (z — &) | g a (z — &)1 | f ve sporu s predpokladem.
(2) (z — &F 1 je dalitel f i f', takze (x — &)*1 | D(f, f'). Kdyby (x — £)* délilo

D(f, f), pak by (z — &) | f' ve sporu s predchozim bodem. O

Tvrzeni 5.5.3. Budte f € Clz] a £ € C jeho koten. Potom & je 1-nasobny koten
polynomu

f
D(f, 1)
Diikaz. Bud € je k-nasobny koten, tedy f = (z — &)¥q, ale (z — &)**! nedéli f, ¢ili x — ¢
nedéli ¢. Podle ptedchoziho tvrzeni D(f, f/) = (z — &)¥~1r. Takze
f
D(f, 1)
Dusledek. Bud f € Clz].

(1) MnoZina vsech kofend polynomu f/D(f, f') je rovna mnoZiné vech koteni po-
lynomu f.
(2) Vsechny koteny polynomu f/D(f, ') jsou 1-ndsobné.

Dikaz. Cviceni. O

€ Clx].

= (z— 62 ajeliko x — € nedsli ¢, nedeli ani <. O
T r

5.6. Polynomy s realnymi koeficienty
Méjme polynom f = apa™ + ap_12" 1+ - +a17+ap € C[z]. Pfifadme mu polynom
[f=alx"+ - +ajz+af € Clz].

Tvrzeni 5.6.1. (1) (f+9) = f"+g",
(2) (fg) = rfg".

Dikaz. Cviceni. O
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Tvrzeni 5.6.2. Bud f € R[x| polynom a & € C jeho koten. Pak komplexné sdruzené
cislo £ je téz koren stejné ndsobnosti.

Diikaz. f = (z — &)*q. Aplikujeme komplexni sdruzeni f = f* = (x — £*)*¢* (cviceni).
Kdyby f = (z — &)k, pak f = f* = (z — )" r. O

Rozklad polynomu f € R[z] na ireducibilni ¢initele nad C pak obsahuje ...
Vidime, ze deg f =.

Tvrzeni 5.6.3. Kazdy polynom f € R[zx] lichého stupné md aspon jeden redlny koten.
Diikaz. Cviceni. 0

Tvrzeni 5.6.4. Necht ¢ € C\ R. Ukaste, e (v — &)(z — &) = 2% — 2re& + [£]? je
kvadraticky polynom s redlngmi koeficienty a zdpornym diskriminantem.

Diikaz. Cviceni.
Névod: piste £ = a + Fi, kde o, 5 € R. O

Cviceni. Ukazte, Ze realné polynomy fadu > 2 jsou vzdy reducibilni nad R. >

Cviceni. Rozlozte polynom z* + 1 na ireducibilni ¢initele nad polem C a nad polem
R. >



