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7. prednaska, 8. 11. 2022

4.6. Nehomogenni soustavy linearnich rovnic

Definice 4.6.1. Soustava linedrnich rovnic s nenulovou pravou stranou se nazyva neho-
mogenni. Je-li Ax = b nehomogenni soustava, potom Ax = 0 se nazyva homogenizovand
soustava.

Priklad. (1) Soustava
o2t - B =1

—xl+ 2?4203 =0

2zt — 2?4 23 =3
je nehomogenni.
(2) Soustava

-2t 43 =1
je nehomogenni. [ |

Tvrzeni 4.6.1. Necht &, je néjaké teseni soustavy Ax = b. Potom pro kaZdé teseni &
teto soustavy existuje jedin€ reseni §g homogenizované soustavy takové, Ze & = &, + &o.

Na druhou stranu, pro libovolné Teseni § homogenizované soustavy je & = &, + &o
resent soustavy Azx = b.

Diikaz. Budte &, a & TeSeni soustavy. Polozme & = £ — &,. Potom A&y = A({ —&,) =
AL — A = b —b = 0. Tedy, & je feSeni homogenizované soustavy a £ = &y + &,.
Jednoznacnost & je ziejma.

Je-li A&y =0, pak AL = A(&p + &) = A&y + A =b+0=0. O

Disledek. Je-li &, Teseni soustavy Ax = b, potom mnoZina vsech Teseni této soustavy
je
{& + o | &o je Tesent homogenizované soustavy Ax = 0} .
Priklad. (1) Jedno z feseni soustavy
-2 =1
je (1,0). Mnozina vSech feSeni homogenizované soustavy
zt—22=0
je {(t,t) |t € R}. Mnozina vSech FeSeni nehomogenni soustavy
-2 =1
je {(1,0) + (t,t) |t e R} ={(1 + t,t) |t € R}.
(2) Soustava
a2t 4222 =0
3a' + 42® =2
ma feSeni (2, —1). Mnozina v8ech FeSeni homogenizované soustavy
w4222 =0
3z' +42® =0
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je {(0,0)}. Mnozina vSech feSeni nehomogenni soustavy
o' +22% =0
3zl 4+ 422 =2
je {(2,—1) + (0,0)} = {(2,~1)}.



5. POLYNOMY

5.1. Polynomy, algebraické vlastnosti, délitelnost
Definice 5.1.1. Bud P pole, n € N, ay,...,a, € P, x ¢ P. Polynom (mnohoclen)
jedné neurcité x nad polem P je vyraz tvaru

ant"™ + an_12" 1 4 - + a1z + ap.

Zde x' jsou mocniny, nejedna se o horni indexy. Mocninu z° klademe rovnu 1 € P, takze
ag = ap - 1 = apx’. Mnozinu vSech polynomt neuréité x nad polem P oznacujeme P|x].
Prvky ag,...,a, € P jsou koeficienty, a; je i-ty koeficient. Koeficient ag je absolutni
¢len. S¢éitance a;x' s nulovymi koeficienty a; se v zépisu polynomu obvykle neuvadi,
ty s nenulovymi koeficienty se samoziejmé uvadi a neuvedené koeficienty a; jsou tedy
nulové. Polynom se vSemi koeficienty nulovymi je nulovy polynom a oznac¢ujeme ho 0.

Priklad. 62 +02% + 322 + 1l +6 € Rlx], ay =6,a3=0,a2 =3, a1 =1,a0=6. W
Definice 5.1.2. Polynomy

f=anz" +apn_12" 1 4+ + a1z + ao,

g =bma™ + by 12™ b+ by
se sobé rovnaji, jestlize se rovnaji jejich prislusné koeficienty. Tedy,

f =g, jestlize ag = bg, a1 = b1, ...

Definice 5.1.3. Stuperi polynomu f = a,z"” + ap_12" 1 4 - + a1 + ag je nejvétsi
¢islo s takové, Ze as # 0, oznacujeme ho deg f. Koeficient ag, kde s je stupen, je vedouci
koeficient polynomu f, oznacujeme ho lc f.

Pro nulovy polynom nemame definovan ani stupen ani vedouci koeficient.
P#iklad. Pro f =62* + 322 + v+ 6 jedegf =4 alcf = 6. |
Definice 5.1.4. Nulovy polynom a polynomy stupné 0 jsou konstantni, polynomy

stupné 1 jsou linedrni, polynomy stupné 2 jsou kvadratické, polynomy stupné 3 jsou
kubické, polynomy stupné 4 jsou bikvadraticke.

Definice 5.1.5. Méjme polynomy
f=a, 2"+ an_12""1 + - + a1z + ao,
9= bma"™ + by 12+ 4 bz + b,

Ozna¢me p = max{n,m}. Soucet polynomu f a g je polynom
f+g=(ap+bp)a? + (ap_1 + bp—1)x" 1 + - + (a1 + b1)z + ap + bo.

Soucin polynomi f a g je polynom

n+m

fg=2_ (3 aibja® =
k=0 itj=k
= apby T4

+ (anbmfl + anflbm)-xn—i_m_l"i'

+ (agbo + a1by + agba)z*+
+ (a1b0 + aobl):l?—{—
+ agby.
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Tedy, pro k € {0,1,...,n+ m} k-ty koeficient polynomu fg je
Z aibj = agbg + ap_1b1 + - + a1bg_1 + agbg.
itj=k
Je-li naptiklad f konstantni polynom, f = ag, pak
fg = aog = agbpa™ + agbm—12""1 + -+ + agh1x + agbo.
Specialné, pokud f = —1, pak

1—"'—b1l’—b0

fg=—9=—bpx™ — bp_12™"
je polynom opacny k polynomu g.
Priiklad. Pro

f =6z + 322 +6, g=x3—22> -z
je

f+g=6x*+2°+ 2% -1 +6,

fg =627 — 1225 — 32° — 62* + 323 — 1222 — 6. |

Tvrzeni 5.1.1. Budte f,g € P|x] nenulové. Potom fg je nenulovy polynom a

deg(fg) = deg f + degy,

le(fg)=1cf-lcg.

Diikaz. Budte f, g nenulové polynomy. Necht deg f = n, degg =m, lcf = a, alcg =
b, Jelikoz a, # 0, by, # 0 a (n + m)-ty koeficient souéinu fg je roven apbn,, je fg
nenulovy polynom. Pro k > n + m je k-ty koeficient roven nule, takze lc fg = anb,, =
lcf-lcg adeg(fg) =n+m =degf+ degg. O

Cviceni. Soudin polynomii je nulovy pravé tehdy, kdyz aspor jeden z nich je nulovy. >

Tvrzeni 5.1.2. Budte f,g,h € P[z]. Potom

(1) f+9=9+F, (5) f-9=9-f,
2) f+(g+h)=(f+g) +h, (6) f-(g-h)=(f9) h,
(4) f+(=f)=0, (8) f-(g+h)=Ff-g+fh
Dikaz. Cviceni. O

Tvrzeni 5.1.3. Necht f,g,h € Plz], fg = fh a f #0. Pak g = h.

Diikaz. Jestlize fg = fh, pak f(g—h) = 0 a asponi jeden z polynomii f a g— h je nulovy.
Podle predpokladu f # 0, takze g —h =0 a g = h. O

Podobné jako v pripadé matic nebo v pripadé prvka néjakého pole je mozné definovat
inverzni polynom.

Definice 5.1.6. Budte f, g € P[z|. Polynom g je inverzni k polynomu f, jestlize fg =
gf = 1. Inverzni polynom k polynomu f znac¢ime f~!. Polynom, ke kterému existuje
polynom inverzni, je invertibilni. Mnozina vSech invertibilnich prvkia P[x] nebo P se
znaéi Px|*, resp. P*

Tvrzeni 5.1.4. Invertibilni polynomy jsou pravé nenulové konstantni polynomy (tedy
polynomy stupné 0).
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Diikaz. Existuje-li k polynomu f inverze f~1, potom ff~! =1 a oba polynomy f, f~!
jsou nenulové. Déle deg f < deg f + deg f~! = deg(ff ') = deg1 = 0. Takze deg f =0
a f je tedy nenulovy konstantni polynom.

Na druhou stranu, pokud f je nenulovy konstantni polynom, mtzeme ho ztotoznit
s prislusnym prvkem pole, ke kterému diky vlastnostem pole existuje prvek inverzni
a ten zase muzeme ztotoznit s prisluSnym polynomem, ktery je tedy inverzni k f. [

Nyni se budeme vénovat délitelnosti polynomii. Teorie délitelnosti polynomt a teorie
délitelnosti celych Cisel si jsou dosti podobné.

Definice 5.1.7. Budte f, g € P|z]. Polynom g déli polynom f, jestliZe existuje polynom
h € P[z] takovy, ze f = gh. Pak také polynom ¢ je délitel polynomu f a polynom f je
délitelny polynomem g. Zapisujeme g | f.

Cviceni. Jestlize g | f a f # 0, pak degg < deg f. >
P¥iklad. (1) x| 22 — x, protoze 22 — z = z(z — 1).
(2) x nedéli 22 + 1. Aby z - h byl polynom stupné 2, h musi byt stupné 1, ale pro
jakykoliv polynom h = a1z + ag stupné 1 plati - h = a12? + agz. |
Cviceni. (1) Ukazte, ze z — 1 | ™ — 1 pro kazdé celé n > 1.
(2) Ukaite, zZe relace | je reflexivni a tranzitivni. >
Tvrzeni 5.1.5. Budte f,g,h € P[z].

(1) f1faflo.

(2) Jestlize f | g a g | h, pak f | h.
(8) Jestlize f | g a f | h, pak f | (g+h).
(4) Jestlize f | g, pak [ | (gh).
(5) Jestlize fg| fh a f #0, pak g | h.
Diikaz. Cviceni. |

Podobné jako v pripadé celych ¢isel i v pripadé polynomu existuje déleni se zbytkem
(nebo netplné déleni).

Tvrzeni 5.1.6. Budte f,g € Plz]|, g # 0. Pak existuje pravé jedna dvojice q,r € P[z]
takova, Ze

(i) f=gq+r;
(7i) bud r =0 nebo degr < degg.

Dikaz. Jestlize f = 0, tak pro dvojici ¢ = 0, r = 0 jsou splnény podminky (i) a (ii).

Pfedpokladejme, Ze f # 0. Polozme gg = 0 a 79 = f a definujme rekurzivné

ler; ler;

lcg
Potom pro kazdé i plati f = gq; + r; a bud r;41 = 0 nebo degr; 11 < degr;. Proto pro
néjaké ¢ bud r; = 0 nebo degr; < degg. V takovém piipadé v rekurzi nepokracujeme a
posledni dvojice g;, r; je hledana dvojice g, r.

Jesté je tfeba dokéazat jednoznacnost. Predpokladejme, Ze pro dvojice q1,71 a g2, 72
jsou splnény podminky (i) a (ii). Tedy,

. xdegri—degg’ . xdegri—degg .q.

Gi+1 = ¢ + Titl =T

_lcg

f=90+ri=gg+rs, cliglan—q)=ro—riag|ro—n (1)
r1 = 0 nebo degr; < degg (2)
r9 = 0 nebo degre < deg g. (3)
Kdyby ro — 1 # 0, tak z (1) vyplyva, ze degg < deg(re — r1), zatimco z (2) a (3)
vyplyva, ze deg(ry — 1) < degg. Dostavame spor, takze ro — 11 = 0, ¢ili 11 = 7ro.

Vzhledem k tomu, 7e g # 0, z g(¢1 — q2) = 0 vyplyvé, ze ¢ —q2 =0, ¢ili g1 = . O
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Definice 5.1.8. V predchozim tvrzeni q je ¢dstecny podil (podil, je-li r = 0) polynomu
fagarje zbytek.

Je zfejmé, ze g | f pravé tehdy, kdyZ zbytek je roven nule.
Priklad. Budte f,g € R[z],

f=a>+223+2x+4 a g=a>+x+2.

Tedy qo = 0, 790 = f a polynomy q1,...,q4 a71,...,74 je mozné ziskat pomoci schématu
(x5 + 223 +2c+4): (P +2+2) = 2% -2+l —i—z;jf:fQ
—(2® + 2% + 223) P
4 N——
rL=—x +2x+4 q2
—(—z* — 2% - 22?) pa
N— —
rog =% +22% + 22 + 4 P
—(23 + 2% +2z2)
ry = 2 +4
—(z24+ z+2)
rq = —ZE‘+2
Cili
90 =0 ro=a’+22° + 2z +4
¢ =a* ry=—al4 2244
@ =a® — 2 ro = a% + 2% + 2z + 4
=232+ ry = 2% + 4
=22 +r+1 ry=—x+ 2

a je snadné ovérit, ze f = gq; + r; pro kazdé i € {0,1,2,3,4}.
Jelikoz degry =1 < 2 =degg,

q:q4:x3—:c2+x+1 a r=ry=—x+ 2.
Tedy

f=a+23 4+ 20 +4=gq+r=(22+2+2) - @ -2+ +1)+(—2x+2). B
Definice 5.1.9. Polynom je normovang, je-li nenulovy a jeho vedouci koeficient je 1.

Je-li f=apa™+ap_12" 1 +--- + a1z + ap nenulovy polynom s Ic f = a,, # 0, pak

1 a a
— f=a"+ oot a2

- n-1 n-1
le f an an, an,

f=
je normovany polynom. Polynomy f, f jsou z hlediska délitelnosti rovnocenné (f | f a
1)
Lemma 5.1.7. Budte f, g normované polynomy takové, Ze f | g a g | f. Potom f = g.

Dikaz. Predpokladejme, Ze f | g a zaroven g | f. Potom existuji polynomy p,q € Plz]
tak, Zze g = fpa f = gqg. Mame f = fpq a tedy 1 = pq. Polynomy p, q jsou tedy nenulové
konstantni polynomy a 1 =lcg =1lc(fp) =lcf-lecp=1-p=p. Takze g = fp=f. O

Relace délitelnosti mezi normovanymi polynomy je tedy navic antisymetrickéa, ¢ili je
to usporadani a mame usporadanou mnozinu vSech normovanych polynomt.
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5.2. Nejvétsi spolecny délitel

Definice 5.2.1. Budte f,g € P[z] nenulové. Polynom d € Plx| je nejvétsi spolecny
delitel polynomu f, g, jestlize

(1) d| fadlg;

(2) kdyz h € Plz], h | f a h| g, pak h | d;

(3) d je normovany.
Zapisujeme d = D(f, g).
Definice 5.2.2. Polynomy, jejichZ nejvétsi spolecny délitel je 1, jsou nesoudélné.
P¥iklad. (1) D(2z,2%) = z.
(2) Polynomy = a x + 1 jsou nesoudélné. Oba polynomy jsou stupné 1, proto jejich
délitele jsou stupné bud 1 nebo 0. Linearni délitele polynomu z jsou cz, kde ¢ € P, ale
zéddny z nich neni délitelem = + 1. Spole¢né délitele polynomt = a x + 1 jsou tedy jen

nenulové konstantni polynomy a jelikoz nejvétsi spoleény délitel je navic normovany,
D(z,x+1)=1.

(3) Pro f#0 D(f,0) = f. n
Tvrzeni 5.2.1 (Eukleiduv algoritmus.). Budte f,g € P[z] nenulové polynomy. Bud
T0,T1,72,73, ... posloupnost polynomu takovd, Ze ro = f, r1 = g a jsou-li zndmy r;,ri+1,

pak riyo ziskdme neuplnym délenim polynomu r; polynomem rii1:
T = Tit1¢; + Tive, budriirs =0 nebo degr;io < degriy1.
Potom existuje index N takovy, Ze ry_1 #0 ary =0.

Diikaz. Jelikoz deg g = degry > degry > degrs > ... je klesajici posloupnost nezapor-
nych celych Cisel, existuje N € N takové, ze ry_1 #0 ary =0. g

Priklad. Budte f,g € R[z],
f=a’+223+22+4 a g=x’4+x+2.

Tedy ro = f, 71 = g a uz vime, ze f = g- (23 — 22 + 2+ 1) + (—z + 2), takze
r9 = —2 + 2 a qozxg—x2+a:+1.

Délenim polynomu r; polynomem 7o

: _ 8
(224 z+2): (-2 +2)= -2 -3+ =

~(z? — 20)
3x+ 2
—(—3z — 6)
8
dostaneme
rg = 8 a q =—x—3.

Délenim polynomu 72 polynomem r3
(—2+2): (8) =2+ 2

2
-2
0
dostaneme
0 T 2
T4 = a q2 = 3 + 3

V tomto piipadé tedy N = 4. |
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Tvrzeni 5.2.2. Pro libovolné dva polynomy, z nichZ aspor jeden je nenulovy, existuje
jejich nejuétsi spolecny délitel.

Diikaz. Budte f,g € Plz]. Je-li f # 0 a g =0, D(f,0) = f. Piedpokladejme, Ze f,g
jsou nenulové, a aplikujme Eukleiduv algoritmus. Bud N € N takové, ze ry_1 # 0 a
ry = 0.

Ozna¢me d = 7y_1 (normovany polynom). Ziejmé d | ry—1 a d | ry. Je-li d délitel
polynomii ;41 a 7142, pak je délitel i polynomu r; = r;y1q9; + ri42. Postupné tedy
dostaneme, ze d | r; pro véechna i € {0,...,N}, véetné d |1 =gad|ro = f.

Bud h € P[x] takové, ze h | f =19 ah | g =r;. Je-li h délitel polynomt r; a 41, pak
je délitel i polynomu 749 = 7; — r;41¢;. Postupné tedy dostaneme, Ze h | r; pro vSechna
i€{0,...,N}, véetné h | ry_1 = d. Tedy, d = D(f, g). O

Priklad. Budte f,g € R[z],

f=a" 4223+ 20 +4 a g=az>+x+2
Uz vime, ze N =4 a r3 =8, ¢ili D(f,g9) =73 = 1. |
Tvrzeni 5.2.3. Libovolné dva polynomy maji nejuyse jeden nejvétsi spolecny délitel.

Dikaz. Budte dy, d2 nejvétsi spoleéné délitele. Podle definice dy | da a da | d; a jelikoz
di,do jsou normované, di = do. O

Tvrzeni 5.2.4 (Bézoutova véta). Budte f,g € Plx] polynomy, z nichZ aspon jeden je
nenulovy. Pak existuji polynomy u,v € Plzx] takové, Ze D(f,g) = fu + gv.

Dikaz. Oznac¢me I = {fu+ gv | u,v € P[x]}. V mnoziné I existuje normovany prvek
minimalniho stupné, ozna¢me jej d. Tedy, d = fu + gv pro néjaka u,v € P[z].

Po déleni se zbytkem dostaneme f = dg + r, kde bud r = 0 nebo degr < degd.
Zarovenr = f —dq = f— (fu+gv)qg = f(1 —uq)+ g(—vq) € I. Kdyby r # 0, byl by to
nenulovy prvek I stupné nizsiho nez degd. Takze r = 0 a tedy d | f. Analogicky d | g.

Bud h € P[x] spole¢ny délitel f a g. Pak h je délitel i polynomu fu + gv = d. Tedy,
d=D(f,g). O

Pomoci Rozsifeného Eukleidova algoritmu lze ziskat nejen D(f,g), ale i polynomy
u, v z predchoziho tvrzeni.

Tvrzeni 5.2.5 (Rozsiteny Eukleidav algoritmus.). Budte f,g € Plz] nenulové poly-
nomy. Budte ro,7m1,79,...,TN_1 @ Q0,q1,G2,...,qN_3 posloupnosti polynomi z Euklei-
dova algoritmu. Budte

ug = ].,Ul :07u27"'7uN*17

Vo :0,’01 = 1,U2,...,’UN_1,

posloupnosti polynomd takove, Ze u; = w;11q; + Uit @ V; = v;11¢; + Viro pro vSechna

i€{0,...,N —3}. Potom ry_1 = funy—1+ gun—_1 a oznacime-li
1 1
= UN-1 a U= UN-1,
lc N—-1 Ic TN-1
pak D(f,g) = fu+ gv.
Dukaz. O

Priklad. Budte f,g € R[z],
f=2>+23+20+4 a g=z +a+2
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Uz vime, ze D(f,g) =1, N =4,
ro=a’+22° + 2z +4
r=a’+x+2

rg = —x+ 2
r3 =38
Uy =
u1—0

Dale

Ug = u1qo + U2

1=0-qo+ u2 implikuje wug =
Vo = vV1qo + V2

0=1-qo+ ve implikuje vy =
ul = u2q1 + u3

0=1-¢1 +us implikuje ug =
V1 = V2q1 + V3

1=—q-q1 +v3 implikuje w3 =

Lze snadno ovérit, ze rg = fus + gvs, a kdyz

“TETR

QOZxS—x2+x+1

G=-r—-3

’U():O

’U1:1.
L,
—qo =~ + 2% —2 -1,
iq1:x+3’

1+Q0Q1=—:E4—2:E3+2:132—4:r—2.
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