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6. prednaska, 1. 11. 2022

3.3. Adjungovana matice

Definice 3.3.1. Bud A &tvercova matice. Oznaéme A matici kofaktort flz Matice AT
je matice adjungovand k matici A a znaci se adj A. Tedy,

adjA = AT,
Priklad. Mé&jme

a b
A_<Cd>
~ T
Al A} d —c\" d —b
AT 2 o o
waei= ()4 - (4 ) -

Tvrzeni 3.3.1. Pro libovolnou étvercovou matici A

detA-FE=A-adjA=adjA- A.

Je-li A requldrni matice, pak

_ 1 .
A lzdetAadJA.

Dikaz. V i-tém radku a j-tém sloupku matice A - adj A je
(A-adjA)j ZAl (AT)k ZAZAJ

Proi=jje (A-adjA): =3, A%A% = det A podle Laplaceovy véty.
Je-li i # j, bud B matice, kterd z A vznikne tim, Ze j-ty fddek nahradime i-tym
rfadkem. Potom

Z AZ;IZ% = Z B,Z{;Bi = (B se lisi od A jen v j-tém fadku)
k k
=Y BB = (B}, = B))
k
=det B = (podle Laplaceovy véty)
=0. (B mé dva stejné radky)

Matice A - adj A je tedy diagondlni a vSechny prvky na diagonéle jsou rovny det A, ¢ili
A-adjA=detA-E.

Rovnost adj A - A = det A - E dostaneme analogicky.
Je-li A regularni, pak det A # 0, takze jim muZeme délit a s pouzitim Tvrzeni 2.4.3
dostaneme uvedeny vztah. O

Piiklad. Mé&jme regularni matici

A:<i2>

Potom
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Napriklad pro
1 2
A= <3 4)
dostaneme
1 4 -2
—1 _ g
AT =0 <—3 1>



4. SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

4.1. Soustavy linearnich rovnic a jejich reSeni

Definice 4.1.1. Budte n € N, P pole, ay,as,...,a,,b € P, z',2%,... 2" ¢ P. Potom
arxt +asx? + -+ apz” =b

je linedrni rovnice nad polem P o n nezndmych x',22,..., 2" (nejsou to mocniny, jen
horni indexy). Prvky aq,aq,...,a,,b € P jsou koeficienty.

Uvedenou linearni rovnici mizeme zapsat
n
d —
g a;jr’ =b.
Jj=1

Definice 4.1.2. Reseni rovnice
arzt +agx? + - +apz" =b

je kazda uspotadana n-tice (&%, €2,...,£") prvki pole P takova, Ze plati rovnost
a1€' +axt? + - + a,€" =b.

Pri hledani feSeni rovnice tedy hledame prvky €L€2. ..., 6" pole P takové, ze po
dosazeni ¢' za ' pro kazdé i € {1,2,...,n} se z rovnice stane rovnost.

Priklad. Necht P je pole redlnych ¢isel R.

12t +2-22+0-2°+4-2 =6

je linedrni rovnice o ¢étyfech neznamych xt, 22, 23, 24 ReSeni této rovnice jsou napiiklad

(6,0,1,0), (2,2,7,0), (—4,3,0,1), ale nejsou to zdaleka vSechna FeSeni. |
Tvrzeni 4.1.1. Rovnice ax = b nad polem P o jedné nezndmé x, kde a # 0, md jediné
resend, a to & = ba L.

Diikaz. Dosadime-li £ = ba~! za z, dostaneme aé = aba™! = b, takze ¢ je FeSeni.
Na druhou stranu, je-li £ néjaké feseni, tedy aé = b, pak ¢ = ¢ -1 = £(aa™?)
(¢a)a! = (a€)a! = baL Cili kazdé feseni je rovno ba~! a je tedy jediné.

H ]

Priklad. Rovnice 3z = 6 nad polem realnych ¢isel ma jediné feseni 6 - 371 = 2.

Definice 4.1.3. Budte m,n,i,j € N, i € {1,2,...,m}, j € {1,2,...,n}, P pole, pro
kazdé i, j necht aj, b € P, xl 22 ... 2" ¢ P. Potom
ajrt +ayr® + - +apr" = bt

air' +a32® + -+ ala" = b

al'z' +af'a® + -+ alla™ = "
n

je soustava m linedrnich rovnic nad polem P o n nezndmych x',... a"

Uvedenou soustavu linearnich rovnic miizeme zapsat

n
Zaéxj =b, 1<i<m.
j=1
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Oznacime-li

al al al bt zt
a? a3 a? b? z?
A= , b= , x=1 .1,
al® ay’ ay’ b™ "
miizeme soustavu linearnich rovnic psat jako rovnici

Ax = b.

Definice 4.1.4. Matice A = (aé)mxn je matice soustavy, b = (b'),x1 je sloupek pravijch
stran, © = (2")nx1 je sloupek nezndmgjch. Matice

11 1 gl
a; ay; ... a, b
_ a? a3 ... a® b
A=
m m m m
a' aj ayt b

je rozsirend matice soustavy.

Definice 4.1.5. ReSeni soustavy m linedrnich rovnic o n nezndmych je kazdéa uspofa-

dana n-tice & = (£1,€2,... &™) prvki pole P takova, ze pro kazdé i € {1,...,m} plati
rovnost

ai€! +ape® + -+ apg" = b

.- . p ;. . . . T ;o
nebo pii maticovém zapisu je to sloupkova matice £ = (51 &2 . f") takova, ze
plati rovnost
AéE =b.
Souéin Ax si muZeme rozepsat
ai ad ... a} x! alz +alz? + -+ ala”
a3 a3 ... d 22 adzt + a3x® + -+ aZa”
Al’ = . . = =
m m m n m .1 m,.2 m,.n
ay ag ... G, z ayx +ayxr”+ -+ a,T
1 1 1
1 " "
a a a
1 2 n
=gt | D+ T+ ] =
m m m

=2l Ay 4 2% A -+ 2" AD
a soustavu Az = b pak muZeme piepsat
2P A+ 22 A+ 2" A =D

Tedy, soustava linearnich rovnic Az = b mé feSeni pravé tehdy, kdyz existuje linedrni
kombinace sloupkil matice A, kterd je rovna sloupku pravych stran b. Koeficienty tako-
vych linedrnich kombinaci tvoii jednotliva reseni soustavy.

Jestlize soustava linedrnich rovnic méa néjaké feSeni, tj. sloupek pravych stran je
néjakou linedrni kombinaci sloupki@l matice soustavy, potom hodnost rozsifené matice
soustavy je rovna hodnosti matice soustavy. Jestlize soustava nemé feseni, tj. sloupek
pravych stran neni linedrni kombinaci sloupkti matice soustavy, potom hodnost rozsirené
matice soustavy je o 1 vétsi nez hodnost matice soustavy.

Mnozina vSech feseni soustavy linearnich rovnic je prunik mnozin vsech reseni jed-
notlivych rovnic soustavy.
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P¥iklad. (1) Reseni linedrni rovnice
a1zt + asx® = b

s redlnymi koeficienty o dvou nezndmych 2!, 22 jsou usporddané dvojice (¢!, £2) realnych
¢isel takové, ze po jejich dosazeni do rovnice za neznamé dostaneme rovnost. Mnozina
vSech feseni takové rovnice je tedy

{(¢',€%) e R?*| a1 + axé® = b}

a bereme-li usporadané dvojice jako body v roviné, tato mnozina je
e prazdn4, tj. rovnice nemé feSeni — pokud a3 = a2 =0 a b # 0;
e piimka, tj. rovnice ma nekone¢né mnoho reseni — pokud aspon jeden z koeficientt
a1, as je nenulovy;
e celd rovina, tj. rovnice ma nekonecné mnoho feSeni — pokud a; = ay =b = 0.
Je-li to primka prochéazejici dvéma body u = (u1,u2),v = (vi,v2) a oznacime-li w =
u — v, muzeme ji zapsat také parametricky

{u+tw|t € R} = {(u1,u2) + t(wi,we) |t € R} =
= {(u1 + twy, ug + twg) |t € R}

(2) Mnozina vSech Feseni soustavy linearnich rovnic o dvou neznamgych je prunik mnozin
vSech FeSeni jednotlivych rovnic. Takova mnozina je tedy

e prazdna — pokud bud aspon jedna rovnice nemd feSeni, nebo mnoziny vSech fesSeni
dvou rovnic jsou rovnobézné piimky, nebo mnoziny vSech feSeni tfi rovnic jsou
pfimky s prazdnym prinikem;

e jednoprvkova — pokud mnoziny vSech fesSeni dvou rovnic jsou piimky s jednoprv-
kovym priinikem, jehoz prvek je fesenim i vSech ostatnich rovnic soustavy;

e pfimka — pokud to neni celd rovina a vSsechny mnoziny vSech feSeni jednotlivych
rovnic rizné od celé roviny jsou tatéz primka, tedy vSechny rovnice jsou nasobky
jedné z nich;

e celd rovina — pokud vSechny rovnice maji vSechny koeficienty i pravé strany nulové,
tedy a} = a = b = 0 pro kazdé i.

(3) Reseni linearni rovnice o tfech nezndmych jsou uspoiddané trojice, po jejichz do-
sazeni do rovnice dostaneme rovnost, a bereme-li usporadané trojice jako body v troj-
rozmérném prostoru, mnozina vsech reseni je

e prazdnad — pokud a1 =as =a3=0ab #0;

e rovina — pokud aspon jeden z koeficientt a1, as, ag je nenulovy;

e cely trojrozmérny prostor — pokud a; = a2 = a3 =b=0.

A také rovinu v prostoru miZeme vyjadrit parametricky.
(4) Mnozina vSech FeSeni soustavy linedrnich rovnic o tfech nezndmych muze byt

e prazdna;

e jednoprvkova;

e piimka;

® ToVina;

e cely trojrozmérny prostor.

(5) ReSeni linearni rovnice o n nezndmych jsou usporadané n-tice a mnozina vsech
FeSeni je

e prazdna;

e . (n — 1)-rozmérna rovina“, nazyva se nadrovina v n-rozmérném prostoru;

e cely n-rozmérny prostor.

Mnozina vsech FeSeni soustavy linearnich rovnic o n neznamych je tedy pripadné prinik
nadrovin v n-rozmérném prostoru. |
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Priklad. (1) Soustava
4222 — 22 =1

—at 4 P2l =1

20t — 224+ =1
mé pravé jedno feseni, (0,5,0,5,0,5), tj. &8 = &2 = €3 = 0,5. Mnozina viech feseni je
{(0,5,0,5,0,5)}.
(2) Méjme soustavu

r—y=1

tedy jednu rovnici o dvou neznamych x,y. Kazda uspordadand dvojice (¢,t — 1), kde ¢
je libovolné realné &islo, je feSeni soustavy, tj. &8 = ¢, €2 =t — 1 pro libovolné t € R.
Soustava mé tedy nekoneéné mnoho feSeni a mnozina vsech feseni je {(t,t—1) |t € R}.
(3) Soustava

z=0
r=1
nemd zadné Feseni, mnozina vSech feseni je tedy prazdnd mnozina (). |

4.2. Gaussova eliminaéni metoda a obecné feSeni

Resit soustavu linearnich rovnic, tj. hledat mnozinu vsech jejich feseni, je mozné tak,
Ze soustavu upravime na takovy tvar, ze kterého vsSechna feSeni vycteme. Je ovSem
nutné pouzivat pouze takové upravy, po jejichz provedeni mnozina vSech feseni nové
soustavy je stejnd jako mnozina vSech feseni ptivodni soustavy.

Definice 4.2.1. Ekvivalentni uprava soustavy linedrnich rovnic je tprava, jejiz prove-
denim vznikne soustava lineadrnich rovnic s mnozinou vsech feseni rovnou mnoziné vsech
feSeni pavodni soustavy.
Soustavy linearnich rovnic, jejichz mnozZiny vSech feSeni se vzajemné rovnaji, jsou
ekvivalentns.
Definice 4.2.2. Elementdrni upravy soustavy linedrnich rovnic jsou
(i) pfi¢teni néjakého nasobku jedné rovnice k jiné rovnici,
(ii) vynasobeni nékteré rovnice nenulovym prvkem pole,
(iii) vzdjemna vymeéna dvou rovnic.
Ke kazdé elementérni Gpravé soustavy existuje elementarni Gprava (stejného typu),
ktera soustavu prevede do ptivodniho stavu.
Je ztejmé, ze provedeni fadkové elementarni Gpravy rozsifené matice soustavy je totéz

co provedeni obdobné elementarni tupravy soustavy.
Podle nasledujiciho tvrzeni elementarni tpravy jsou ekvivalentni.

Tvrzeni 4.2.1. Elementdrni dpravy soustavy linedrnich rovnic jsou ekvivalentni.

Diikaz. Mé&me soustavu linearnich rovnic o n nezndmjch 2!, 22%,...,2" a bud & =
(€1,€2,...,&M) jeji feSeni, tj. pro kazdé 4 plati rovnost
ai€' +ape? + -+ apg" =1
Zvolme si jednu elementarni Gipravu, pri¢teni c-nasobku j-té rovnice k i-té rovnici,

kde i # j (pro zbylé dvé upravy je dikaz analogicky). Po této tipravé dostaneme novou
soustavu, ktera se od té pivodni lisi jen v i-té rovnici, ta v nové soustavé je

(a} +cal)a’ + -+ (a}, + ca)a" = b + cb.
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Je ziejmé, 7Ze £ je FeSenim i této nové soustavy, protoze je Fesenim nové i-té rovnice

i Jyel i Jyen

(ay +ca))§ + -+ (ay, + cal)E" =

(il ien Je¢l jeny

= (@€' -+ ahE") +e(afe + -t adem) =

=b" +c
i v8ech ostatnich, nezménénych rovnic soustavy. To znamenad, ze kazdé reseni pivodni
soustavy je reSenim i upravené soustavy.

Pti maticovém zapisu muzeme tvrzeni dokazat s vyuzitim toho, Ze fadkova elemen-
tarni iprava matice je totéz co vynasobeni elementarni matici zleva. Upravou soustavy
Ax = b dostaneme soustavu QAx = Qb. Jestlize £ je feSenim puvodni soustavy, tedy
A& = b, potom QAL = Qb a & je FeSenim i upravené soustavy.

Vzhledem k tomu, ze upravenou soustavu mizeme pfevést na tu piivodni opét pomoci
jedné z elementarnich uprav, kazdé reseni upravené soustavy je také fesenim pivodni

soustavy. Celkové tedy mnozina vSech feSeni upravené soustavy je rovna mnoziné vsech
feseni ptivodni soustavy. O

Tvary soustavy linearnich rovnic, ze kterych lze snadno vy¢ist vSechna reseni soustavy,
jsou ty, jejichz rozsifené matice jsou ve schodovitém a jesté lépe v Gaussové—Jordanove
tvaru.

Gaussova eliminaéni metoda. Radkovymi elementarnimi tipravami upravme roz-
Sifenou matici soustavy na Gaussiv—Jordaniv tvar (stacil by i schodovity). Jestlize
upravend rozsifena matice soustavy ma vice (o jeden) nenulovych fadki nez pfislusna
matice soustavy, soustava (upravend i puvodni) nemé fesSeni. Jestlize po¢ty nenulovych
radkd upravené rozsifené matice soustavy i prislusné matice soustavy se rovnaji r, tj.
rozsifend matice soustavy a matice soustavy maji stejné hodnosti, prislusnd soustava
rovnic (uvadime jen ty nenulové) je

o+ 0 +---4 0 —|—C,1€T+1$k"+1—|—~--—|— C}L:L'n:dl

ghrt b+ 0 o et g =

xk’r + CZT+1ka+1 + T + C;‘/L‘n = dT.

Z posledni rovnice miizeme pomoci zF-+1 .. 2™ vyjadrit
k- _ gr r kr+1 r.n
2 =d —cp BT = =T
Z piedposledni rovnice mitizeme pomoci aFr-1+1 gkl gkl an yyiddit
kp1 _ gr—1_ r—1 kroi+l  or=1 _ke—=1 __ r—=1 kel r—1_n
x =d Ch 1% Cp 1T Cpo 1T ¢, x".
Takto miizeme postupovat az k prvni rovnici, ze které vyjadiime x! (k; = 1) pomoci
vSech ostatnich neznamych kromé z2, ... zFr.

Ziskdme tak vyjadfeni r nezndmyjch =1, 252, ... ¥ pomoci n—r neznamych z' s i €
{1,2,...,n} \ {k1, k2, ..., k. }. KdyZ za neznamé z*, i € {1,2,...,n}\ {k1,k2,..., k- },
zvolime libovolné prvky pole P, které pak dosadime do ziskanych vztahd pro neznamé
k1 k2 2k a tyto hodnoty dopocitame, dostaneme feSeni soustavy Az = b.

Definice 4.2.3. Nezndmé 2%, 2%2 ... xF 7 piedchoziho odstavce jsou hlavni (nebo

bdzové nebo bdzické), nezndmé x%, kde i € {1,2,...,n}\{k1, ke, ..., k.}, jsou parametry
(nebo volné proménné) a oznacujeme je po fadé tt, ... t" "

Definice 4.2.4. Reseni soustavy linedrnich rovnic o n neznamgych, jejiz rozsifend matice
mé hodnost r, zapsané pomoci n — r parametrt se nazyva obecné resent. ReSeni ziskané
z obecného feSeni libovolnou volbou parametrt se nazyva partikuldrni resent.



42 Soustavy linearnich rovnic

Je ziejmé, Ze kazdé feSeni soustavy linedrnich rovnic lze ziskat z obecného FeSeni
vhodnou volbou parametri. TakZze mnozina vSech feSeni ziskanych z obecného TeSeni
vSemi moznymi volbami parametri je rovna mnoziné vSech feseni soustavy.

Priklad. Méjme soustavu
t 4227 +32% =1
22 327 + 423 =1
3z' + 42 +52° =1

nad polem realnjch ¢isel. Rozsifend matice soustavy je

1 2 31
2 3 41
3 4 5 1

Jeji Gausstiv—Jordaniiv tvar je

1 0 -1 -1
01 2 1
00 0 O

a hodnost matice soustavy i hodnost rozsifené matice soustavy se rovnaji 2. Uvedeny
Gausstiv—Jordantv tvar reprezentuje soustavu

z! —d=-1

2 4223 = 1.

Z druhé rovnice mtizeme vyjadfit #2 pomoci x>

2?2 =1-2a3
a z prvni rovnice miZzeme vyjadiit ! pomoci z3

ot = —1+23
Méme tedy 2 (= hodnost matice) neznamé vyjadieny pomoci jedné (= 3 — 2) neznamé.
Neznamé 2! a 22 jsou hlavni, nezndmé 3 je parametr a miizeme za ni dosadit libovolné
realné ¢islo a hlavni nezndmé dopocitat. Oznacime-li parametr ¢, dostaneme, ze

(=1+t,1—2t,t),t €R,
je obecné feseni soustavy. Pfi volbé ¢ = 0 ziskdme partikuldrni feseni (—1,1,0). MnoZina
vSech feSeni soustavy je

{(=14¢t,1—2t1t)|t € R}.
Usporadanou trojici (—1 + ¢, 1 — 2t,¢) miZzeme zapsat

(—14¢1—2t¢) = (=1,1,0) + (¢, —2t, ) =

=(-1,1,0) + t(1,-2,1)

a mnozinu vSech feseni soustavy pak mtzeme zapsat

{(-1,1,0) + ¢(1,—-2,1) | t € R},
coz je pfimka v R? prochazejici bodem (—1,1,0) se smérovym vektorem (1, —2,1). Pi
maticovém zapisu je mnozZina vSech feSeni

-1 1
1 | +¢t| -2 telR,. |
0 1
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4.3. Frobeniova véta

7 ptedchozich pozorovani a tvrzeni vyplyva nasledujici véta.

Tvrzeni 4.3.1 (Frobeniova véta). Soustava linedrnich rovnic md aspon jedno fesent
praveé tehdy, kdyzZ hodnost matice soustavy se rovnd hodnosti rozsiten€ matice soustavy.

Diikaz. Jestlize soustava Ax = b ma néjaké feSeni, pak sloupek b pravych stran je
linearni kombinaci sloupk matice A a rozsifenim matice A o takovy sloupek se hodnost
nezméni. Takze matice A a A maji stejné hodnosti.

Jestlize se hodnosti matic A a A rovnaji, a rovnaji se tedy i hodnosti pfislusnjch
matic v Gaussové—Jordanové tvaru, pak pouzitim postupu z predchozi podkapitoly a li-
bovolnou volbou parametrt ziskdme reseni soustavy. O

Priklad. (1) Soustava
R L |
—zl 4 2?23 =1
20 — 2?4 23 =1

ma matici soustavy

1 2 -1
-1 1 2
2 -1 1

a rozsirenou matici soustavy

1 2 -1 1
-1 1 21
2 -1 11

Jejich hodnosti jsou stejné, obé se rovnaji 3, takze podle Frobeniovy véty soustava mé
feSeni. Jelikoz hodnosti jsou rovny poctu neznamych, vSechny neznamé jsou hlavni,
zddné neni parametr a soustava mé pravé jedno feSeni.

(2) Soustava
r—y=1

ma matici soustavy
(t -1

a rozsirenou matici soustavy
(1 -1 1).

Jejich hodnosti jsou stejné, obé se rovnaji 1, takze podle Frobeniovy véty soustava ma
fesSeni. Jelikoz hodnosti jsou nizsi nez pocet neznamych, jedna nezndma je hlavni, jedna
neznama je parametr a soustava ma nekonecné mnoho feSeni.

(3) Soustava

=0

r=1

ma matici soustavy

()
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a rozsifenou matici soustavy

(1 1)

Hodnost matice soustavy je rovna 1 a hodnost rozsifené matice soustavy je rovna 2,
takze podle Frobeniovy véty soustava nemé feseni. |

4.4. Cramerovo pravidlo
Podle Frobeniovy véty soustava s regularni matici ma feSeni. Podle nasledujici véty
mé praveé jedno FeSeni.
Tvrzeni 4.4.1. Soustava Ax = b s regquldrni matici A md pravé jedno feseni
£=A"1b.
Diikaz. Bud A reguldrni matice, tedy ¢tvercovd, invertibilni, s maximalni hodnosti. Po-
tom podle Frobeniovy véty soustava Ax = b mé TeSeni. A pro kazdé feSeni & plati

AE =b, tedy € = A7TAE = A1), O
Tvrzeni 4.4.2 (Cramerovo pravidlo). Bud Az = b soustava s requldrni matici A a Te-
Senim £ = (fl £ ... f")T Pak pro kazdé i € {1,2,...,n}
det A’
kde A; je matice vznikld z matice A vymeénou i-tého sloupku za sloupek pravich stran b:
ai ...aj_; b oaly ... ap
at ...aly V" oaly ... ay

Dikaz. Pfi rozvoji podle i-tého sloupku dostdvame det A; = > y Ai b . Dale
adjA, _ AT ATh
det A~ detA  detA

E=A"1r=
a tedy
Zj(AT)é‘bj _ > Aib’ _ Zj(flz)fb] _ det 4;

&= det A detA  detA = detA’

Tvrzeni muzeme dokéazat také takto: Je-li £ feseni soustavy Ax = b, pak b je linearni
kombinaci sloupkit A s koeficienty £1,..., &7, tedy

b= A+ A+ AL =Y A
J

a matice A; ma v i-tém sloupku tuto linearni kombinaci vSech sloupkt matice A. Potom

det A; =det (A} ... A7, b AY, ... A9 =
=det (A9 ... Ay, Y LAY Ay, ... Ap) =
= det (A7 ... A7, A3 Ay, ... A=
J
= Fdet (A7 ... A7, AT An, . Ap) =
J
=¢&det (A7 ... AS, AY AD, ... AD) =

= ¢l det A,
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z ¢ehoz dostaneme pozadovany vztah. O
Priklad. Mé&jme soustavu
ol 4222 — 2 =1
—t+ 2?42 =1

201 — x2+ 2% =1.

Potom
1 2 -1 1 2 -1
A=1-1 1 2 Ai=11 1 2
2 -1 1 1 -1 1
1 1 -1 1 2 1
A= -1 1 2 As=| -1 1 1
2 1 1 2 -1 1
a
det A =14 det Ay =7 det Ay =7 det A3 =T7.
Proto

det A  detA  detA 14 2

4.5. Homogenni soustavy linearnich rovnic

Definice 4.5.1. Soustava linearnich rovnic s nulovou pravou stranou, b = 0, se nazyva
homogenni.

Piiklad. (1) Soustava
ot 4222 — 22 =0
—at 4 22423 =0
22t — 22+ 23 =0
je homogenni.

(2) Soustava

2?4+ 23=0

je homogenni.
(3) Soustava

z=0
r=1
neni homogenni. |

Tvrzeni 4.5.1. Kazdd homogenni soustava ma resent, nulové.

Dikaz. Existence feSeni vyplyva z Frobeniovy véty. Je zfejmé, Ze dosazenim nuly za
v8echny nezndmé ziskdme Teseni. O

Predchozi tvrzeni netvrdi, Ze nulové feseni je jediné.

Tvrzeni 4.5.2. Linedarni kombinace vesSeni homogenni soustavy je také reseni té sou-
stavy. Specidlné, nulovy sloupek je Tesent, soucet Teseni je Teseni a c-ndsobek Tesent je
resent.
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Drikaz. Necht &1, & jsou TeSeni, ag, g € P. Tedy, A& = 0 a A& = 0. Potom
Ala1€r + a2bs) = a1 Ay + a2A& =0

a linearni kombinace feseni je tedy také feSeni soustavy. O

Definice 4.5.2. Fundamentdlni systém teseni homogenni soustavy je takova mnozina
FeSeni homogenni soustavy, ktera je linedrné nezavisla a kazdé feseni lze vyjadrit jako
linearni kombinaci feSeni z této mnoziny.

Tvrzeni 4.5.3. Fundamentdlni systém reseni soustavy rovnic Ax = 0 o n nezndmych
md n — rank A prokid.

Diikaz. Obecné feSeni soustavy Axz = 0 o n neznamych je vyjadfeno pomoci n —rank A
parametrii ¢, ..., " 12k A Provedeme-li n — rank A voleb parametri
(th, ... vk Ay —(1,0,...,0),

(L, ... ek Ay —(0,1,...,0),

1 n—rank A
(t', ...t )=1(0,...,0,1),
dostaneme mnozinu feseni s pozadovanymi vlastnostmi. O

Piiklad. (1) Soustava

2t —22=0

ma 2 neznamé, matice soustavy méa hodnost 1 a mnozina vSech feSeni soustavy je
{(t,t)|t € R} = {t(1,1)|t € R}. Fundamentalni systém Feseni soustavy je napiiklad
{(1, 1}
(2) Soustava
ot 2 +22% =0
—at+ 22423 =0
2t 4322 +62° =0
mé 3 neznamé, matice soustavy ma hodnost 2 a mnozina vSech TeSeni soustavy je
{(0,=2t,t) |t € R} = {£(0,—2,1)|t € R}. Fundamentalni systém feseni soustavy je
napiiklad {(0,—2,1)}.
(3) Soustava
et -2t 42 =0
mé 3 neznadmé, matice soustavy ma hodnost 1 a mnozina vSech TeSeni soustavy je
{(s —t,s,t)|s,t € R} ={s(1,1,0) —t(—1,0,1) | s, € R}. Fundamentalni systém feseni
soustavy je naptiklad {(1,1,0),(—1,0,1)}.

(4) Soustava
' +2:2 =0
3z' +42® =0
ma 2 neznadmé, matice soustavy ma hodnost 2 a soustava ma jediné feseni, ¢ili mnozina
vSech FeSeni soustavy je {(0,0)}. Fundamentalni systém feSeni soustavy je ().
(5) Soustava
0z =0

méa 1 nezndmou, matice soustavy mé hodnost 0 a mnozina vsech feSeni soustavy je
{t|t € R} = R. Fundamentélni systém Feseni soustavy je napiiklad {6}. |



