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5. prednaska, 25. 10. 2022

3.2. Determinant
3.2.1. Definice a determinanty nékterych typt matic

Definice 3.2.1. Bud A matice typu n X n nad polem P. Determinant matice A je

det A = Z sgno- AL A2 - Al € P.
O’ESn

Cislo n je vdd determinantu.

Pro determinant matice A se pouZiva znaceni

Al AL 0 AL Al AL L0 AL
A3 A3 .. A2 A3 A% .. A2
det A = |A| = det ) = . .
Ay Ay oAr) Ar oA oan

Diky tomu, Ze o je permutace (bijektivni zobrazeni) na mnoziné I,,, mizeme ji chapat
jako zobrazeni z mnoziny vsech fadkovych indextt do mnoziny vsech sloupkovych indext
matice A. Ke kazdému fadku je tedy vzajemné jednoznac¢né pfifazen sloupek a v kazdém
soudinu Aclf1 -A?,2 -+ A7 je tedy préavé jeden prvek z kazdého fadku a prave jeden prvek
z kazdého sloupku. Determinant matice A je tedy soucet vSech takovychto sou¢int (pro
vSechny permutace o na mnoziné I,,) opatfenych bud znaménkem +, jde-li o sudou
permutaci, nebo znaménkem —, jde-li o lichou permutaci.

Priklad. (1) Necht n = 1. Tedy, I1 = {1}, S1 = {id: {1} — {1}} a sgnid = 1. Pro
matici A = (a) je det A = sgnid-Aild1 =1-Al =a.

(2) Necht n = 2. Tedy, Io = {1,2}, So = {id, 7}, kde id = (1,2) a 7 = (2,1) (viz zapis
permutace na I,,), sgnid = 1 a sgn7 = —1. Pro matici

a b
=)
jedet A =sgnid-Aly A2 +sgnt- Al A2 =1-A1A3+4(—1)- A3A? = ad—be. Vzorec pro

vypocet determinantu matice druhého fadu je mozno odvodit z nasledujiciho obrazku:

52} o

Al Al
A=A A
A4

(3) Necht n = 3. Tedy, I3 = {1,2,3}, S3 = {id, 01, 09, 71, T2, T3}, kde id = (1, 2,3), 01 =
(2,3,1), 00 =(3,1,2), 1 = (1,3,2), 72 = (3,2,1), 73 = (2,1, 3) (viz zapis permutace na
I,), sgnid = sgno; =sgnoy =1 asgnt; = sgnmy = sgn3 = —1. Pro matici

A=
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1

+sgnos - A;Q(l)A;@)Aiz(g) +sgny - Ail(l)A31(2)A?r)1(3)+

1 2 3 1 2 3
tsgnTy - Az oy AT 9y Ary3) TsenTs - AL )AL AT s) =
—1-AASAS +1- AJA243 +1- ALAZAS+
+(—1) - AJASAS + (—1) - AJAZAT + (—1) - AZATAS =
=aei+bfg+cdh —afh — ceg — bdi.

Vzorec pro vypocet determinantu matice tfetiho fadu lze odvodit z nasledujiho obrazku
pomoci Sarrusova pravidla (pro matice vyssiho fadu zadné takové pravidlo neexistuje):
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AZ A3

A3

ALAZAS + ALAZAS + ALA3 A3

—AJAZAS — AZASAT — A ATAS

(4) Necht n = 4. Na ¢tyfprvkové mnoziné existuji 24 permutace, takze pii vypoctu
determinantu podle definice dostaneme 24 sc¢itance. Uvedeme si i jiné zptisoby vypoctu

determinantu.

Cviceni. Spoctéte determinanty matic

1 2 1 3 1 2 1
3 4 2 4 3 0 0
10 1 2 1 2 1
20 1 2 0 3 2
20 1 2 2 6 3
0 3 2 2 2 4 1
1 2 3 1 2 3 2 46 3
3 4 5 2 2 2 3 4 5 1
5 6 7 5 6 7 5 6 7 )
1 2 3 1 01 1 00 1
0 00 2 0 3 01 2 0
3 4 5 1 0 3 0 3 4 0
1 20 1 21 1 2 3 1
340 3 4 2 4 5 6 4
0 0 3 0 0 3 1 2 3 7
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1 2 3 1 00 120 1 20

0 45 230 0 4 5 0 40

0 0 6 4 5 6 0 0 6 0 5 6

1 20 1 00 1 21 1 21

0 40 0 40 2 1 3 2 1 3

0 0 6 0 0 6 1 -4 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 00 010 0 01 111 >

4 5 6 4 5 6 4 5 6 4 5 6
Tvrzeni 3.2.1. Determinant matice s nulovym Fadkem nebo nulovym sloupkem je roven
nule.

Diikaz. Bud A matice typu n x n s nulovym fddkem nebo nulovym sloupkem. Pro kazdé
o € 5, je v soudinu Ai,l A£2,2 -+ Ay pravé jeden prvek z kazdého, tedy i nulového fadku
a pravé jeden prvek z kazdého, tedy i nulového sloupku. Proto je kazdy takovy soucin
roven nule. ]

Cviceni. Dokazte, ze pro determinanty liSici se pouze v jednom Fadku plati

A .. AL 1A L AL AL L Al
AL ... A+ |BY ... Bil=|Al+Bl ... AL +B. >
An . An AT ... An Av .. An

Piiklad.
123 123 [123 123
1 0 0[+/0 1 0[+1[0 0 1|=3+(-6)+3=0={1 1 1]. |
4 56/ 456/ |45 6 4 5 6

Definice 3.2.2. Ctvercova matice je (horni resp. dolni) trojihelnikovd (nebo v (hornim
resp. dolnim) trojuhelnikovém tvaru), jestlize pod resp. nad diagondlou mé jen nuly, tedy
Azzoproi>jresp. pro ¢ < j.

Kazdé ¢tvercovd matice ve schodovitém tvaru je také v (hornim) trojuhelnikovém
tvaru a tedy kazdou ¢tvercovou matici lze pomoci fadkovych elementarnich tprav pre-
vést na trojuhelnikovy tvar.

Tvrzeni 3.2.2. Determinant trojihelnikové matice je roven soucinu prvki na diago-
ndle.

Diikaz. Bud A horni trojuhelnikova matice typu nXmn. Bud ¢ permutace na mnoziné
I, Jestlize pro néjaké i € I, plati o; < i, pak A je pod diagondlou, tedy A = 0

a také sgno - Acln e Az_i - A7 = 0. Jedind permutace o takova, ze o; > i pro kazdé i,
je identita. Jelikoz sgnid = 1, det A = A1 A3 ... A"
Pro dolni trojuhelnikové matice je dikaz analogicky. n

Dusledek. (1) Determinant matice ve schodovitém tvaru je roven soucinu proki na
diagondle.
(2) Determinant diagonalni matice je roven soucinu prvki na diagondle.

(8) Determinant jednotkové matice je roven 1.
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Priklad.
1111 1 000 1000
0 2 2 2 1 2 00 0200
0033 1230 |00 30 =24 .
0 0 0 4 1 2 3 4 0 0 0 4

Determinanty elementérnich matic jsou nenulové.
Pi#iklad. (1) E%(c) je trojihelnikovd matice a na diagonédle m4 jen jednicky, proto
det E%(c) = 1.
(2) E‘(c) je diagonalni matice a na diagonale m4 jedno c a jinak jen jednicky, proto
det E'(c) = c.

(3) Jelikoz v kazdém Fadku a v kazdém sloupku matice E%/ je pravé jedna jednicka
a ostatni prvky jsou nuly, existuje jedind permutace 7 na I,,, pro kterou jsou vSechny

(Ei’j)ll, cee (E”)Zn rovny jedné. Pro ostatni permutace je aspoil jeden z téchto prvka
nulovy. Diky tvaru E*J je 7 transpozice, takze sinT = —1. Proto
det ™ = (—1) - (E")L .- (E")? = —1. |

Tvrzeni 3.2.3. Pro kazdou ctvercovou matici A plati det AT = det A.

Diikaz. Cinitele v soucinu A7'... A7... A%» miizeme uspoiddat podle vzristajiciho

fadkového indexu Al _, ... A" ... A"_,, protoze o; Lty ¢Enitel v pivodnim soucinu
o o, on

o 1

. o, .

jeA Y = A;,l. Potom
9 i

det AT = > " sgno- (A1)} ... (A7), ...(AT)2 =
UESn
= sgno- A7 ATLAT =
oESy

= § sgno- Al AN AT = (preusporadani)
1 7 n
_ S -1 Al A’L An _ -1 _
= gnog A . A L AT, = (sgno™ " =sgno)
oy [ on
0ES

=det A,
protoze kdyZ o projde vSechny prvky S, tak o~ také. O

Tvrzeni 3.2.4. Determinant matice, kterd md bud dva Tddky stejné nebo dva sloupky
stejné, je roven nule.

Diikaz. Bud A matice typu n x n, kterd ma i-ty fadek stejny jako j-ty (i # j), tedy
Al = AJ pro kazdé k € {1,2,...,n}.
Bud 7;; € S, transpozice vyménujici 4, j, ¢ili sgnr;; = —1. Pro kazdou permutaci
o € Sy, ozna¢me o’ = 0 o 7;;. Pak sgno’ =sgno - sgnt;; = —sgno a ¢len determinantu
odpovidajici permutaci o’ je
/ 1 ; J —
Sgno’ -Ao-i---AZ;-.-AO-;.-.-AZ;‘L_

:_Sgng.A}n...Affj...AJU‘i...Agn:
= —sgno- Ay - AL AL AT (AL = Al a Al =A)

o o o o

a je tedy opacny k ¢lenu odpovidajicimu permutaci o.
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Mnozinu S,,, kterd ma sudy pocet prvkid, miizeme rozloZit na podmnoziny {o, o'},
které jsou dvouprvkové, protoze ¢’ # o a ¢” = o (ovéite), a kazd4d z nich pFispiva
k determinantu nulou. Takze det A = 0.

Kdyz ma matice dva stejné sloupky, lze tvrzeni dokazat analogicky nebo je mozno
pouzit predchozi tvrzeni. O

3.2.2. Elementarni tipravy

Tvrzeni 3.2.5. (1) Prictenim ndsobku jednoho tddku, resp. sloupku k jinému radku,
resp. sloupku se determinant nezmend.

Al AL A AboAl oAl
Al Al Ab+cAl . AL 4 cAl| = (AT AL L. AL
An Ap L A An AR AT

(2) Vyndsobenim jednoho tadku, nebo sloupku prvkem c se determinant vyndsobi pru-
kem c.

ALAL o AL| Al oAbl oAl
cAl cAL ... cAil=c|A} AL ... A}
A Ay ... A7 Ay A ... A}
(8) Vzajemnou viménou dvou tadki, nebo dvou sloupki determinant zméni znameénko.
ALAL LAY Al oAl oAl
Al AL L A AL AL LAY
AL AL L AL Al AL LA
AT Ay ... A7 A A ... A}

Dikaz. Uvedeme pouze ditkaz pro fadkové upravy, pro sloupkové je analogicky.

Budte A étvercovd matice a B upravend matice.

(1) Necht B vznikne z A pfi¢tenim c-ndsobku j-tého fadku k i-tému fadku, ¢ili
Bl = Al 4 cAl a ostatni fadky matice B jsou stejné jako fadky matice A. Potom

detB= Y sgno-B} ...B, ...Bj ...B} =

g1
oc€Sh
= sgno- AL (AL +cAl) . ALLLLAT =
gESy
= sgno- AL L ALLALLAD +
gESy,
. . ,
te Y sgno- AL ALLLALLLAL D =
c€Sn

determinant matice, kde i-ty fadek je stejny jako j-ty

=detA+c-0=det A.
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(2) Necht B vznikne z A vynasobenim i-tého fadku prvkem c, ¢ili B! = cA! a ostatni
fadky matice B jsou stejné jako fadky matice A. Potom
detB= > sgno-B} ...Bj ...B} =
O’GSn
= Z sgno- AL ...cAl . Al =
ocESh
=c Z sgna-Atl,l...Af,i...AZn =
O'ESn
= cdet A.

(3) Necht B vznikne z A vzajemnou vyménou i-tého fadku a j-tého fadku, ¢ili B! =
Al, B} = Al a ostatni fadky matice B jsou stejné jako fddky matice A. Bud 7;; € S,

transpozice vyménujici 4, j, ¢ili sgn7;; = —1. Pro kazdou permutaci o € S,, ozna¢me
o' = oor;. Pak o] = 0j,0; = 0;a0), =opprok #i,jasgno’ =sgno-sgn; = —sgno.
Potom
detB= Y sgno-B} ...B. ...Bj ...B} =
O'GSTL
= sgno- AL . ALLALLLAT =
O’GSn
= Z sgnJ-A},l...Af,j...A{;i...A’;7L = (komutativita nasobeni)
O—ES’VL
= Y sgno- AL Al AL LAY =
O'GSTL !
:—Zsgna’-A}Ti...Ai,_...Az,....AZ;L: (sgno~! =sgno)
O'GSTL ' !
= —det A,
protoze kdyZ o projde vSechny prvky S, tak o’ také. O
Cviceni. Jaky je vztah mezi det(cA) a det A? >
Cviceni. Necht A je matice typu n x n takova, ze AT = —A (takovd matice se nazyva
antisymetricka). Ukazte, ze je-li n liché ¢islo, pak det A = 0. >
Priklad.
1 1 11 1 1 11 1 1 11 1 1 11
00222 0222 0222 2444
0 03 3 0033 3366/ |33 6 6
0 0 0 4 4 4 4 8 4 4 4 8§ 4 4 4 8
1 1 11 4 4 4 4 1 1 11 1 1 1 1 1 1 1 1
4.0222_0222_0888_0222_0222
0033 0033 |00 33 |00 12120 (00 3 3
0 00 4 0 00 4 0 00 4 00 0 4 0 0 0 16
1111 0 0 0 4 0 00 4
0 2 2 2 0 2 2 2 0 0 3 3
0033 Vo033 o222 u
0 0 0 4 1 111 1 1 11

Dusledek. Budte Q elementdrni matice a A matice stejného typu. Pak
det QA = det @) - det A.
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Dikaz. (1) det(Ei’j (c)A) =det A=1-det A = det E%I(c) - det A.
(2) det(E'(c)A) = cdet A = det E*(c) - det A.

(3) det(E*/ A) = (—1) - det A = det E*/ - det A. O
Cviceni. Doka’te, ze det E»/ = —1 s vyuzitim pfedchoziho dtsledku a toho, Ze vza-
jemné vyména dvou Fadki je slozenim kone¢né mnoha fadkovych elementarnich tprav
ostatnich druht. >

Tvrzeni 3.2.6. Matice je requldrni pravé tehdy, kdyZ md nenulovy determinant.

Diikaz. Bud A reguldrni matice, tedy A = Q1--- Qp, kde Q1,...,Q jsou elementarni
matice. Potom

det A = det(Q1--- Q) = det Q1 - det(Q2 -+ Q) =+ =
:deth-detQQ---detQk,

coz neni rovno nule, protoze determinanty elementarnich matic jsou nenulové.
Necht det A # 0. Pomoci fadkovych elementarnich iprav prevedeme A na schodovity
tvar B, tedy B = Q- -- Q1 4, kde @1, ..., Qg jsou piislusné elementarni matice. Potom

det B =det(Qy - Q1A) = det Qr det(Qp—1---Q1A) ==
= det Qk det Qk—l ---det Ql det A 75 0.

JelikoZz B je ve schodovitém tvaru a jeji determinant je tedy soucinem prvki na dia-
gonale, na diagonale neni zadna nula. To znamena, Ze B nema nulovy radek, je tedy
regularni a A také. O

Dusledek. Matice je reqularni pravé tehdy, kdyZz md nenulovy determinant, a to ma
prave tehdy, kdyzZ je invertibilni, a to je pravé tehdy, kdyZ je ekvivalentni jednotkovée
matici.
Tvrzeni 3.2.7 (Cauchyho véta). Budte A, B ¢tvercové matice stejného typu. Pak

det AB = det A - det B.
Dikaz. (1) Je-li A regularni, tedy sou¢in Q1Q2 - - - Q elementarnich matic, pak

det AB =det(Q1---QrB) =det Q1 -det(Q2---QxB) = -+ =

=det@Qi1det Qs ---det Qrdet B = det(Qng e Qk) det B =

= det Adet B.
(2) Je-li A singulérni, podle Tvrzeni 2.5.5 je AB také singularni a tedy
det AB=0=det A=det A-detB. O
Cvicéeni. det A~! = 1/det A. >
Lemma 3.2.8.
Al 0 AL AL, . AL
5 L LAl LAl Akt oan
Afap b, oAb || "
0 ... 0 Ayf; ... AL : 1 i
_ . " Ak |Ap L AT
0 ... 0 Ar, ... A"

Determinant matice A v predchozim tvrzeni se rozpadd na subdeterminanty: jeden
subdeterminant fadu k a jeden subdeterminant fadu n — k. Struc¢né ale vystizné lze toto
tvrzeni vyjadrit zédpisem
A X

=14
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Piiklad.
2 3 45
2 30
0723 00 9y 9 o/=2.2 3.822.1.8216
0120 6 7 8 12
06 7 8
2 1 3 4 2 1 3 4
001 2 1 2 3 4 2 1] |1 2
123 4= 01 2_(_1)"1 2H3 4’_(_1)'3'(_2)_6'
00 3 4 00 3 4

3.2.3. Laplaceilv rozvoj

Definice 3.2.3. Bud A matice typu n x n. Determinant fadu n — 1 matice vzniklé z A
vynechédnim jednoho fadku a jednoho sloupku se nazyva minor. Pii vynechani i-tého
rfadku a j-tého sloupku prislusny minor oznacujeme

A

Kofaktor (nebo algebraicky doplnék) prvku A;- je
A i+j fi
Ay = (1) Aj.

Tedy, kofaktor (algebraicky doplnék) prvku A;- je (—1)""-nasobek determinantu ma-
tice, ktera vznikne z matice A vynechanim i-tého fadku a j-tého sloupku.

Priklad. Mé&jme

Potom
11 e f 71 d f 11 d e 13 a b
Al_h il AQ_'g il 3_’9 hl’ ) A3 d el’
. _ _ d f
Al = (—1)iial = |© f AL = (—1)H24) ‘
h |’ g i’
— d e N - a b
1 1+3 51 _ 3 3+3 13

A (-1)"™A 'g AL A (—1)°"° A3 d el [ |
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Tvrzeni 3.2.9 (Laplaceova véta o rozvoji determinantu). Bud A matice typu n X n.
Pro kazdé i € {1,...,n} plati

det A = AJA} + AY A+ + ALAL = ALAL =
j=1

= AJA} + AZA7 4+ ATAT = ATAL
=1

Dikaz.
Af Ajr Aj Ay Ay
det A = | A} Aé-_l Az- A§-+1 Al =
Ay A AT AT Al
AL AL, Al Al oAl
e . f‘ . .
=> |0 0 AF 0 0=
Jj=1 : : : :
A7 A7, AT AT A7
1 1 1 g1 1
no : : :
=> A0 0 1 0 0
Jj=1 : :
AY A;‘l—l AJ A;‘l—irl A
Ukazme, ze
AL AL, AL AL, AL
0 0 1 0 0|=Al
Ar .o AL, AT AT, Al
Vymeénujme i-ty fadek (() ... 001 0 ... 0) s predchozimi fadky tak dlouho, az
bude prvnim fadkem; k tomu je potfeba ¢ — 1 vymén. Poté vyménujme j-ty sloupek
. . T
(1 AL ATt A;?) s predchozimi sloupky tak dlouho, a# bude prv-

nim sloupkem; k tomu je potfeba j —1 vymeén. Takto vznikly determinant je tedy nutné
vynasobit ¢islem (—1)~1(—1)/~! = (—1)~1*J~1 = (—~1)"*J a navic se rozpad4 na sub-
determinanty.det(l) a A’. Proto det A = > i1 Al (1) AL = Py AL A% a mame
rozvoj podle i-tého radku.

Rozvoj podle i-tého sloupku ziskame analogicky. O

Definice 3.2.4. Vztah v Laplaceové vété se nazyva Laplaceuv rozvoj podle i-tého rddku
resp. podle i-tého sloupku.
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Priklad.

SO = O N

1 3 4
0 1 2| _ 141
234_2'(_1) '
0 3 4

=92. (71)1+1 .9 (f1)2+1

Determinant

+1-(=1)>L.

SN O

1
3
3

=R DN

1 2
3 4

‘+1-(1)3+1.1-'



