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4. pfednagka, 11. 10. 2022

2.5.2. Hodnost matice

Definice 2.5.2. Hodnost matice je maximalni pocet prvki linearné nezavislych mnozin
jejich fadka. Hodnost matice A znac¢ime rank A.

Méjme matici A typu mxn s ifadky AL, A2, ..., A™. Vezmeme viechny mozné mnoziny
téchto fadk, ¢ili prazdnou mnozinu ), jednoprvkové mnoziny {Al}, {A2},... {47},
dvouprvkové mnoziny {Al, A2}, ... {AT~L AT} ... a7 mnozinu {Al A2 ... A™}.

7 téchto mnozin vybereme ty, které jsou linearné nezavislé. U kazné z nich si pozname-
name pocet prvki a maximéalni z téchto poctl je hodnost matice A.
Hodnost matice s m fadky je tedy jedno z ¢isel 0,1,...,m.

Priklad. (1) Hodnost matice
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je rovna 3. Ovéite.
(2) Hodnost matice
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je rovna 2. Ovéite.
(3) Hodnost nulové matice je rovna 0, hodnost nenulové matice je kladna.
(4) Hodnost diagonalni matice je rovna poctu jejich nenulovych radk. |

Cviceni. Spoc¢téte hodnosti matic
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Tvrzeni 2.5.2. Hodnost matice ve schodovitém tvaru je rovna poétu jejich nenulovych
Tadka.

Diikaz. Bud A matice ve schodovitém tvaru, kterd méa m fadki, z nichZ p je nenulovych.
Mnozina vSech nenulovych fadka je linedrné nezavisld (cviceni), takze rank A > p.
Jestlize m = p, hodnost vétsi byt nemtze. Jestlize m > p, pak kazdd mnozina s vice nez
p tadky obsahuje asponl jeden nulovy radek, a je tedy linedrné zavisla, takze i v tomto
pripadé rank A = p. O

Podle nasledujiciho tvrzeni je mnozina radkd linearné nezavisla pravé tehdy, kdyz je
linedrné nezavisla mnozina radkt vznikla provedenim radkové nebo sloupkové elemen-
tarni Upravy ptvodni mnoziny radki.
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Tvrzeni 2.5.3. Budte AL, A2, ... A" #idky. Necht B, B2.... B™ jsou vddky, které
z fadki AL A2, ... A™ vzniknou provedenim jedné vddkové nebo sloupkové elementdrni
tipravy. Potom mnoZina vadki {AL, A2, ... A™} je linedrné nezdvisld prdvé tehdy, kdy#
mnoZina vadki {BL, B2,... B} je linedrné nezdvisld.

Diikaz. (1) Necht doslo k pficteni c-nésobku j-tého fadku k i-tému fadku, kde i # j.
Tedy, B! = Al + cAl a BF = A¥ pro k +# i.

Piedpokladejme, ze {AL A2 ... A™} je linedrné nezavisld. Budte ci,...,¢, € P

takové, ze c; B + -+ + ¢, BT = 0,. Pak
0o =c1B:+-- +¢pB" =
= AL+ (AL cA) A e AT =
=l AL+ G ALt (e Fec) AL+ e AT
Z linearni nezavislosti mnoziny {AL, A2 ... A™} vyplyva, ze vSechny koeficienty po-
sledni linedrni kombinace jsou nulové, tj. ¢c; = ---=¢; =---=cc; +¢j=--- = ¢, = 0.
Z toho dostaneme, Ze i ¢c; = 0, a mnozina {B!,B2,...,B™} je linedrné nezavisla.

Opacné implikace vyplyva z pravé dokazané, nebot fadky Al A2 ..., A™ vzniknou
z tadkt Bl, B2, ..., B™ inverzni tipravou, ktera je stejného typu.

(2) Necht doslo k pfi¢teni c-ndsobku j-tého sloupku k i-tému sloupku, kde i # j.
Pak pro kazdé k € {1,...,m} je BF = A +CA§ a BF = AF pro [ # i. Tedy BfF =
(AF . AbgeAb AR A).

Piedpokladejme, ze {AL A2 ... A™} je linedrné nezavisld. Budte ci,...,¢, € P
takové, ze c; Bl + - + ¢, B = 0,. Takze

Bl ot e B =
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a z toho dostaneme
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a z linearni nezavislosti mnoziny {Al A2 ... A™} dostaneme ¢; = cp = --- = ¢, = 0.
Mnozina {B!, B2,..., B} je tedy linearné nezavisla.

Opacna implikace vyplyva z pravé dokazané, nebot fadky Al, A2, ... A™ vzniknou
z fadkt BL, B2, ..., B™ inverzni tipravou, ktera je stejného typu.

Pro ostatni upravy je ditkaz obdobny a ponechdme ho jako cviceni. O
Dausledek. (1) Hodnost matice je rovna hodnosti matice z ni vzniklé provedenim ele-
mentdrni upravy.

(2) Provedeni koneéné mnoha elementdrnich uprav neméni hodnost.
(8) Vyndsobeni konecné mnoha elementdrnimi maticemi zleva nemeéni hodnost.
(4) Vyndsobeni koneéné mnoha elementarnimi maticemi zprava neméni hodnost.

(5) Ekvivalentni matice magi stejnou hodnost.
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(6) Hodnost matice je rovna poctu nenulovych fadki ekvivalentni matice ve schodovi-
tém tvaru.

(7) Hodnost matice je rovna poctu nenulovych tddki (sloupki) ekvivalentni matice
v Gaussové kanonickém tvaru.

(8) Mazimalni pocet linedrné nezavislych sloupki matice je roven mazimalnimu poctu
jejich linedrné nezdvislych rddku, tj. hodnosti matice.

(9) rank A =rank AT.

Priiklad. Spocitejme hodnost matice

01 2
A=11 2 3
1 01
01 2 1 0 1 1 0 1 1 0 1
A=1|1 2 3| ~[1 2 3] ~([0 2 2] ~10 2 2
1 0 1 01 2 01 2 0 01
TakZe rank A = 3. |
Priklad. Spocitejme hodnost matice
01 2
A=1[1 2 3
2 10
01 2 1 2 3 1 2 3 1 2 3
A=1(1 2 3| ~[|2 1 0)~|0 -3 —6]~[0 -3 —6
210 01 2 0o 1 2 0 0 O
Takze rank A = 2. |

Definice 2.5.3. Ctvercova matice je reguldrni, jestlize jeji hodnost je rovna poctu
jejich ¥adkt (tedy mnoZina vSech jejich fadkt je linedrné nezdvisla). Ctvercova matice
je singularni, jestlize neni regulérni.

Priklad. (1) Vsechny jednotkové matice jsou reguldrni.

(2) VsSechny elementarni matice jsou regularni.

(3) VsSechny ¢tvercové matice s asponi jednim nulovym Fadkem jsou singularni. |

Tvrzeni 2.5.4. Matice je requldrni prdvé tehdy, kdyz je vadkové ekvivalentni s jednot-
kovou matict.

Dikaz. Cviceni. O
Dusledek. (1) Matice je invertibilni prdvé tehdy, kdyZ je reguldrni.

(2) Reguldrni matice je soucinem konecné mnoha elementdrnich matic.

(8) Soucin reguldrnich matic je requldrni matice.

(4) Vyndsobeni reguldrni matici zleva neméni hodnost.

(5) Vyndsobeni reguldrni matici zprava neméni hodnost.

Tvrzeni 2.5.5. Budte A, B c¢tvercové matice stejného typu. Obé matice A, B jsou re-
gularni prdvé tehdy, kdyZ matice AB je requldarni.

Diikaz. ,=“ Tato implikace je soucasti predchoziho Disledku.

»<=* Dokézeme, Ze je-li aspon jedna z matic A, B singularni, pak AB je singularni.
Necht A je singuléarni. Ekvivalentni matice S = Q- - Q1 A4, kde Q1,..., Q% jsou ele-
mentarni matice, ve schodovitém tvaru, ma nulovy fadek. Potom matice SB méa také
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nulovy radek, je tedy singularni a fadkové ekvivalentni matice AB = Qfl - QIQISB ,
kterd ma stejnou hodnost, je také singularni.
Pro B singularni je diikaz analogicky a ponechame ho jako cviceni. O

Tvrzeni 2.5.6. Budte A matice typu m X n a B matice typu n X p. Potom rank AB <
min{rank A, rank B}.

Diikaz. Matici A pifevedeme pomoci Fadkovych elementarnich tprav na schodovity tvar
S4 = Q- Q1A a matici B pfevedeme pomoci sloupkovych elementarnich tiprav na
tvar Sp = BP; --- P, takovy, ze S;g je ve schodovitém tvaru.

Potom rank AB = rank Qfl - -QI;ISA,S’E;FT1 e Pfl = rank S4.5p, pfi¢emz matice
S4Sp ma miniméalné tolik nulovych Fadku, kolik jich ma matice S4, a minimalné to-
lik nulovych sloupkt, kolik jich ma matice Sp. Tedy rank S4Sp < rankS4 = rank A
a rank S4Sp < rank Sg = rank B. O

Cviceni. Co se da fict o rank(A + B)? >



3. DETERMINANT

3.1. Permutace

Definice 3.1.1. Bud M kone¢nd mnozina. Permutace na mnoziné M je bijekce M —
M.

Bud o permutace na mnoziné M a m € M. Obraz o(m) prvku m pfi permutaci o se
Casto znadi o,y,.
Definice 3.1.2. Transpozice je permutace, pii niz se vzajemné vyméni dva prvky
a ostatni se nezméni.

Tvrzeni 3.1.1. KazZdd permutace je sloZenim konecné mnoha transpozic.

Necht I,, = {1,2,...,n}. Mnozinu vSech permutaci na mnoziné I,, zna¢ime S,,. Per-
mutaci o € S, miZeme zapisovat jako usporddanou n-tici obrazi prvkd mnoziny I,,,
tedy o = (01,02,...,0p).

Definice 3.1.3. Bud ¢ € S,,. Nechf i,j € I,, jsou takové, ze i < j a o; > 0;. Pak
dvojice (0, 05) tvoii inverzi permutace o.

Pocet inverzi permutace o zna¢ime inv o. Je ziejmé, 7e invo = invo L

Definice 3.1.4. Signum (znaménko) permutace o € S, je sgno = (—1)"° Permutace
s sgno = 1 je sudd, permutace s sgno = —1 je lichd.
JelikoZ invo = invo !, sgno = sgno L
Tvrzeni 3.1.2. Budte p,o € S,,. Pak sgn(m o p) =sgnm -sgnp.
Cviceni. Ukazte, ze kazd4a transpozice je lichd permutace. >

Vice o permutacich lze najit napiiklad v [Marvan, 4. Permutace].



