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2.2.3. Transponovani

Definice 2.2.5. Transponovand matice k matici A typu m xn je matice AT typu nxm,
kde (AT)! = A pro vSechna i, j.

Piiklad.
123T 1 4
456 — (%279 u
3 6

Tvrzeni 2.2.3. Necht A, B jsou matice nad polem P takové, Ze niZe uvedené operace
jsou definovdny, a ¢ € P. Pak plati

(1) A= (AT)T, (3) (cA)T = cAT,
(2) (A+B)T = AT+ B, (4) (AB)T = BTAT.

Diikaz. (1) Je-li A typu m x n, potom AT je typu n x m a (AT)T je typu m x n. Navic
pro kazdé i € {1,2,...,m} a j € {1,2,...,n} plati
T\Tyi TV ‘
((A1)7); = (A1)] = 45
(4) Budte A matice typu m x n a B matice typu n x p. Pak AT je typu n x m, BT
je typu p x n, AB je typu m x p a tedy (AB)T i BTAT jsou typu p x m. Pro kazdé
ie{l,2,...,p}aje{l,2,...,m} plati

(AB)T); = (ABY, =Y _AlBf = BfA; =) (BN)j(AT)} =
k=1 k=1 k=1
= (BTAT)S.
Ostatni body jsou ponechény jako cviceni. O

Cviceni. UkaZte, Ze pro libovolné k£ € N a libovolné matice Ay, ..., A vhodnych typu
plati (Ay - Ap)T = A-,g AL >

2.3. Elementarni apravy a specialni tvary matic
2.3.1. Elementarni tipravy

Definice 2.3.1. M&jme matici nad polem P. Rddkové elementdrni vipravy matice jsou
(1) pficteni c-nasobku j-tého fadku k i-tému fadku, kde c € P a i # j,
(2) vynéasobeni i-tého fadku nenulovym prvkem c € P,
(3) vzéjemna vyména i-tého fadku a j-tého radku.

Sloupkové elementdrni upravy matice definujeme analogicky.

Cviéeni. Provedte vzdjemnou vyménu dvou fadkti pomoci koneéné mnoha tprav typt

(1) a (2). >
Méjme matici A. PFi¢tenim c-nasobku j-tého fadku k i-tému fadku zménime -ty
radek na (A’1 + cA{ Ag + cAg .. AﬁL + CA%) a ostatni fadky zustanou beze zmény.
Po vynéasobeni i-tého fadku prvkem c¢ € P i-ty fadek bude (cAzi cAy ... cAfL)
a ostatni fadky zistanou beze zmény.
Po vz4jemné viméné i-tého fadku a j-tého fadku i-ty Fadek bude (4] AL ... AJ),

j-ty fadek bude (Azl Ay Afl) a ostatni radky zustanou beze zmény.
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Sloupkové upravy funguji analogicky pro sloupky.

Priklad. (1) Pfi¢tenim 3-nasobku prvniho fadku k druhému fadku upravime matici

1 2 3 Hei 1 2 3
415 6 na matici 7 11 15)°

(2) Vzajemnou vymeénou prvniho sloupku a tietiho sloupku upravime matici

1 2 3 ae (3021 =
7 11 15) Memaba {45 11 7)-

Ke vSem elementarnim tpravam existuji ipravy inverzni, které jsou také elementéarni
a upravenou matici pfevedou zpét na pivodni matici. Inverzni tpravy k tfadkovym
Upravam jsou
(1) pfi¢teni —c-nasobku j-tého Fadku k i-tému fadku,
(2) vynéasobeni i-tého fadku prvkem ¢,
(3) vzajemna vymeéna i-tého fadku a j-tého radku.

Inverzni tpravy ke sloupkovym tpravam jsou obdobné.

Piiklad. (1) Pfi¢tenim —3-nésobku prvniho fadku k druhému fadku upravime matici

1 2 3 tici 1 2 3
7 11 15 na matici 45 6)

(2) Vzajemnou vymeénou prvniho sloupku a tietiho sloupku upravime matici

3 2 1 ae (L0203 =
15 11 7) tamaue Ao 49 15/

Definice 2.3.2. Matice A, B jsou ekvivalentni, jestlize B muze vzniknout z A kone¢nou
posloupnosti elementérnich tiprav. Je-li mozné toho dosdhnout pomoci pouze radkovych,
resp. sloupkovych tprav, matice jsou rddkové, resp. sloupkové ekvivalentni. V kazdém
piipadé znac¢ime A ~ B.

Priklad.
1 2 3 1 2 3 2 4 6 210 01 2 -
4 5 6 210 2 10 2 4 6 6 4 2)°
Tvrzeni 2.3.1. Ekvivalence matic je relace ekvivalence na mnoziné vsech matic stej-
neho typu nad stejnym polem.

Dikaz. Cviceni. O

2.3.2. Schodovity, Gaussuav—Jordanuv a Gaussuv kanonicky tvary matic

Pripomenme si definice z podkapitoly 2.1.

Definice 2.3.3. Matice je ve schodovitém tvaru, jestlize kazdy nenulovy radek, kromé
prvniho fadku, zacina zleva vice nulami nez fadek predchozi.

To znamena, Ze vSechny fadky pod nulovym fadkem jsou nulové.

Definice 2.3.4. Matice je v Gaussove—Jordanové tvaru, jestlize

(i) je ve schodovitém tvaru,
(ii) v kazdém nenulovém fadku prvni (zleva) nenulovy prvek je 1,
(iii) v kazdém sloupku, ve kterém je prvni nenulovy prvek néjakého fadku, ostatni
prvky jsou 0.
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Definice 2.3.5. Gaussuv kanonicky tvar matice je
E 0
0 0/’
kde E je jednotkova matice a 0 oznacuje nulové matice prislusnych typt.

Priklad. (1) Necht

1 2 3 4 1 2 3 4 1 0 30
0 0 21 0 3 21 0120
A=10 01 2], B=|0 00 1|, C=]00 01
0 00O 0 00O 0 00O
0 006 0 00O 0000

Matice A neni ve schodovitém tvaru. Matice B je ve schodovitém tvaru, ale neni
v Gaussové—Jordanové tvaru. Matice C je v Gaussové—Jordanové tvaru.

(2) Kazd4 nulova matice je v Gaussové-Jordanoveé tvaru. n

Definice 2.3.6. Mé&jme nenulovou matici. Gaussova eliminace je tprava matice podle
nasledujiciho algoritmu.
Budi:=1.
(1) Uvazujme prvni nenulovy sloupek, ktery mé néjaky nenulovy prvek v i-tém nebo
nizsim radku.
(2) Neni-li v i-tém fadku uvazovaného sloupku nenulovy prvek, vymeénime i-ty fadek
s vhodnym nizsim radkem.
(3) V uvazovaném sloupku vynulujeme prvky v fadcich pod i-tym fadkem pri¢tenim
vhodnych nasobkt i-tého radku.
(4) Vezméme i o 1 vétsi (i := i 4+ 1). Existuje-li nenulovy sloupek, ktery mé néjaky
nenulovy prvek v i-tém nebo niz§im fadku, vratme se do bodu (1). Jestlize
takovy sloupek neexistuje, algoritmus konci.

Tvrzeni 2.3.2. KaZdd matice je fddkové ekvivalentni matici ve schodovitém tvaru.

Dikaz. Nulova matice je ve schodovitém tvaru. Libovolnou nenulovou matici upravime
pomoci Gaussovy eliminace. VSechny provedené tpravy jsou fadkové elementarni tipravy
a z postupu pii Gaussové eliminaci vyplyva, ze kazdy nenulovy fadek, kromé prvniho
rfadku, zacind vice nulami nez fadek predchozi. O

Definice 2.3.7. Mé&jme nenulovou matici. Gaussova—Jordanova eliminace je tprava
matice podle nasledujiciho algoritmu.
Bud i =1.
(1) Uvazujme prvni nenulovy sloupek, ktery ma néjaky nenulovy prvek v i-tém nebo
nizsim radku.
(2) Neni-li v i-tém Fadku uvazovaného sloupku nenulovy prvek, vyménime i-ty radek
s vhodnym nizsim radkem.
(3) i-ty fadek vydélime jeho prvnim nenulovym prvkem.
(4) V uvazovaném sloupku vynulujeme prvky mimo i-ty fadek pfi¢tenim vhodnych
nasobku ¢-tého radku.
(5) Vezméme i o 1 vétsi (i := i + 1). Existuje-li nenulovy sloupek, ktery mé néjaky
nenulovy prvek v i-tém nebo niz§im fadku, vratme se do bodu (1). Jestlize
takovy sloupek neexistuje, algoritmus konéi.

Tvrzeni 2.3.3. KaZdd matice je tddkové ekvivalentni matici v Gaussové—Jordanové
tvaru.
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Dikaz. Nulova matice je v Gaussové—Jordanové tvaru. Libovolnou nenulovou matici
upravime pomoci Gaussovy—Jordanovy eliminace. VSechny provedené upravy jsou rad-
kové elementarni Upravy a z postupu pfi Gaussové-Jordanové eliminaci vyplyva, ze
vysledna matice je v Gaussové-Jordanoveé tvaru. U

Tvrzeni 2.3.4. Kazdd nenulovd matice je ekvivalentni matici v Gaussové kanonickém
tvaru.

Diikaz. S pouzitim radkovych i sloupkovych elementarnich tprav a vhodnou dpravou
Gaussovy—Jordanovy eliminace ziskdme algoritmus, ktery pfevadi libovolnou nenulovou
matici na ekvivalentni matici v Gaussové kanonickém tvaru. Podrobnosti ponechame
jako cviceni. O

2.3.3. Elementarni matice

Definice 2.3.8. Elementdrni matice jsou:

(1) proi#j
1 0 0 0
N 0 ... 1 ... ¢ ... 0] ityradek
EY(c) =
0 ... 0 ... 1 ... 0]j-tytadek
0 0 0 1
(2) proc#0
1 ... 0...0
E'c)=|0 ... ¢ ... 0]itytadek
0 0 1
(3) proi #j
1 0 0 0
0 ... 0 ... 1 ... 0] i-tyiadek
0 ... 1 ... 0 ... 0]j-tyradek
0 ... 0 ... 0 ... 1

Kazd4a elementarni matice vznikne z jednotkové matice provedenim vhodné radkové
nebo sloupkové elementarni tpravy.
Matice E"(c) vznikne z jednotkové matice E pfi¢tenim c-nasobku j-tého fadku k i-

tému fadku a od jednotkové matice se lisf jen tim, ze (E“/ (C)); = ¢, zatimco E; =0.
Matice E’(c) vznikne z jednotkové matice F vynasobenim i-tého fadku prvkem c a od
jednotkové matice se lisf jen tim, ze (E(c))! = ¢, zatimco E! = 1.
Matice E%J vznikne z jednotkové matice E vymeénou i-tého fadku a j-tého Fadku a od

jednotkové matice lisi jen tim, Ze i-ty a j-ty fadky jsou vzajemné vymeénény.
Lemma 2.3.5. Budte A, B matice.

(1) Matice B muze vzniknout z matice A pomoct jedné tddkové elementdrni upravy
pravé tehdy, kdyz existuje elementdrni matice @) takova, Ze B = QA.



14 Matice

(2) Matice B mize vzniknout z matice A pomoci jedné sloupkové elementarni upravy
prave tehdy, kdyz existuje elementdrni matice Q) takovd, ze B = AQ.

Diikaz. P¥imym vypoctem lze ovérit, ze pri¢teni c-nasobku j-tého fadku k i-tému Ffadku
je totéz co vynasobeni matici E%/(c) zleva, vynasobeni i-tého fadku prvkem ¢ € P je
totéZ co vynasobeni matici E(c) zleva a vyména i-tého fadku a j-tého fadku je totéz
co vynasobeni matici E*J zleva. Viz také komentai za Definici 2.2.4 souc¢inu matic.
Analogicky pro sloupkové tipravy a nasobeni zprava. Cviceni. U

Priklad. Budte

1 2 3 76 5 1 23 321
A=|4 5 4|, B 4 5 4|, By=|(4 5 4|, B3=[4 5 4
321 3 21 6 4 2 1 2 3
Potom
10 2 1 2 3 1- AL +2- A3
Bi=EY2)-A=(0 1 0 4 5 4| = A2
001 321 A3
100 12 3 A}
Bo=FE32)-A=|0 1 0|-[4 5 4| = A2
00 2 321 2. A3
00 1 1 2 3 Al
Bs=EY.A=10 1 0|-[4 5 4| =1[42]. u
1 00 321 Al

Lemma 2.3.6. Transponované matice k elementdrnim maticim jsou elementdrni ma-

tice.

Dikaz. Cviceni. O



