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11. prednéaska, 6. 12. 2022

8. USPORADANI A SVAZY

8.1. Usporadané mnoziny

Definice 8.1.1. Relace p na mnoziné X je uspordddni, jestlize je
(1) reflexivni, tj. x p x pro kazdé = € X,
(2) antisymetricka, tj. z py, y p x implikuje = = y,
(3) tranzitivni, tj. x py, y p z implikuje = p z.

Potom dvojice (X, p) je usporadand mnozina.

Priklad. (1) Pro libovolnou mnozinu X relace = je uspofadani.

(2) (N,<), (Z,<) (R, <), kde < je obvyklé usporadani podle velikosti, jsou usporadané
mnoziny.

(3) Budte X mnozina a P(X) mnozina vSech podmnozin mnoziny X. Inkluze C je
uspotradani na P(X).

(4) Relace | (déli) na mnoziné N (tj. = | y pravé tehdy, kdyz existuje n € N takové,
ze x -n = y) je usporadani, nazyva se relace délitelnosti. Je ziejmé, ze tato relace je
reflexivni a tranzitivni.

Ukézeme, Ze | je i antisymetrickd relace. Piedpokladejme, ze = | y a y | z, tedy
existuji m,n € N takova, ze xm = y a yn = x. Potom zmn = z a jelikoz x # 0, mn = 1.
V pfirozenych ¢islech to lze jediné tak, ze m=1lan=1.Tedy x =2 -1 =y.

Upozortieme, Ze obdobné definovana relace délitelnosti na Z neni antisymetricka,
protoze 1 # —1, pfestoze 1 | —1 a —1 | 1 (rovnice mn = 1 ma v celych ¢islech dalsi
feSeni m = —1 an = —1). [ |

Bud p uspofadani na mnoziné X. Inverzni (opa¢nd) relace p~! (tj. relace definovana
piedpisem ,x p~!y pravé tehdy, kdyz y p 2“) je také usporadani. Nazyva se dudini
uspordddni. Mame-li uspotadani <, potom dualni usporadani <~ se oznac¢uje symbolem
>. Podobné je to se symboly C atp.

Definice 8.1.2. Bud (X, <) uspofddand mnozina, ¥ C X. Relace <y na mnoziné Y
zadané predpisem x <y y < x < y je usporddani na mnoziné Y. Nazyva se indukované
usporaddni a znaci se rovnéz <.

Definice 8.1.3. Prvky x,y usporddané mnoziny jsou srovnatelné, plati-li z < y nebo
y < z. Usporadand mnozina je retézec, jsou-li kazdé dva jeji prvky srovnatelné.

Priklad. (R, <), (Z,<) (N, <) jsou Fetézce. [

Bud < uspofadani na X. Oznaéme x < y, jestlize x < y a zéroven x # y. Déle
zavedme oznadeni = <y, jestlize x < y a neexistuje z € X takové, ze x < z, z < y. Je-li
x <y, pak fikdme, ze x je bezprostrednim predchidcem y, nebo y pokryva x.

Priklad. (1) V mnoziné N s pfirozenym usporadanim podle velikosti plati 1 < 2 a 12,
1 < 3, ale neplati 1< 3.

(2) V mnoziné N s relaci délitelnosti 6 pokryva 3.

(3) V mnoziné Q vsech racionalnich ¢isel s pfirozenym uspofddanim podle velikosti
neplati z <y pro zddnou dvojici z,y € Q. Pro libovolné z,y € Q takové, ze x < y, plati
z=%z+y)€eQar<z z<y. [ |
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Koneénou uspofadanou mnozinu (X, <) miizeme zndzornit diagramem. Prvky mno-
ziny X znazornime jako body v roviné. Prvky z,y spliiujici x <y vyznacime tak, ze x
leZi niZe nez y a spojime je tiseckou.

Z diagramu pak mutzeme urcit usporadani mnoziny X: x < y pravé tehdy, kdyz = lezi
nize nez y a existuje zdola nahoru smérujici kone¢na posloupnost na sebe navazujicich
usecek z bodu x do bodu y.

Priklad. V uspofddané mnoziné Y = {a,b,c,d} s diagra- a b
mem vpravo plati: \\ /

e d<c,cda, cdab, c

e d < a, ale nikoliv d < a, |

e prvky a,b nejsou srovnatelné. d u

Definice 8.1.4. Bud (X, <) uspofadand mnozina. Prvek z € X je
nejmenst, je-li x < y pro kazdé y € X;

nejuétst, je-li x > y pro kazdé y € X;

minimadlni, neexistuje-li y € X takové, ze y < x;
mazimdlni, neexistuje-li y € X takové, ze x < y.

Priiklad. V uspofddané mnoziné Y z predchoziho pfikladu plati:
e d je nejmensi prvek a zaroven jediny minimalni prvek,
e a,b jsou maximalni prvky, ale nejvétsi prvek neexistuje. |
Definice 8.1.5. Bud (X, <) uspofddand mnozina, Y C X. Prvek z € X je
e dolni zdvora mnoziny Y, je-li x < y pro kazdé y € Y,
e horni zdvora mnoziny Y, je-li y < x pro kazdé y € Y,
e infimum mnoziny Y, je-li x nejvétsi prvek mnoziny vSech dolnich zavor mnoziny
Y; piSeme x = inf Y,
e supremum mnoziny Y, je-li  nejmensi prvek mnoziny vSech hornich zévor mno-
ziny Y; piSeme x = supY.
Priklad. V usporadané mnoziné Y z predchoziho pfikladu plati:
e podmnozina {a, b} mé dolni zévory ¢, d, z nich nejvétsi je ¢, a proto inf{a, b} = ¢,
e podmnoZina a, b nema Zadnou horni zévoru, a proto sup{a, b} neexistuje (mno-
zina hornich zévor je prazdnd, a proto neméa nejvétsi prvek). |
Cviceni. (1) Kazda podmnoZina mé nejvyse jedno supremum a nejvyse jedno infi-
mum.
(2) Jestlize x <y, pak inf{z,y} = = a sup{z,y} =y.
(3) Jestlize inf{x,y} = z, pak z < y.
(4) Jestlize sup{z,y} =y, pak = < y. >
Cviceni. Bud X uspoféddand mnozina. Supremum prazdné mnoziny je nejmensi prvek
mnoziny X (pokud existuje) a infimum prazdné mnoziny je nejvétsi prvek mnoziny X
(pokud existuje). >

8.2. Svazy

Definice 8.2.1. Bud X uspofddand mnozina. Necht pro kazdé z,y € X existuji infimum
inf{x,y} a supremum sup{z,y}. Pak X je svazové usporidand mnozina.

Priklad. (1) Pro libovolnou mnozinu X je (P(X), <) svazové usporadand mnozina,
pfi¢emz pro libovolné Y, Z € P(X) inf{Y,Z} =Y NZ asup{¥,Z} =Y U Z.
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(2) (N,]) je svazové usporadand mnozina, pficemz inf{z,y} je nejvétsi spoleény délitel
Cisel z,y, sup{x, y} je nejmensi spolecny nasobek éisel x, y.
(3) Kazdy fetézec je svazové uspofdadand mnozina, pficemz inf{x,y} = min{x,y} je
mensi z prvka z,y, sup{z,y} = max{z,y} je vétsi z prvka z,y.

JelikoZ ve svazové uspofadané mnoziné X pro kazdé z, y existuji inf{x, y} a sup{z, y}
a jsou jednoznac¢né urcena, muzeme na X definovat binarni operace A a V:

x Ay:=inf{x,y}, xVy:=sup{zx,y}.

Tvrzeni 8.2.1. Bud X svazové usporddand mnoZina. Pro libovolnd x,y,z € X plati

TNT =2z, rVr=u,
TANYy=yNwx, rVy=yVuaz, (6)
zANyNz)=(xAy)ANz, aV(yVz)=(@VyVz,
zA(yVe)=uz, zV(yNz) ==
Diikaz. Cviceni.
Asociativita V: Navod: Ukazte, ze x V (y V z) = sup{z,y,z} = (x Vy) V z. O
Cviceni. Dokazte, 7e x1 V x2 V -+ -V x,, = sup{x1, T2, ...,x,}. (Vlevo nezédlezi na uza-
vorkovani). >

Definice 8.2.2. Mnozina X (bez jakéhokoliv uvazovaného usporadéni) se dvéma bi-
narnimi operacemi A a V s vlastnostmi (6) se nazyva svaz. Binarni operace A se nazyva
prusek, bindrni operace V se nazyva spojeni.

Podle predchézejiciho tvrzeni tedy kazda svazové usporddand mnozina je svaz. Podle
nasledujiciho cviceni plati vSak i obracené, ze kazdy svaz je svazové uspofdadana mnozina.
Cvi€eni. (1) Bud (X, A, V) svaz.

(a) Polozme x <, y pravé tehdy, kdyz x Ay = x. Pak <, je uspofadani na X.
(b) Polozme x <, y pravé tehdy, kdyz = V y = y. Pak <, je uspofaddani na X.
(c) Usporddani <, je shodné s usporadanim <y a je svazové, pfi¢emz
inf{z,y} =z Ay, sup{z,y}=zVy.
(2) Bud (X,A,V) svaz. Ukazte, ze (X, V,A) je také svaz (identity (6) definujici svaz
jsou symetrické vzhledem k vzdjemné zaméné A a V). Nazyva se dudlni svaz a znadi se
X* Ovéfte, ze dualni svaz ma dudlni usporadani. >

Budeme pouzivat termin svaz i pro svazové usporadané mnoziny. Svazy budeme ché-
pat i jako algebraické struktury i jako uspofddané mnoziny soucasné. Usporadani totiz
jednoznac¢né urcuje algebraickou strukturu a algebraickd struktura zase jednoznacéné
urcuje usporadani.

Tvrzeni 8.2.2. Bud X svaz. Pro kazdé x,a,b € X plati
(i) jestlize a < b, pak a Nx <bAx;
(i) jestlize a <b, pak aVax <bVx;
(iii) jestlize x < a, x < b, pak x < a A b;
(iv) jestlize x > a, x > b, pak x > a \V b.
Dikaz. (i) Necht a < b, pak a Ab = a, nacez (a Ax) AN(bAx) =aANbAx = aAx; odtud
tvrzeni. (ii) Cviceni. (iii) a (iv) plynou ihned z definice infima a suprema (cviéeni). [

Obsahuje-li podmnozina svazu vsechna infima a suprema vsSech dvojic svych prvki,

je to také svaz.

Definice 8.2.3. Podsvaz svazu (X, A, V) je podmnozina Y C X takovd, ze pro kazdé
zyeYplatizAyeYaaxVyeY.



Usporadani a svazy 75

Priklad. Svaz X a jeho podsvazy Y a Z:

X o Y o 7Z o
VRN / N
o (e)
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N4 N4
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o

Cviceni. (1) Kazda podmnozina Fetézce je podsvaz.
(2) Kazdd podmnozina svazu, kterd je fetézcem, je podsvaz. >

Podmnozina svazu mtze byt svazem vzhledem k indukovanému usporiddéni, aniz by
byla podsvazem.

Priiklad. Svaz X a jeho podmnozina Y, ktera je svazem, ale neni podsvazem.

X o Y zVyy
TVxy
N
T Y T Yy
N4
\ O O
Supremum x Vy y v Y je rizné od suprema xz Vx y v X. |

8.3. Uplné svazy

Definice 8.3.1. Svaz je uplny, ma-li kazda jeho podmnozina supremum i infimum.

Priklad. (1) Kazdy koneény svaz je Gplny a plati inf{x1, za,...,2,} = z1AZ2A. . . AZp,
sup{x1,x,...,Tpn} =x1 Va2 V...V Ip.
(2) Svaz (P(M), <) je uplny. Infima jsou pruniky, suprema jsou sjednoceni.

(3) Svaz (N, <) neni tuplny. Schézi napiiklad supremum celé mnoziny N. [ |

Kazdy tplny svaz mé nejvétsi prvek, je to jeho supremum, i nejmensi prvek, je to
jeho infimum.

Tvrzeni 8.3.1. Bud X usporddand mnoZina, jejiz kazdd podmnozina md infimum. Pak
X je uplny svaz.

Drikaz. Stadi ukazat, Ze kazdd podmnozina mé supremum. Bud Y C X. Ozna¢me Z
mnozinu vSech hornich zédvor mnoziny Y a polozme s = inf Z. Dokazme, ze s = sup Y.
Kazdy prvek mnoziny Z je horni zavora mnoziny Y, takze kazdy prvek mnoziny Y
je dolni zavora mnoziny Z. Jelikoz s je nejvétsi dolni zavora mnoziny Z, tak y < s pro
kazdé y € Y, ¢ili s je zaroven horni zédvora mnoziny Y. A kdyZ s € Z a soucasné s je
(nejvétsi) dolni zadvora mnoziny Z, je to nejmensi prvek mnoziny Z, ¢ili nejmensi horni
zavora mnoziny Y. O
Priklad. Predpoklad, ze kazda (i prazdnd) podmnozina mnoziny X mé infimum, zna-
mend, ze X mé nejvétsi prvek. Napiiklad (N, <) neni uplny svaz, prestoze kazda ne-
prazdnd podmnozina méa infimum. |
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Priklad. Bud G grupa. Ozna¢me P(G) mnozinu vSech podgrup grupy G. Pak (P(G), Q)
je uplny svaz.

Bud {A,|: € I} € P(G), tedy né&jaky systém podgrup grupy G. Potom (,c; 4, je
také podgrupa (cviceni), kterd je zaroven inf{A,|:. € I} (cviceni). Podle pfedchoziho
tvrzeni je (P(G),C) uplny svaz. Proto existuje i sup{A4, |t € I} a je to prunik vSech
podgrup, které obsahuji vSechny podgrupy A,.

Priklad je zformulovan pro grupy, ale jeho analogie plati i pro jiné algebraické struk-
tury. |

Cviceni. Ozna¢me FE(X) mnozinu vSech relaci ekvivalence na mnoziné X. Protoze
E(X) € P(X x X), vznikd na E(X) indukované usporadani. Dokazte, ze E(X) je
uplny svaz. >



