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10. prednaska, 29. 11. 2022

6.5. Faktorové grupy

Definice 6.5.1. Relace na mnoziné X je podmnozina kartézského soucinu X x X.
Je-li p relace, misto (z,y) € p Casto piSeme z p y.

Definice 6.5.2. Relace p na mnoziné X je relace ekvivalence, jestlize je
(1) reflexivni, tj.  p x pro kazdé x € X,
(2) symetrickd, tj. z py implikuje y p x,
(3) tranzitivni, tj. z py, y p z implikuje z p 2.
Budte = relace ekvivalence na mnoziné X a x € X. Mnozina vSech prvki ekvivalent-
nich prvku z je trida ekvivalence pfislusnd x a oznacujeme ji [x]= nebo jen [z], je-li
ziejmé, o jakou relaci ekvivalence se jedna, tedy

[zl ={ye X |z =y},

a mnozina vSech tfid ekvivalence je faktorovd mnozina a oznacujeme ji X= nebo jen X,
tedy

Poznamenejme, ze X je rozklad mnoziny X, &li mnoziny [x] jsou neprézdné, po dvou
disjunktni a jejich sjednoceni je X.
Definice 6.5.3. Budte X mnoZina s binarni operaci * a = relace ekvivalence na mnoziné
X. Relace = je kongruence na X s *, jestlize plati implikace (podminka kompatibility)
jestlize ©1 = x9 a y1 = Y2, pak x1 * y1 = T2 * o, (4)
nebo ekvivalentné zapsano
jestlize [z1] = [x2] a [y1] = [y2], pak [x1 * y1] = [z2 * ya].

Tvrzeni 6.5.1. Budte = kongruence na mnoziné s asociativni bindrni operaci a x,y
tnvertibilng proky. Pak plati implikace

jestlize x =y, pakz ' =y !
nebo ekvivalentné zapsdino

jestlize [x] = [y], pak [z~"] = [y].

~1 =y~ 7z podminky kompatibility dosta-
lye=y lxyxaoLtedyy t=2"t O

Diikaz. Nechf z = y. Jelikoz 271 =21 ay
neme rxx ' =yxax L tedye=yxazl ay”

Priklad. (1) Méjme grupu (Z,+,0, —) a relaci = na Z danou pfedpisem: z = y pravé
tehdy, kdy# z, y jsou obé sud4 nebo obé lich4, tedy Z = {[0], [1]}. Potom = je kongruence,
protoze soucet jakychkoliv sudych ¢isel je sudé ¢islo, soucet jakychkoliv lichych ¢isel je
sudé ¢islo a soucet jakéhokoliv sudého ¢isla a jakéhokoliv lichého ¢isla je liché ¢islo.

(2) Méjme grupu (Z,+,0,—) a relaci = na Z danou piedpisem: x = y pravé tehdy,
kdy# @,y jsou obé& zéporna nebo obé kladna nebo obé nulové, tedy Z = {[-1], [0], [1]}.
Potom = je relace ekvivalence, plati implikace

jestlize x =y, pak —x = —y,

ale existuji 1, z2, y1,y2 € Z takova, Ze x1 = T a y; = Yo, ale x1 +y1 # 2o + 0. Cili =
nesplnuje podminku kompatibility a neni to tedy kongruence na Z. |
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Méme-li kongruenci a t¥idy [z], [y], pak diky podmince kompatibility tf¥ida [z * y] je
jednoznaéné uréena t¥idami [x], [y], ¢ili nezavisi na konkrétnim vybéru jejich prvka z,y

(reprezentanti). Na mnoziné X tedy muzeme zavést bindrni operaci * predpisem

[a]#ly] = [o + . (5)
Priklad. Méjme grupu (Z, +, 0, —) a kongruenci = danou predpisem: = = y pravé tehdy,
kdyz x,y jsou obé suda nebo obé licha, tedy Z = {[0], [1]}.

Na Z méme binirni operaci + definovanou piedpisem (5), tedy [z]+[y] = [z + y].
Takze

[0]+[0] = [0+ 0] = [2+ 6] = [8 + (—14)] = [0],
O +[1] = [0+1] = [247] = [(=6) + 11] = [1],
[1]+[0] = [1 +0] = [7 + 6] = [17 + (=2)] = [1],
[+ =141 =[3+13] =[(-7)+5] = [0]. u

Tvrzeni 6.5.2. Méjme kongruenci na mnoziné X s bindrni operaci *. Bud % bindrni
operace na X definovand piedpisem (5). Potom
(i) je-li * asociativni, pak % je asociativni;
(i1) je-li e neutrdlni prvek *, pak [€] je neutrdlni prvek %;
(iii) je-li =1 inverze k x vzhledem k *, pak [v7 Y] je inverze k [x] vzhledem k %;
(iv) je-li * komutativni, pak % je komutativni.

Diikaz. (i) Jestlize  je asociativni, potom pro libovolné t¥idy [x], [y], [z] € X plati

takZe % je asociativni. 3
(ii) Jestlize e je neutralni prvek oparace *, potom pro libovolnou t¥idu [z] € X plati
[]*[e] = [z = €] = [x],
[e]*[z] = [e x x] = [x],

takze [e] je neutralni prvek operace *.
(iii) Jestlize ™! je inverzni prvek k z vzhledem k *, pak

[2]¥lz7!] = [ex 271 = [¢],
275 [2] = [27 % 2] = [e],
takze [z7!] je inverzni prvek k [z] vzhledem k operaci %.
(iv) Z (5) je ziejmé, ze je-li x komutativni, pak i * je komutativni. O

Dusledek. Pro kazdou (komutativni) grupu a kaZdou kongruenci na této grupé pri-
slusnd faktorovd mnoZina s operaci definovanou predpisem (5) je (komutativni) grupa.

Dikaz. Tvrzeni je jednoduchym dusledkem predchoziho Tvrzeni. O

Jelikoz kazdy prvek mnoziny s asociativni operaci ma nejvyse jeden inverzni prvek,
viz Tvrzeni 6.1.2 nebo Tvrzeni 6.5.1, t¥ida [#7!] je v takovém piipadé jednoznacéné
uréena t¥idou [z], ¢ili nezavisi na konkrétnim vybéru jejiho prvku z, a proto je korektni
ji oznacovat [x]™"
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Definice 6.5.4. Faktorova mnoZina s operaci definovanou pfedpisem (5) z pfedchoziho
Dusledku je faktorovd grupa.

Priklad. Méjme grupu (Z,+,0,—) a kongruenci danou predpisem: x = y pravé tehdy,

kdyz z,y jsou ob& sud4 nebo obé licha, tedy Z = {[0], [1]}.
Na Z méme asociativni binarni operaci F: [#]+[y] = [ + 9], neutralni prvek operace
+ je [0] a opa¢ny prvek —[z] k prvku [z] je [—x], ¢ili —[0] = [0], —[1] =[-1] =[1]. W

6.6. Zbytkové tridy

Méjme aditivni grupu (Z,+,0,—) a bud m libovolné pfirozené (kladné celé) ¢islo.
Definujme relaci =,,, na Z pfedpisem:

T =, y pravé tehdy, kdyz x — y je celociselny nasobek ¢isla m

(¢ili m | (z — y) a existuje tedy k € Z takové, ze v —y = km a z = y + km).

Potom =,, je relace ekvivalence (cvi¢eni), pfislusné t¥idy ekvivalence [i]=,, se znaci
[t]m a
[— 2]m:{ 24+ km|keZy={...,-2—-2m,—2—m,—2, -2+ m,—2+2m,...},
(1] ={-1+km|keZ}={..,-1-2m,—1—m,—1,—1+m,—1+2m,...},
[0, ={km|keZ}={...,—2m,—m,0,m,2m,...},
[l]m:{1+km|kEZ}—{ 1—2m,1—m,1,1+m,1+2m,...},
2m={24+km|keZ}={..,2—2m,2 —m,2,24+m,2+ 2m,...},

[i]m ={i+km|keZ}={...,i—2m,i—m,i,i+m,i+2m,...},

Proi € {0,...,m—1} t¥ida ekvivalence [i],, obsahuje pravé ta cela éisla z, po jejichz ce-
loc¢iselném delem ¢islem m ¢islo i je zbytek. TFidam [i ]m, kde i € {0,...,m—1}, se proto
tika zbytkové tridy. PTi déleni ¢islem m vSechny mozné zbytky jsou pravé 0,1,....,m—1,
takze kazdé celé ¢islo lezi v pravé jedné ze zbytkovych tiid [0]m, [1]m, - -, [m — 1] PH-
slusna faktorovd mnozina Z—  se zna® Z,,, tedy

Zon = {[0ms Ly - -+ [m — 1 }-

Ovéfime, zda =, je kongruence na Z, ¢ili podminku kompatibility (4). Predpoklé-
dejme, ze [21]m = [22]m & [Y1]m = [y2]m- To znamend, ze xo € [x1]m a y2 € [Y1]m, ¢ili
x9 = x1 + km, yo = y1 +Im pro vhodna k,l € Z. Potom x5 +yo = x1 +km+y; +Im =
z1+y1+ (b +1)m € [r1+ y1]m, a tedy [v1 + y1]m = [T2 + Y2|m

Na mnoziné Z,, tedy méame bindrni operaci + (znaci se obvykle stejné jako ptvodni
operace) podle (5)

2] + [Ylm = [+ Y]m
a piislusnéa faktorova grupa (Z,,+,[0]m, —) je komutativni aditivni grupa zbytkovych

trid modulo m.

Na mnoziné Z uvazujme operaci -, ktera je asociativni a ma neutralni prvek 1. Ovérime
podminku kompatibility (4) pro operaci -.
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Predpokladejme, ze [z1], = [z2]m a [y1]m = [y2]m- To znamena, ze xo = x1 + km,
y2 = y1 +Im pro vhodné k,l € Z. Potom x5 -y2 = (x1 + km) - (y1 +1im) = z1y1 + (ky1 +
lx1 + klm)m € [z1y1]m, a tedy [T1y1]m = [T2y2]m-

Na Z,, tedy mame i binarni operaci - podle (5)

Podle Tvrzeni 6.5.2 operace - na mnoziné Z,, je komutativni, asociativni a mé neut-
ralni prvek [1],,. Faktorovd mnozina Z,, s operaci - a neutralnim prvkem [1],, je komuta-
tivani multiplikativni monoid zbytkovych tiid modulo m (monoid je mnozina s asociativni
binarni operaci a neutrdlnim prvkem). Otézka existence inverzi vzhledem k operaci -
neni tak jednoducha jako v pfipadé operace +.

Tvrzeni 6.6.1. Prvek [z, € Z,, md inverzi vzhledem k operaci - pravé tehdy, kdyz x
a m jsou nesoudélnd, tedy jejich nejvétsi spolecny délitel D(x,m) je 1.

Diikaz. Predpokladejme, ze [y]n, je inverze k [x]y,, tedy [T]m - [Y]lm = [2y]m = [1]m. Takze
xy + km = 1 pro vhodné k € Z a kazdy spolecny délitel ¢isel x a m je délitel i cisla 1.
Proto D(xz,m) = 1.

Pfedpokladejme, ze D(x,m) = 1. Podle Bézoutovy véty existuji ¢isla y, k € Z takova,
ze D(x,m) = yx + km. V nasem piipadé 1 = xy + km, takze [1],, = [2Y]m = []m - [Y]m
a [y]m je inverze k [z],. O

Priklad. Necht m = 5. Nésledujici tabulka naznacuje rozlozeni mnoziny vSech celych
¢isel do péti tiid:

0]; 5 0 5
15 4 1 6
20 3 2 7
3]s -2 3 8
[4]5 1 4 9
Aditivni grupa Zs resp. multiplikativni monoid Zs maji tabulky
+ |05 [1s [2]5 [3]s [4]s - 105 (15 25 [3]5 [4]5
[0]5 | [0]5 [1]s [2ls [3]5 [4]5 [0]5 | [0]5 [0]5 [0]s [0]5 [0
15 | [1]s 25 3]s [4]s [0]5 resp. [As | [0)s (s [2s [3s [ g
2]5 | [2]5 (3]s [4]s [0]5 [1]s 2]5 | [0]5 [25 [4]s [1]s [3]5
85 | 85 [4]s [0]s [1]s [2]5 B]5 | [0]5 [3]s [lls [4]s [2]5
[4]5 [ [4]s [0]s [lls [2]5 [3]s [4]5 [ [0]s [4]s [38]s [2s [1]5
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7. OKRUHY A POLE

Definice 7.0.1. Mnozina P se dvémi binarnimi operacemi + a - je okruh, jestlize
(1) 4+ a - jsou asociativni a komutativni operace,
(2) 4+ mé neutralni prvek, znac¢ime ho 0,
(3) - méa neutralni prvek rizny od 0, zna¢ime ho 1,
(4) ke kazdému prvku x existuje inverzni prvek vzhledem k operaci +,
(5) pro libovolné x,y,z€ Pplatiz - (y+z2)=x-y+x- 2.
Pokud navic
(6) ke kazdému prvku x # 0 existuje inverzni prvek vzhledem k operaci -,
mnozina P s operacemi + a - je pole.
Inverzni prvek k x vzhledem k operaci + se nazyva opacng k x a znaci se —x. Inverzni
prvek k x vzhledem k operaci - se znaci 2%
Podminka (5) v pfedchozi definici je distributioni zdkon.
Priklad. (1) Mnoziny Q, R, C s operacemi s¢itani a nasobeni jsou pole.
2
3

Mnozina 7 s operacemi sc¢itani a nasobeni je okruh, ale neni pole.
Mnozina Ny s operacemi s¢itani a nasobeni neni okruh.

Mnozina P[z] s operacemi séitani a nédsobeni polynomu je okruh, ale neni pole.

~ o~ o~ o~ o~
~— — — ~— ~—

5) Mnozina M, (P) s operacemi s¢itani a nasobeni matic neni okruh.
6) Necht P ={0,1} a bindrni operace + a - na P jsou takové, Ze
+10 1
0/0 1 00 O
111 0 110 1
Neutralni prvek operace + je 0 a inverzni (opa¢né) prvky jsou —0 = 0 a —1 = 1.
Neutralni prvek operace - je 1 a inverzni prvek k 1 je 1 (1=! = 1), inverzni prvek k 0

neexistuje. Mnozina {0, 1} s témito operacemi je pole.
(7) Necht P ={0,1,2,3} a bindrni operace + a - na P jsou takové, ze

+]0 1 2 3 -lo 1 2 3
0/0 1 2 3 0{0 0 0O
111 2 3 0 a 110 1 2 3
212 3 0 1 210 2 0 2
313 01 2 310 3 2 1
Potom neutralni prvek operace + je 0, neutralni prvek operace - je 1 a
—-0=0 07! neexistuje
-1=3 1=1=1
—2=2 a 9~1 neexistuje
-3=1 371=3
Mnozina {0, 1,2,3} s témito operacemi je okruh, ale neni pole. [ |

Tvrzeni 7.0.1. Bud P okruh. Pak pro libovolné prvky xz,y,z € P plati
(i) = -0=0;
(i) w - (=1) = —x;
(iti) - (y—z2)=x-y—x- 2.
Dikaz. (i) Plati
z-0=z-(0+0)=
=z-0+z-0
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a po pri¢teni —(x - 0) k obéma strandm rovnosti dostaneme 0 = x - 0.

(ii) Plati

0=2-0=2-1+(-1)=z-14+z-(-1)=
=z+z-(—-1)

a po pri¢teni —z k obéma strandm rovnosti dostaneme —z = x - (—1).

(iii) Cviceni. O
Cviceni. Dokazte, ze v kazdém okruhu plati:
1) (-1)-(-1) =1,
2) (-2)-y=a-(-y) =—(z-y) >
Tvrzeni 7.0.2. Bud P pole a budte z,y,z € P.

(1) = -y =0 pravé tehdy, kdyZ x =0 nebo y = 0.
(2) Jestlizex-y=x-z ax#0, paky=z.

Dikaz. (1) Jestlize x = 0 nebo y = 0, pak podle Tvrzeni 7.0.1(i) také x -y = 0.
Necht x - y = 0. Pfedpokladejme, Ze jeden z prvka x,y je nenulovy, napiiklad = # 0.
Potom s vyuzitim Tvrzeni 7.0.1(i) dostaneme

y=1-y=@*t-2).-y=at-(z-y)=2"1-0=0.
(2)
Ty =22 k obéma strandm pricteme — xz
xy —xz =0 pouzijeme (iii) z pFedchoziho tvrzeni
z(y—2)=0 pouzijeme prvni ¢ast tvrzeni a x # 0
y—z=10 k obéma stranam pii¢teme z
y=7z -

Piiklad. (1) V piikladu (7) mame okruh, v némz 2-2=0a 2-1 = 2 - 3. To ukazuje,
Ze predchozi tvrzeni neplati pro okruhy.

(2) Pro okruh Plz] ale pfedchozi tvrzeni plati, viz kapitolu o polynomech. [ |
Obdobné jako v kapitole 6 P* oznacuje mnozinu P \ {0}.

Je-li P okruh, pak P s operaci + je komutativni grupa. Pro pole mame navic nasle-
dujici tvrzeni.

Tvrzeni 7.0.3. Je-li P pole, pak P* s operact - je komutativni grupa.

Dikaz. Budte z,y € P* tedy = # 0 a y # 0. Podle Tvrzeni 7.0.2(1) z -y # 0, tedy
x -y € P* a mnozina P* je uzaviena vzhledem k operaci -. Zbytek tvrzeni plyne z toho,
ze operace - je asociativni a komutativni, 1 € P* je neutralni prvek, kazdy nenulovy
prvek je invertibilni a pfislusné inverze jsou nenulové. O

Tvrzeni 7.0.4. Mnozina Z,, zbytkoviych trid je pole pravé tehdy, kdyz m je prvocislo.

Drikaz. Cislo 1 neni prvoéislo a Z1 neni pole (cviceni). Bud m > 1. Podle kapitol 6.5 a 6.6
Zy, spliiuje podminky (1)—(4) z definice okruhu a pole. Ovéfeni, Ze plati distributivni
zakon (5), ponechdme jako cvifeni. Zbyva ukazat, Ze ke kazdému prvku [z],, # [0]m
existuje inverzni prvek vzhledem k operaci - pravé tehdy, kdyz m je prvocislo.

Piedpokladejme, ze ke kazdému prvku [z],, # [0],, existuje inverze. Podle Tvr-
zeni 6.6.1 kazdé takové x je nesoudélné s m, tedy m je prvodislo.

Na druhou stranu, je-li m prvodislo, pak kazdé = € Z takové, ze [x],, # [O]m, je
nesoudélné s m. Opét podle Tvrzeni 6.6.1 [z],, m4 inverzi.

Jiny dikaz tohoto tvrzeni lze nalézt v [Marvan, 3. Pole]. O
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Takze, naptiklad, Z4 neni pole. Ctyiprvkové pole ale existuje.

Priklad. Necht X = {0,1,a,b} a bindrni operace + a - na X jsou takové, ze

+/0 1 a b |01 ab
00 1 a b 0/0 0 0 O
1|1 0 b a a 110 1 a b
ajla b 0 1 al0 a b 1
blb a 1 0 b|0 b 1 a
Mnozina X s témito operacemi + a - je pole. |

Poznamka. Pro libovolné pfirozené ¢islo n existuje n-prvkové pole pravé tehdy, kdyz
n je mocnina prvoéisla, ¢ili n = p* kde p je prvocislo a k je pfirozené &islo.

Stejné jako mame podgrupy grup (a podstruktury dalSich algebraickych struktur),
existuji podokruhy okruhii a podpole poli. Zminime jen podpole.

Definice 7.0.2. Bud P pole. Bud Q C P podmnozina takova, Ze

(1) 0,1 € Q;
(2) jeliz,ye @, pak x+y € Q axy € Q;
(3) je-li z € Q, pak —x € Q;
(4) jelliz e Q,x#0,pak 1 € Q.
Potom @ je podpole pole P.
Aby podmnoZina pole byla podpole, musi obsahovat neutralni prvky obou binarnich

operaci, musi byt uzaviena vzhledem k obéma bindrnim operacim a musi byt uzaviena
vzhledem k inverzim vzhledem k obéma binarnim operacim.

Kazdé podpole je pole.
Priklad. (1) Pole Q je podpole poli R a C. Pole R je podpole pole C.
(2) Z neni podpole pole Q, nebot neobsahuje inverzi k 2 vzhledem k operaci -.

(3) Mnozina {0, 1} neni podpole pole Q (a samoziejmeé ani R a C), protoze 1 +1 =2 ¢
{0,1}. Ac¢koliv, jak uz vime, na mnoziné {0, 1} lze definovat operace s¢itani a nasobeni
tak, Ze to je pole. |

Definice 7.0.3. Podpole pole C je ciselné pole.



