Matice 1

1. prednaska, 20. 9. 2022

1. POLE

Uvazujme mnozinu vSech redlnych ¢isel. Realné ¢isla s¢itame a nasobime, ke kazdému
redlnému ¢islu existuje ¢islo opacné (soucet ¢isla a k nému opacného ¢isla je roven 0), ke
kazdému nenulovému realnému ¢islu existuje ¢islo inverzni (prevracend hodnota, soucin
¢isla a k nému inverzniho ¢isla je roven 1). Pro libovolna realna ¢isla a, b, ¢ navic plati

a+b=b+a, a-b=b-a (soucet a soudin jsou komutativni,
a+(b+c)=(a+b)+¢c, a-(b-c)=(a-b)-c asociativni
a-(b+c)=a-b+a-c a splnuji distributivni zédkon)

Kazd4 mnozina obsahujici aspon 2 prvky (obvykle oznacované 0 a 1) s uvedenymi
operacemi s uvedenymi vlastnostmi se nazyva pole. Prikladem pole je pole komplexnich
c¢isel, které znac¢ime C.

Kazda podmnozina mnoziny komplexnich ¢isel, ktera obsahuje 0 a 1, s kazdym ¢is-
lem obsahuje k nému opacné, s kazdym nenulovym cislem obsahuje k nému inverzni
a s libovolnymi dvémi ¢isly obsahuje jejich soucet i soucin, se nazyva ciselné pole.

Priklady ¢iselnych poli jsou mnozina komplexnich ¢isel C, mnozina realnych ¢isel R
a mnozina racionanich ¢isel Q. Naptiklad mnozina celych ¢isel Z a mnozina prirozenych
(kladnych celych) ¢isel N nejsou pole.

Je-li P pole a n pfirozené ¢islo, potom P™ oznacuje mnozinu vSech usporiddanych
n-tic prvkt pole P.

Polim se jesté budeme vénovat pozdéji, v tématu 7.

2. MATICE

2.1. Matice

Definice 2.1.1. Bud P pole, budte m, n pfirozena ¢isla. Matice typu m x n nad polem
P je tabulka o m tadcich a n sloupcich obsahujici na kazdém misté néjaky prvek pole
P (a nic jiného). Mame-li takovou matici A, pak prvek pole P v i-tém fadku a j-tém
sloupku oznacujeme A; a matici zapisujeme obvykle

AL AL oA
PO R R
Al AR A

nebo strucnéji A = (A;')mxn nebo jen A = (A;)

Matici typu m x n nad polem P je mozné definovat také jako zobrazeni z kartézského
sou¢inu {1,2,...,m} x{1,2,...,n} do pole P. Takové zobrazeni tedy usporadané dvojici
(1,7) pfifazuje A} € P a muzeme ho zapsat prévé ve tvaru tabulky, kterd mé v i-tém
rfadku a j-tém sloupku prvek A;

Hornim indextim fikdme 7ddkové, dolnim indexim Fikame sloupkové. Pro pevné zvo-
lené ¢

A= (A AL LAY
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jei-ty rddek matice A; je to tedy matice typu 1xn, nékdy ji zapisujeme jako usporadanou

n-tici (A%, A%, ..., AY) € P™ Nulovy fadek oznaé¢me 0,. Pro pevné zvolené j
o
AS = ‘J
=

je j-ty sloupek matice A; je to tedy matice typu mx 1, nékdy ji zapisujeme jako usporada-

. . 1 2 T T
nou m-tici (A},A?, ..., AT') € P™ nebo (A} A7 ... A7 nebp (A},AJZ, L AT
Nulovy sloupek ozna¢me 0° To, Ze matice A je tvorena radky Ag, resp. sloupky A7,
budeme nékdy zapisovat

A
a2
A= |, resp. A= (4] A3 ... A)).
Az
Matice A = (A;) a B = (B}) se vzajemné rovnaji, jestlize jsou stejného typu a na
stejnych mistech maji stejné prvky, tedy jsou-li typu m x n a pro kazdé ¢ € {1,2,...,m}
a kazdé j € {1,2,...,n} plati A;'- = BJZ
Definice 2.1.2. Matice A = (A’)pxn je
e cCtvercovd, jestlize m = n,
e diagonalni, jestlize je Ctvercova a A;- =0 pro i # j (prvky A! se také nazyvaji
diagondlni a tvofi (hlavni) diagondlu),
e jednotkovd, jestlize je diagonalni a Aﬁ = 1 pro kazdé i (oznacujeme ji E, nebo
jon ),
e nulovd, jestlize ma vSechny prvky nulové (oznacujeme ji 0., %, nebo jen 0),
e horni resp. dolni trojuhelnikovd (nebo v hornim resp. dolnim trojuhelnikovém
tvaru), jestlize je ¢tvercova a pod resp. nad diagondlou ma jen nuly, tedy A; =0
pro ¢ > j resp. pro ¢ < 3,
e schodovitd (nebo ve schodovitém tvaru), jestlize kazdy nenulovy fadek, kromé
prvniho, zac¢iné zleva vice nulami nez fadek predchozi,
o v Gaussové—Jordanové tvaru, jestlize
(i) je ve schodovitém tvaru,
(ii) prvni (zleva) nenulové prvky vsech nenulovych fadku jsou 1,
(iii) ve sloupcich nad (a nejen pod) prvnimi nenulovymi prvky vsech nenulovych
radki jsou jen 0.
o v Gaussové kanonickém tvaru, jestlize je rovna matici

E 0
0 0/’
kde F je jednotkova matice a 0 oznacuje nulové matice ptislusnych typt.

Mnozinu vsech matic typu m x n nad polem P oznacujeme M,,x,(P) nebo P™*";
v pfipadé ¢tvercovych matic také M, (P) nebo gl(n, P).

Piiklad. (1)

12 je Ctvercova matice 123 neni ¢tvercova
3 4) J¢crvereov '\4 5 6 vercova.
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1 0\ . .. (s . 11 L (12
(0 4> je diagonalni matice, (0 O) neni diagonalni.

E, = (1) , Fo = <(1) (1)) ,F3 = jsou jednotkové matice.

OO =
O = O
= O O

00 0 0 0Y). , .
Ooxo = (0 O> ,09%x3 = <0 0 0) jsou nulové matice.

1 2 3 1 00
0 4 0] jehorni, {2 0 0] je dolni trojuhelnikova matice.
0 0 5 1 21

je matice ve schodovitém tvaru,

neni matice ve schodovitém tvaru.

SO O OO O
SO NN OO
SO FE OO
DR O N OO N

1020

01 1 o0f. . < «

00 o0 1|7 matice v Gaussové-Jordanoveé tvaru,

0 0 0O

1 01 2

01 20 , . < o

0 0 o 1| nen matice v Gaussové—Jordanové tvaru. |
0 0 0O

2.2. Operace s maticemi

2.2.1. Soucdet matic a nasobek matice

Definice 2.2.1. Budte A, B matice typu m x n nad polem P. Soucet matic A, B je
matice A + B typu m x n nad polem P takovd, ze pro vSechna i € {1,2,...,m},
je{1,2,...,n}

(A+ B): = AL + B

Scitame tedy jen matice stejného typu. Matice riznych typt nelze scitat.
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Definice 2.2.2. Budte A matice typu m x n nad polem P a ¢ € P. Potom c-ndsobek
matice A je matice cA typu m x n nad polem P takovd, Ze pro vSechna i € {1,2,...,m},
je{l,2,...,n}

(cA);'. = cAg-.
Pro ¢ = —1 se matice (—1)A znaéi —A a nazyva se opacnd matice k matici A.

Priklad. Pro
123 -1 0 2\,
A‘<456>a3_<1<ﬁ aje
C(1+(-1) 240 342\ _ (0 2 5
A+B_( 441 5+(-3) 6+7>_(5 2 13)’
6 12 18 10 -2
&4_.<24 30 36>’ _Eg_'<—1 3 -—7)' "
Cvicéeni. Spodtéte
12\ (2 1
4) 7 \o -1
1), (1 2
0) "\3 4
“1) (12 N
1) \3 4 3 4
0) , (1 2 -1 -2 N
00/ 7\3 4 —3 —4)

Tvrzeni 2.2.1. Necht A, B,C jsou matice stejného typu nad polem P a ¢,k € P. Pak

wW =
=N

1 2

S OO O W Ww

/\/l\\/\
N~ NO
(a)

+ N— —— 0
+

e N R
LW =
S V)

(1) A+ B=B+ A,
(2) A+ (B+C)=(A+B)+C, (6) c(A+ B) = cA+ cB,
(8) A+0=A4, (7) (c+k)A=cA+ KA,
(4) A+ (—A) =0, (8) c(kA) = (ck)A.

(5) 1A = A,

Diikaz. Uvedeme jen dikaz boda (2) a (6), ostatni ponechame jako cviceni.

(2) Mame dokazat, ze matice A+(B+C) se rovna matici (A+B)+C. Predpokladejme,
ze A, B, C jsou typu m xn. Potom i B+C a A+ B jsou typu m xn, a tedy i A+ (B+C)
a (A+ B) + C jsou typu m x n.

Pro kazdé i € {1,2,...,m} a j € {1,2,...,n} prvek v i-tém Fadku a j-tém sloupku
matice A + (B + C) je

(A+(B+0))s=A +(B+0)} =
= AL+ (B4 C)) =
= (Al + B+ Cl =
=(A+B),+Ci=
=((A+ B)+C)},

(podle definice sou¢tu matic)
(podle definice sou¢tu matic)
(diky asociativité s¢itani v poli)
(podle definice sou¢tu matic)

(podle definice sou¢tu matic)

coz je prvek v i-tém fadku a j-tém sloupku matice (A + B) + C.
Dokéazali jsme, ze matice A+ (B+C) a (A+ B) + C jsou stejného typu a na stejnych

mistech maji stejné prvky.

(6) Mame dokazat, ze matice ¢(A + B) se rovnéd matici cA + ¢B. Predpokladejme, Ze
A, B jsou typu m x n. Potom i A + B, cA a ¢B jsou typu m X n, a tedy i ¢(A + B)

a cA + ¢B jsou typu m X n.
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Pro kazdé i € {1,2,...,m} a j € {1,2,...,n} prvek v i-tém fadku a j-tém sloupku
matice ¢(A + B) je

(c(A+ B)); =c(A+ B). =

j podle definice c-ndsobku matice)
= C(A§~ + B;) =

podle definice sou¢tu matic)

(
(
(
(

= cAé- + CB;- = diky distributivnimu zakonu v poli)
= (cA)} + (cB)} = podle definice c-ndsobku matice)
=(cA+cB );, (podle definice soué¢tu matic)

coz je prvek v i-tém radku a j-tém sloupku matice cA + ¢B.
Dokazali jsme, Ze matice ¢c(A+ B) a cA+cB jsou stejného typu a na stejnych mistech
maji stejné prvky. O

Uvedli jsme si, ze fadky a sloupky matice chapeme jako matice. MizZeme je tedy také
nasobit prvky prislusného pole, mizeme scitat radky a scitat sloupky, jsou-li stejného
typu a nad stejnym polem.

Nasledujici definici formulujeme pouze pro radky matice, ale obdobné 1ze formulovat
pro sloupky, usporadané n-tice a matice.

Definice 2.2.3. Budte A%, A%, ..., Al fadky matice nad polem P, ¢1,c¢a,...,c, € P.

Linedrni kombinace fadka A%, A2 ... A% s koeficienty c1,ca,. .., cp je Fadek
k .
QLAY + A2 4+ -+ AY = E cj A
Jj=1

Méme-li prazdnou mnozinu fadku (tedy, nemame zadny fadek), jejich linedrni kom-
binaci definujeme jako nulovy Fadek. Takze, nulovy fadek je linedrni kombinaci fadku
z prazdné mnoziny.

2.2.2. Soudin

Definice 2.2.4. Budte A matice typu m xn a B matice typu n X p nad polem P. Soucin
matic A, B (v tomto potadi) je matice A - B (obvykle oznacovana jen AB) typu m x p
nad polem P takové, ze pro vSechna i € {1,2,...,m}, j € {1,2,...,p}

n
(AB)i = AiBj + A3B; +--- + ALB} = A} B}.
k=1
Matice B mé tedy tolik fadki, kolik ma matice A sloupki. Prvek matice AB v i-tém

radku a j-tém sloupku ziskame tedy tak, ze seCteme souciny prvki v ¢-tém Ffadku matice
A s odpovidajicimi prvky v j-tém sloupku matice B. Tedy

AlB{ + AYB} +---+ ALBY .-+ A{Bl+ A}B2+---+ ALBY
B AIBl + A3B? + -+ A2BY ... AIBL4+ AJBZ+... 4+ AlBY
ATBl + APBY + -+ ATBY ... A7"'Bl+ AyB2+ .-+ A"BY

AlBL + AlB?2 + ... + ALBP
A3Bl + A2B2 + .-+ A2B?

AT"'Bl 4+ AP'B2 + .- 4+ A Bl

— (BIAS + B2A3 + -+ BJAS -+ BLAS + B2A3 +--- + BIAY).
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Cili, prvni fadek matice AB ziskdme tak, ze vezmeme Al-nasobek fadku B}, Al-nasobek
fadku B2, ..., Al-nasobek fadku B? a viechny tyto nasobky se¢teme. Je to tedy linearni
kombinace radka matice B s koeficienty z prvniho fadku matice A.

Obdobné ziskame ostatni fadky matice AB. Obecné, i-ty fadek matice AB ziskdme
tak, ze pro kazdé k € {1,2,...,n} prvkem Af€ vynasobime k-ty fadek matice B a vSechny
tyto nasobky secteme. TakZe i-ty fadek matice AB je linedrni kombinace fadkt matice
B s koeficienty z i-tého fadku matice A.

Analogicky, prvni sloupek matice AB ziskdme tak, Ze vezmeme Bi-nisobek sloupku
A3, B?-nasobek sloupku A3, ..., Bi-nasobek sloupku AS a viechny tyto nisobky se-
¢teme. Je to tedy linearni kombinace sloupkil matice A s koeficienty z prvniho sloupku
matice B.

Obdobné ziskame ostatni sloupky matice AB. Obecné, j-ty sloupek matice AB zis-
kame tak, ze pro kazdé k € {1,2,...,n} prvkem BJ’-g vynasobime k-ty sloupek matice A
a vSechny tyto nasobky secteme. Takze j-ty sloupek matice AB je linearni kombinace
sloupkt matice A s koeficienty z j-tého sloupku matice B.

Nejsou-li typy matic v uvedeném vztahu (druhd ma tolik fadku, kolik ma prvni
sloupkt), nelze je (v daném pofadi) nasobit, piislusny soudin neexistuje.

Priklad. (1) Pro

1 2 ~1 0\ .
A‘<3 4>’B_< 1 2>Je

(
(
(G)6) ©)+6)
BA:((—1)-1+0-3 (—1)-2+0-4):<—1 —2>:
(
(
(

1+2-3 1-2+2-4

(1 2)+0-(3 4)>:((—1 -2)

(1 2)+2-(3 4)

( +(
(o () () 0)-

AB=(1-0+2-3) = (6),
0-1 0-2 00
BA:<3-1 3-2>:<3 6)‘
(3) Pro
A:(l 2), B:<§) (1)) je AB:(2 1), B A neexistuje. n
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0 -1
1
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1 2
3 4
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63
63
1o
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Predchéazejici priklady ukazuji, ze ndsobeni matic neni komutativni, tedy nemusi pla-

tit AB
Cviceni. Spoctéte
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(an)
S
(@)
[a)
(@)}
ot
[\
w
(an)
S
(@)
[a)

(an)
[\
w
[a)
B
w
w
B
(an)
w
[\
[a)

()
(en)
ot
(an)
[an)
[

~ ~ ~ e
OO

000 200 0 1 200 4 300
2 3 4 0 3 45 3400 2100
5 6 7] |0 6 7 8 005 4 0014
8 9 0 09 01 00 3 2 002 3
1000 2000 1000 5 0 0 0
0230 0 3 40 0200 06 00
045 0] (o510 0030 0070
000 6 00 0 6 00 0 4 00 0 8

N\
wW =
IS V)
~_
/\l
N DO
|

N[

N

Cviceni. (1) Je-li i-ty fadek matice A nulovy, pak i-ty fadek matice AB je také nulovy.
(2) Je-li j-ty sloupek matice B nulovy, pak j-ty sloupek matice AB je také nulovy. >

Tvrzeni 2.2.2. Necht A, B, C jsou matice nad polem P takové, Ze niZe uvedené operace
jsou definovdny, a ¢ € P. Pak plati

(1) A(BC) = (AB)C, (4) (A4 B)C = AC + BC,
(2) AE=FEA=A, (5) ¢(AB) = (cA)B = A(cB).
(3) A(B+C)=AB+ AC,

Diikaz. Uvedeme jen dikaz boda (1) a (3), ostatni ponechame jako cviceni.

(1) Predpokladejme, ze A je matice typu m x n, B je matice typu n x p a C' je matice
typu p X q. Potom AB je matice typu m X p a BC je matice typu n X ¢, takze A(BC')
a (AB)C jsou matice typu m X q.
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n

(A(BC)); = AZ(BC’)? = (podle definice sou¢inu matic)
k=1
n P
= Z Al Z(Blk CJZ) = (podle definice sou¢inu matic)
k=1 =1
n_p
= Z Al (BF le) = (diky distributivnimu zékonu v poli)
k=1 i=1
np
= Z Z(AzBlk)le = (diky asociativité soucinu v poli)
k=1 1=1
p n
= Z (AL Bf )C]l = (diky komutativité souctu v poli)
1=1 k=1
p
= Z(AB)%C; = (podle definice sou¢inu matic)
=1
= ((AB)C); (podle definice sou¢inu matic)

(3) Predpokladejme, ze A je matice typu m x n a B,C jsou matice typu n X p.
Potom A(B + C) a AB + AC jsou matice typu m X p a pro kazdé i € {1,2,...,m}
aje{l,2,...,p} plati

(A(B+ C)); = Z AL(B + C’);C = (podle definice sou¢inu matic)
k=1
= Z AZ(BJ’? + C’f) = (podle definice sou¢tu matic)
k=1
= (ALB} + 4,C)) = (diky distributivnimu zdkonu v poli)
k=1
=> ABF+ Y AjCk = (diky vlastnostem scitani v poli)
k=1 k=1
= (AB)é + (AC)§ = (podle definice sou¢inu matic)

= (AB + AC’);-. (podle definice sou¢tu matic) O



