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9. prednaska, 26. 4. 2022

14.1.2. Minimalni polynom

Priklad. Matice

-1 0 2
A=|-2 1 2
0 01

m4 charakteristicky polynom x4 =23 — 2?2 —2+1=(r+1)(z - 1)} aleg=22 -1 =
(x + 1)(z — 1) je také anulujici polynom matice A (ovéite). |

Posledni priklad ukazuje, ze charakteristicky polynom muze mit netrividlniho délitele,
ktery je rovnéz anulujicim polynomem. Ukazme, Ze mezi anulujicimi polynomy existuje
jeden, ktery déli vSechny ostatni.

Definice 14.1.2. Anulujici polynom se nazyva minimdlni polynom, je-li normovany a
nejmensiho stupné ze vSech anulujicich polynom.

Tvrzeni 14.1.2. KaZdy anulujici polynom je délitelng minimdlnim polynomem.

Diikaz. Bud f anulujici polynom matice A, bud ¢ minimdlni polynom matice A. Dé&lme
se zbytkem: f = qg + r, kde bud r = 0 nebo degr < degg. Do rovnosti dosadime A a
dostaneme

0= f(A) =q(A)g(A) +r(A) = r(A),
protoZe f a g jsou anulujici polynomy. Kdyby r # 0, byl by to anulujici polynom nizsiho
stupné nez miniméalni polynom g, coz je spor, a proto r =0 a g je délitelem f. g

Dusledek. Ke kazdé linedarni transformaci konecénérozmérného vektorového prostoru
resp. ke kazdé ctvercové matici existuje minimdlni polynom a je jeding.

Cviceni. Dokazte jednozna¢nost minimalniho polynomu.

14.1.3. Invariantni podprostory

Je-li U C V podprostor, pak symbolem fU oznac¢ujeme jeho obraz prfi zobrazeni f,
to jest, podprostor {f(u)| v € U}.

Definice 14.1.3. Podprostor U C V se nazyva invariantni vzhledem k linearni trans-
formaci f, jestlize fU C U, tj. kdyz pro kazdé u € U je f(u) € U.

Je-li U invariantni podprostor, pak zobrazeni U — U, zadané predpisem u — f(u),
nazyvame restrikce (Cesky ohraniceni nebo zuzent) linedrniho zobrazeni f na invariantni
podprostor U. Znaéi se f|y: U — U a je zfejmé opét linedrni (ovéite).

Priklad. (1) Cely prostor V a nulovy podprostor jsou invariantni podprostory vzhle-
dem ke kazdé linearni transformaci.

(2) Je-li f: v cv, pak je kazdy podprostor invariantni.

(3) Je-li u vlastni vektor s vlastni hodnotou ¢, pak [u] je invariantni podprostor a f|,
je zobrazeni v — cv.

(4) Mé&jme rotaci ¢: E® — E® kolem zvolené pevné osy L prochazejici poc¢atkem 0 o
thel a € (0, 27). Invariantni podprostory jsou nulovy podprostor {0}, osa rotace L, jeji
ortogonalni doplnék L' (rovina prochézejici pocatkem kolmo k L) a cely prostor E3.
Libovolny vektor u € L se zobrazi sdm na sebe, proto ¢|z, je identické zobrazeni idy,.
Libovolny vektor v € L' zistane v roviné L™ a ¢|; 1 je otaceni roviny L o thel a.
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(5) Méjme zrcadleni ¢ v prostoru E® vzhledem k roviné U prochazejici pocatkem O.
Invariantni podprostory jsou nulovy podprostor {0}, rovina U a kazdy jeji podprostor
V C U, ortogonalni doplnék UL (pfimka prochéazejici pocatkem kolmo k U) a cely
prostor E3. Zobrazeni |y je identické zobrazeni idy . Zobrazeni (|, je zrcadleni piimky
U~ vzhledem k po¢atku 0. |

Cviceni. (1) Jednorozmérny podprostor [u], u # 0, je invariantni préavé tehdy, kdyz
u je vlastni vektor. DokazZte.

(2) Prinik a soucet invariantnich podprostort jsou invariantni podprostory. Dokazte.
(3) Ker f je invariantni podprostor. Dokazte. Co je f|ker f7?

(4) Im f je invariantni podprostor. Dokazte.

(5) Bud v € V libovolny vektor. Dokazte, ze [v, f(v), f(f(v)), fF(f(f(v))),...] je inva-
riantni podprostor.

(6) Necht linearni transformace f,g: V' — V komutuji, to jest, fog = go f. Bud
U C V invariantni podprostor vzhledem k transformaci f. Pak gU je téz invariantni
podprostor vzhledem k transformaci f. >

14.1.4. Prvni rozklad linearni transformace

Tvrzeni 14.1.3. Bud q anulujici polynom linedrni transformace f:V — V a necht
existuje rozklad ¢ = q1-- - qn, kde q1, ..., qn jsou po dvou nesoudélné (D(q;,q;) =1 pro
i#3j). Proic€{l,...,n} oznacme U; = Ker ¢;(f). Pak plati:

(1) kazdy podprostor U; je invariantni;

(2) V =Uit - +Up;

(8) pro kazdéi € {1,...,n} polynom ¢; je anulujicim polynomem transformace f|y,.
Diikaz. (1) Necht u € U;, tj. ¢;(f)(u) = 0. Potom

i(f)(f(w)) = (@i(f) o f)(u) = (f 0 a:(f))(u) = f(qi(f)(w) = f(0) =0

(pouzili jsme to, ze f a ¢;(f) spolu komutuji podle Dusledku Tvrzeni 12.5.7). Tudiz,
f(u) e U;.

(2) Nejdiive piipad n = 2. Necht ¢ = q1g2 a D(q1,q2) = 1. Pak existuji polynomy
p1, p2 takové, Ze 1 = ¢q1p1 + qopo. Dosazenim f ziskdvame rovnost

id = qi(f) op1(f) + q2(f) o p2(f),

takze pro libovolny vektor v € V' plati

v =@ ()1 ) + () P2(f)(v)). ()

Ukazme, ze prvni séitanec qi(f)(p1(f)(v)) z (5) lezi v Us. Oznacime-li w = pi(f)(v),
staci overit, ze q1(f)(w) € Ker ga(f):

()@ (H)(w)) = (g2(f) o a1 (f)(w) = (g201)(f)(w) = ¢(f)(w) = 0,

protoze g je anulujici polynom pro f. Podobné se ukaze, ze druhy ze s¢itanct lezi v U;.
Tudiz, v € Uy + Us. Protoze v byl libovolny vektor z V', mame V = U; + Us.

Ukazme jesté, ze Uy NUz = 0. Nechf tedy v € Uy NUs, tj. ¢1(f)(v) = 0a q2(f)(v) = 0.
Rovnost (5) plati i po zdméné p < ¢ (protoze p;(f) a ¢;(f) spolu komutuji podle
Dusledku Tvrzeni 12.5.7), nacez

v =p1(f)(q(f) () +p2(f)(q2(f)(v)) = p1(f)(0) + p2(f)(0) = 0,

protoze p1(f), p2(f) jsou linedrni zobrazeni. Dokazali jsme tedy, ze V = Uy+Us.
Obecny piipad n > 2 se dokéaze indukci (cviceni).
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(3) Polynom g¢; je anulujicim polynomem transformace f|y,, protoze Kerg;(f) = U;
nacez

Ker q;(f|v,) = Ker(qi(f)|v,) = Ui NKer ¢;(f) = Ui, a tedy ¢:(f|v;) = 0. O
Tvrzeni 14.1.4. Necht eristuje primy rozklad V. = U1+Us, kde Uy,Us jsou invari-
antni podprostory vzhledem k linedrni transformaci f. Zvolme néjakou bdzi (eq, ..., en)
podprostoru Uy a néjakou bdzi (emi1,-- ., €n) podprostoru Us. Pak (e1,...,e,) je baze
prostoru V' a transformace f v ni md matici tvaru
all N A1m 0 .o 0
A |am - amm 0 ... 0
0 NN 0 Om+1,m+1  --- Qm+ln
0o ... 0 Qnm+1 ... Ann,
Oznacime-li
air ... Aim Om+1m+1  --- Om+ln
Ay = , A= )
Y A, Upmt1 - (nn

pak A; je matice linedrni transformace f|y,.

Dikaz. Ovéite, ze (eq,...,e,) je baze prostoru V.

Prvnich m sloupkt matice A je tvofeno souradnicemi vektoru f(ey), ..., f(e,) v bazi
(e1,...,en). Vektory f(e1),..., f(em) ovSem lezi v U s bazi (e, ..., en), takze koefici-
enty u vektort ep,41, ..., e, v prislusné linearni kombinaci budou nulové.

Ovérte, ze A; je matice linedrni transformace f|y, vzhledem k bézi (e, ..., en).

Zbytek analogicky. O

O shora uvedené matici A fikdme, Ze je v blokové diagondlnim tvaru s bloky Ai, Ag
na diagonale. Strucné zapisujeme

(A0
()

Rikdme té7, ze A je primy soucet submatic Ay a As.

Podobné se v piipadé piimého souctu V = Uj+...+U, invariantnich podprostorii

Ui, ..., U, matice zobrazeni f rozpada na pfimy soucet submatic A1, ..., 4, odpovida-
jicich linedrnim zobrazenim f|y,, ..., flu,:

A1 0 ... 0

0 Ay ... O

0o 0 ... A,

O matici A rovnéz pravime, ze je blokové diagondlni.

V idedlnim pripadé lze prostor V rozlozit na piimy soucet jednorozmeérnych inva-
riantnich podprostorti, generovanych vlastnimi vektory, coz je nam jiz znamy piipad
diagonalizovatelné matice.

Priklad. Necht
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Charakteristicky polynom je 3 — 522 4 9z — 5 = (z — 1)(2? — 4z + 5) (ovéite). Vidime,
7e polynom y 4 je sou¢inem nesoudélnych polynomt ¢; =z — 1 a ¢o = 2 — 4z + 5.

Matice A predstavuje linearni zobrazeni a: R? — R3, u +— Au. Poéitejme U; =
Ker g1 (a) = Ker(a —id). Jadro Ker(a —id) vypocteme fesenim rovnice (o —id)(u) = 0,
coz je homogenni soustava s matici

1 -1 1 100 0 -1 1
@pA)=A-E=[ 0 2 -1|-(o10|=| 0 1 -1
-1 0 2 00 1 -1 0 1

a fundamentalnim fesenim e; = (1,1, 1) (ovéite). Dostavame jednorozmérny invariantni
podprostor

Uy =Kerqi(a) =[(1,1,1)].
Podobné U, = Ker g2(a) = Ker(a? — 4a + 5id). Toto jadro vypocteme feSenim rovnice
(o — 4a +5id)(u) = 0,

coz je homogenni soustava s matici

1
ga(A) = A2 —4A+5E = (1
1

mérny invariantni podprostor
Uz = Ker g2(av) = [(0,0,1), (1, —1,0)].
Ziskali jsme (a) piimy rozklad R3 = U;+Us na invariantni podprostory Uy a Us;
(b) ,novou® bézi (e1, eq, e3). Matici pfechodu od ,staré* kanonické baze k ,nové“ bazi

ozna¢me Q. Inverzni matice Q! je matice pfechodu od ,nové“ baze ke kanonické bazi.
Tedy

/2 1/2 0 10 1
Q=1-1/2 -1/2 1] a Q'=[1 0 -1
1/2 =1/2 0 11 0
Matice zobrazeni o vzhledem k ,nové“ bazi je tedy blokové diagonalni matice
10 0
QAQ =10 2 —-1]|. [ |
01 2

Piiklad. Necht a: R? — R3 je linearni zobrazeni, jehoZ matice vzhledem ke kanonické
(,,staré*) bazi ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) je

1 -1 2
A=1|3 -3 6
2 =2 4
Charakteristicky polynom matice A je x4 = —2?(z — 2) a miizeme jej zapsat jako
soucin nesoudélnych polynomt ¢; = —22 a go = —2. Vlastni ésla jsou \; =0a Ay = 2.
Tedy
-2 2 -4 -1 -1 2
A)=-A>=|-6 6 —12| a @A =A-2E=| 3 -5 6
—4 4 -8 2 =2 2

Potom U; = Kerq;(A) = Ker(—A?%) je mnozina vSech feseni homogenni soustavy
linearnich rovnic s matici —A? a Uy = Ker g2(A) = Ker(A —2F) je mnozina vsech feseni
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homogenni soustavy linedrnich rovnic s matici A — 2E. Tedy U; = [(—2,0,1),(1,1,0)]
a Uy = [(1,3,2)].

Takze prostor R? je piimym souétem invariantnich podprostortt Uy, Us a vektory
(-2,0,1),(1,1,0),(1,3,2) tvoii ,novou“ bazi prostoru R®. Matice pfechodu od ,staré"
baze k ,nové“ bazi je

-1 1 -1 -2 11
Q=1|-3/2 52 -3, Q'=[ 013
1/2 -1/2 1 1 0 2
a matice zobrazeni « vzhledem k ,nové“ bazi je
0 0O
A=Q-A-Q'=|0 0 0]. [ |
0 0 2

14.2. Druhy rozklad linearni transformace

Umluva. Vsude P = C.

V prednésce o vlastnich vektorech jsme se seznamili s diagonalizovatelnymi transfor-
macemi. V bazi slozené z vlastnich vektorti v; maji diagonalni matici s vlastnimi ¢isly
A; na diagonale.

Obecna linearni transformace nemusi mit bazi sloZenou z vlastnich vektorti. Nicméné,
jak ukézeme, 1ze zkonstruovat jinou vyznamnou bazi — Jordanovu. Matice linearni
transformace v Jordanové bazi je tzv. Jordanova matice. Opét ma na diagonéle vlastni
¢isla, ale muze obsahovat i nenulové prvky v fadé sousedici s diagonalou (vSechny ovsem
rovny 1).

Vychodiskem pro nalezeni Jordanovy baze bude prvni rozklad, pfislusny rozkladu
charakteristického polynomu (nebo libovolného jiného anulujiciho polynomu) x s na ne-
soudélné soucinitele. Pfi P = C ov8em existuje rozklad na kofenové Cinitele

xp=(@—&)(z—&)k, & #E proi# 7,

a pro i # j jsou polynomy (z — &)* a (z — fj)kj nesoud€lné. Invariantni podprostory
prvniho rozkladu pak jsou

U; = Ker(f — & id)ki.

Na jednotlivych invariantnich podprostorech vznikaji restrikce f|y, : U; — U;. Oznadime-
i g; = f—¢&id, pak Kergf" =U;, a tedy (g|v,)¥ = 0.

Ma tedy smysl studovat transformace f: U — U takové, ze pro nékteré ¢islo £ trans-
formace g = f — & id splituje ¢* = 0. Vysledky pouzijeme pro U = U; a g = flu, —&idy,,
1=1,...,s.

14.2.1. Rozklad na soudet cyklickych podprostoru

Definice 14.2.1. Transformace g: U — U (resp. ¢tvercova matice B) se nazyva nilpo-
tentni, jestlize existuje celé ¢islo k > 1 takové, Ze g* = 0 (resp. B¥ = 0).

Cviceni. Transformace g je nilpotentni pravé tehdy, kdyz je jeji matice B (v libovolné
béazi) nilpotentni. >
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Definice 14.2.2. Podprostor T C U se nazyva cyklicky vzhledem k transformaci

g: U — U, jestlize ma bazi (e1,ea,...,e,) takovou, ze
gler) =ez, glez) =e3, ..., glen—1)=¢n, glen)=0.
Bazi (e, e9,...,e,) nazyvame cyklickd baze.
Schematicky,

e1—reg—>---ep_1—e,—>0.
g g g g

Definice 14.2.3. Matice

€0 £ 00
nO=© 2o=(5 ¢). mo=(1 ¢ o),
01 ¢
€00 0
wO=y 5 ¢ o aa
001 ¢

se nazyvaji Jordanovy bloky (téz Jordanovy buriky).

Tvrzeni 14.2.1. Bud T cyklicky podprostor nilpotentni transformace g, bud f = g +
&id. Pak

(1) T je invariantni vzhledem k linedrnim transformacim g i f;

(2) glr md v cyklické bdzi matici J,(0);

(8) flr ma v cyklické bdzi matici Jy,(§).

Diikaz. Cviceni. |

Casto se setkdvame s odlisnou definici Jordanovych bunék — jednicky stoji v fadé
tésné nad diagonalou. To odpovida opa¢nému potradi vektort cyklické baze, tj. (ep, ..., e, e1).

Lemma 14.2.2. Bud h: U — V linedrni zobrazeni mezi konecnérozmérnymi vektoro-
vymi prostory. Zvolme libovolné bazi v Ker h a doplrime ji do bdaze v U néjakymi vektory
€1, .., em. Pak vektory h(e1), ..., h(en) tvort bdzi v Im h.

Diikaz. Cviceni (viz diikaz formule dim U = dim Ker h+dimIm A v Tvrzeni 12.2.3). O

Tvrzeni 14.2.3. Bud g: U — U nilpotentni transformace. Pak existuji cyklické pod-
prostory Ty, ..., T, CU takové, 2e U = Th+-- - +T,.

Dikaz. Tvrzeni dokdzeme uvedenim praktického algoritmu pro nalezeni cyklickych pod-
prostori a jejich cyklickych bazi. Popis algoritmu tvoii véty psané kurzivou.

Méame U = Ker g* pro jisté k (protoze g je nilpotentni). Bez tjmy na obecnosti je
¢islo k minimalni, to jest, g* 1 # 0, a tudiz Ker g*~1 # U.
1. Zvolime libovolné bdzi v Ker g*~1 a doplnime ji do bdze v U = Ker g* néjakymi vektory

€1y -y Emy-
Podle lemmatu vektory g !(e1),...,g" 1(em,) tvoii bazi v Img*~! a jsou tedy
linedrné nezavislé. Navic, jelikoz ¢* = 0, mame g(e1), ..., g(em,) € Ker gF~1.

k—2 k—1

2. Zvolime libovolné bazi v Ker "= a pridame k ni vektory g(e1),...,g(em,) € Kerg
Tato sestava je linedrné nezavisla. Skutecné, vezméme si linedrni kombinaci vSech

vektorit z této sestavy, kterd je rovna nulovému vektoru. Mame tedy skalary

€1y, Cmy, takové, Ze cig(er) + -+ + cmyg(em,) € Kergh~2. Pak oviem 0 =
gk_2(clg(€1) + Cm1g(em1)) = clgk_l(el) +oet Cm1gk_1(€m1)7 a tedy C1 =
coo = Cmy = 0, protoze vektory g*t(ey1), ..., gd" 1 (em,) jsou linearné nezavislé (viz

vyse). A potom také ostatni koeficienty v uvazované linearni kombinaci jsou nulové,
protoze prislusné vektory tvoii bazi.
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1

Sestavu doplnime do bdze v Ker g8 =1 néjakymi vektory em, 1, -, €my-

Tim se vlastné baze v Kerg" 2 doplni do baze v Kergf~! vektory
gle1), ... 9(emy), €my41s---s€my. Z lemmatu potom vyplyva, Ze vektory
g er), ..., g Yemy) 9" 2 (emys1), - - 95 2(em,) tvori bazi v Im(gk*2|Kergk71)
a jsou tedy linedrné nezavislé.

"3 a pripogime k ni vektory g*(e1), - -, 9% (emy ), 9(€mi+1)s -+ g(€ms)

3. Zvolime libovolneé bazi v Ker g

€ Ker g"2.
Tato sestava je linedrné nezavisla. Skutecné, vezméme si linedrni kombinaci
vSech vektorti z této sestavy, kterd je rovna nulovému vektoru. Mame tedy
skalary C1,...,Cmys Cmytly--->Cmy, takové, Ze cig?(e1) + -+ + cmyg%(em,) +
Cm1+1g(em1+1) +ot Cm2g(€m2) S Kergkig' Pak ovsem 0 = gk73(6192(€1) ot
leg2(€ml) +cm1+19(em1+1) +-e +Cm2g(€m2)) = Clgkil(el) +ee +Cm1gk71(em1) +
le-‘rlgkiZ(eml-l—l) +eee chQk*Z(em», atedy g = -+ = Cmy; = Cmi4+1 = =
Cm, = 0, protoze vektory ¢¥1(e1),..., 9" em,) 9" 2(emys1), - - - 9" 2(em,) jsou
linearné nezavislé (viz vyse). A potom také ostatni koeficienty v uvazované linearni
kombinaci jsou nulové, protoze prislusné vektory tvori bézi.

U = Ker ¢¥
€1 ... Emy
4 N
Ker gF—1
® ... ® €4l .. Emy
4 I
Ker gF—2
e ... o (] oo @ Cmpot] - Epg
4 N
Ker gF—3
o ... o e ... o ° cee ® Cmadl .. €y
4 N
4 ‘ ‘ N
l l Ker g
Sestavu doplnime do bdze v Ker g*=2 néjakymi vektory €matls- -3 Cma-
Tim jsme tedy bézi v Kerghf3 dophili do baze v Kergb¥ 2 vektory
gi(el), e ,gz(ekml), g(emH];l), ooy g(emsy), eTZQH’ e ,eyzg. A potomk vektory
g 71(61)7 -5 g 71(em1)7g 72(em1+1)7 -5 g 72(em2)7g 73(em2+1)7 -5 g 73(em3)

tvor{ podle lemmatu bazi v Im(g* 3|, s—2) a jsou tedy linearné nezavislé.

Podobnych krokt provedeme k (v poslednim kroku dopliiujeme béazi podprostoru
Ker ¢° = Kerid = {0} do baze v podprostoru Ker g).
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Z uvedeného postupu vyplyva, ze celkové ziskdme bazi

€1,---3€Emy,

9(61)7 LI ag(eml)vemri-lv c ey Emay

92(61)5 s 792(67711)ag(6m1+1)? s 7g(em2)7 €ma+1s -+ -5 Cmg,

gk_l(el)a s agk_l(em1)>gk_2(em1+1)7 cee >gk_2(em2)>
gk_3(em2+1)7 s )gk_3(em3)) s Cmp 415+ Emy

v prostoru U. Podprostory

[[6179(61)7 s 7gk_1(€1>]]7 R [[emlag(eml)a s agk_l(eml)]]v

[[em1+1vg(€m1+1)a s vgk_2(€m1+1)]]v sy Hemwg(emz)a v ,gk_2(€m2)]],

[[emk,l—i-l]]v s [[emk]]

jsou pak cyklické podprostory s pfislusnymi cyklickymi bazemi.

Oznacime-li pocet téchto cyklickych podprostort r := Z;?:l m; a jednotlivé podpro-
story T; prot=1,...,7, dostavame U =T} + - - - + T.. Jelikoz dim 7T} + --- + dim 7T, =
dim(7} + - -- +T;.), podle Tvrzeni 11.3.3 se jedné o pfimy soucet podprostori. O

Nalezli jsme cyklické podprostory a v kazdém z nich cyklickou bazi. Situaci mizeme
znazornit diagramem, jehoZ vrcholy jsou vektory cyklickych bazi a Sipky znamenaji
zobrazeni g:

(6)

0O<—0<— 0
O<—0<— 0
O<—0<— 0
o<—0
o<—0
o<—0
o<—0

Sloupky znamenaji jednotlivé cyklické podprostory. Vektory spodni fady se zobrazuji na
nulovy vektor. Tvofi vlastné bazi v Ker g = Ker(f — £id) = Vg, coz je prostor vlastnich
vektorid s vlastnim ¢islem €. Tudiz, pocet sloupkli = pocet cyklickych podprostori =
dim V.

Vektory dolnich j fadkt tvoii bazi v Ker ¢/. V j-tém ¥adku zdola je proto pravé

k+1—j
n; = dimKer ¢/ — dimKer g/~ ! = Z m; (7)
i=1
bodil, kde m; jsou koeficienty z ditkazu pfedchoziho tvrzeni. Cisla ny > ng > -+ >

ny jednoznac¢né urcuji délky radkia diagramu, a tim i pocty cyklickych podprostori
prislusnych dimenzi.

Formule (7) ukazuje, Ze ¢isla ny > ng > -+ > my zavisi jen a jen na nilpotentni
transformaci g a nikoliv na konkrétnim postupu, kterym byly ziskany jednotlivé cyklické
baze. Jsou to invarianty linedrni transformace g.

Dusledek. Bud g: U — U mnilpotentni transformace. Pak ezistuje bdze prostoru U
takovd, Ze
(1) transformace g md blokové diagondlni matici, kterd je primym souctem Jorda-
novych bloki Js(0);
(2) transformace f = g+&id md blokové diagondlni matici, kterd je primym souctem

Jordanovych bloki Js(&).
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Dikaz. Baze sestavena z cyklickych bazi cyklickych podprostoru v dikazu predchoziho
tvrzeni mé pozadované vlastnosti. O

Priklad. Uvazujme linedrni transformaci C°> — C°, v — Av, kde

0 1 1 -2 0

-3 -4 -4 30

A= 3 1 0 -3 3

4 1 1 -6 4

1 0 0 -1 0
Anulujici polynom nejmensiho stupné je 23 +62% 4122 +8 = (z+2)3, s jedinym kofenem
—2, coz je soucasné jedind vlastni hodnota matice A. Prvni rozklad mé proto jediného

séitance U = C° a

2 1 1 -2 0

-3 -2 -4 3 0

B=A+2F= 3 1 2 -3 3
4 1 1 -4 4

1 0 0 -1 2

je nilpotentni matice, B3 = 0. Spo¢itame
—4 -1 -2 4 -5
0 0 00 O
B2=| 0 0 00 o],
—4 -1 -2 4 -5
0 0 00 O
nacez Ker B2 = [(5,0,0,0,—4),(0,5,0,0,—-1),(0,0,5,0, —2), (0, 0,0, 5, 4)]. Tento étyiroz-
mérny podprostor miizeme doplnit do baze v C® libovolnym vektorem, ktery v ném
nelezi, zvolme naptiklad

e1 = (0,0,0,0,1).

Tim je ukoncen prvni krok. Ve druhém kroku spocitdme
Ker B =[(1,0,0,1,0),(0,-5,1,-2,—-1)],

a pridame vektor
Be; =(0,0,3,4,2).

Ziskanou sestavu tii linedrné nezavislych vektort je tfeba doplnit do baze ve Ctyfroz-
mérném Ker B? jednim vektorem; zvolme napiiklad

ez = (0,0,0,5,4)

(mohli jsme zvolit kterykoliv ze shora uvedenych generatortt podprostoru Ker B2?). Tim
je ukoncen druhy krok. Ve tietim kroku je Ker BY = Ker E = 0 a dopliiujeme tedy dva
vektory

B%e; = (-5,0,0 - 5,0) a Bey=(—10,15,—3,—4,3)

do baze v dvojrozmérném Ker B, coz ovSsem nevyzaduje zadny doplnujici vektor a jsme
hotovi.
Hledand baze prostoru C® je proto (e1, Bej, B2e1, ea, Bes). Pisluiny diagram je

0O<—0<— 0
oe<— 0
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a jeho dva sloupky odpovidaji dvéma Jordanovym blokiim rozméra 3 a 2. Dostavame
blokové diagonalni matice

00000 -2 0 0 0 0
10 0 00 1 -2 0 0 0
01 0 00 resp. 0 1 -2 0 0
00 0O0O 0O 0 0 -2 0
00010 0 0 O 1 -2

(pfi obraceném poradi vektort v cyklickych bazich by jednicky staly nad diagonalou;
odlisné muze byt i poradi Jordanovych blok). |

14.2.2. Druhy rozklad a Jordanuv tvar matice

Vratme se nyni k obecné transformaci f: V — V a prvnimurozhladu V = Uy + - - - +U,
podle nékterého anulujiciho polynomu. Pro kazdy z prostori U, [ =1, ..., s dostavame
rozklad na cyklické podprostory 1;;, kde ¢ = 1,..., k;, celkem tedy

V=T1+ 4T+ +Tsq+ - +Tsk,-
Definice 14.2.4. Tento rozklad se nazyva druhy rozklad prostoru linearni transformace.

Pfipomenme, Ze cyklické podprostory 7;; jsou invariantni a zobrazeni f |Ti,j maji
v cyklické bazi matici tvaru J,.(§), r = dim7; ;.

Definice 14.2.5. Matice, ktera je pfimym souctem Jordanovych bloki, se nazyva ma-
tice v Jordanové tvaru.

Priklad. Matice

[\)
(e]

coocoo|lcocoocolor
coocoo|looco o~

coocoo|loocoolvo o
coocoo|loomolooc o
coocoolrvooooo
coocoolvnojloocooc oo
coolrwlooooooo
coolwol|locooocoocoocoo
o~ woo|locooocoooo
olwoloo|locooocooco oo o
woooo|locoooocooo o
coocoo|lococoocoococoo

O O OO OO oOIHNO OO

o
o
()
[an)
()
()
(e}
(e}
(e}
(e}
o
w

je v Jordanové tvaru. Bloky prvniho rozkladu jsou vyznaceny dvojitou carou. Blokim
druhého rozkladu odpovidaji diagramy

Sipky zde znamenaji zobrazeni f —2id resp. f —3id. Délky spodnich fadkii jsou dimenze
prostort vlastnich vektor s vlastnimi hodnotami 2 resp. 3. |

Dusledek. Bud f: V — V linedrni transformace. Pak existuje baze prostoru V', vzhle-
dem k niZ f md matici v Jordanové tvaru.



126 Jordantv kanonicky tvar

Definice 14.2.6. Baze z predchoziho dusledku se nazyva Jordanova bdze a ziskame ji
sjednocenim cyklickych bazi v jednotlivych cyklickych podprostorech T; ;.

P1i praktickém pfevodu na Jordaniiv tvar nejdiive nalezneme invariantni podprostory
U = Ker g* = Ker(f — £id)* prvniho rozkladu, pro kazdou vlastni hodnotu & zvlast.
V kazdém z nich pak hleddme cyklické podprostory a cyklické baze postupem uvedenym
v ditkazu Tvrzeni 14.2.3.

Zbyva rozhodnout, nakolik je Jordantv tvar matice linearni transformace urcéen jed-
noznacné. Postup k nalezeni Jordanovy béze, ktery jsme popsali, udava jednoznacéné
vSechny Jordanovy buiiky J,.(£). Cisla ¢ probihaji vSechny vlastni hodnoty, rozmér r
je urcen prostiednictvim diagrami (6) a pocet bunék s danym rozmérem je uréen pro-
stfednictvim ¢isel ny > no > --- > ny, kterd jsou zase jednozna¢né urcena formulemi
(7), kde g = f — £id. Neurceno pak ztistava pouze pofadi Jordanovych bunék.

Cviceni. Spoététe Jordantv tvar transponované matice AT. (Vysledek: je tyz.)

14.2.3. Minimalni polynom

Miniméalni polynom miizeme jednoduse stanovit z Jordanova tvaru jako polynom

(x— &M (z — &),
kde &1, ...,&s jsou vlastni hodnoty linearni transformace, resp. matice a u1, ..., s jsou
vysky (maximalni délky sloupkti) diagrami (6) pro jednotlivé vlastni hodnoty &1, . .., &.
(Dokazte jako cviceni.)

P#iklad. Matice z posledniho pifkladu m& minimalni polynom (z — 2)3(x — 3)2. [

14.3. Jordanuv tvar matice a kritérium podobnosti matic

Ptipomerime, ze dvé ¢tvercové matice A, B jsou podobné, jestlize existuje invertibilni
matice @ takova, ze B = QAQ~!. Zapisujeme A ~ B. Déle pfipometime, Ze matice
jedné a téze linearni transformace v riznych bazich jsou si podobné (matici @ je v
tomto pripadé matice pfechodu mezi bazemi).

Tvrzeni 14.3.1. KaZdd ctvercovd komplexni matice je podobnd matici v Jordanové
tvaru.

Diikaz. Bud A &tvercova komplexni matice typu n x n. Potom A je matici linearni
transformace f: C" — C", u — Au. V Jordanové bazi mé transformace f matici B
v Jordanové tvaru. Pak B ~ A. U

Definice 14.3.1. Matice B z predchoziho dikazu se nazyva Jordanuv tvar matice A.

Jordandv tvar je uréen jednoznacné az na poradi bloki a rozhoduje o podobnosti
matic:

Tvrzeni 14.3.2. Matice jsou si podobné pravé tehdy, kdyZ maji stejny Jordanidv tvar
aZ na poradi Jordanovych blokii.

Diikaz. Jsou-li si matice A’, A” podobné, pak zobrazeni u — A’u, u — A”u maji stejné
charakteristické polynomy, stejné vlastni hodnoty a stejné jsou i dimenze a pocty inva-
riantnich podprostrort uréené diagramy (6) a formulemi (7) (cviceni). Proto jsou stejné
i Jordanovy tvary.

Naopak, budte B’ ~ A" a B” ~ A” Jordanovy tvary matic A" a A”. Jestlize se B’ a
B" 1i8 jen potradim Jordanovych bloki, pak jsou si podobné (cviceni), nacez A’ ~ B’ ~
B// ~ A//‘ |:|
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Cviceni. Dokaite, ze pro libovolnou ¢tvercovou matici plati A ~ AT.
Névod: Dokazte postupné
(i) J ~ JT pro libovolnou Jordanovu matici J (staci zptehazet vektory v Jordanoveé
béazi);
(ii) je-li A~ J, pak AT ~ JT.




