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8. prednaska, 19. 4. 2022

13.2. Vypocet vlastnich cisel a vlastnich vektoru

Tvrzeni 13.2.1. Bud f: V — V linedarni transformace. Potom
(1) skaldr \ je vlastni hodnota transformace f pravé tehdy, kdyZ f — Nidy nend
injektivni;
(2) mnoZina vsech vlastnich vektord prislusnych vlastni hodnoté A transformace f
je podprostor prostoru V.

Diikaz. Budte v € V' a )\ skalar. Néasledujici vztahy jsou ekvivalentni:
f(v) = v
fw)=Av=0
f) = (Aidy)(v) =0
(f = Aidv)(v) =0
v € Ker(f — \idy)
Takze ) je vlastni hodnota pravé tehdy, kdyz v Ker(f — Aidy ) existuje nenulovy vektor,
coz podle Tvrzeni 12.2.2 je praveé tehdy, kdyz f — Aidy neni injektivni.

7 uvedeného navic vyplyvéa, ze mnozina vSech vlastnich vektort pfislusnych vlastni
hodnoté A transformace f je Ker(f — Aidy ), coz je podprostor prostoru V. O

Obdobné trvrzeni plati i pro vlastni hodnoty a vlastni vektory matice.

Tvrzeni 13.2.2. Bud A c¢tvercovd matice typu n X n nad polem P. Potom

(1) skaldar X\ je vlastni hodnota matice A pravé tehdy, kdyz det(A — \E,,) = 0;
(2) mnoZina véech vlastnich vektori prislusniych vlastni hodnoté X matice A je pod-
prostor prostoru P".

Diikaz. Budte x € P™ a A skalar. Nasledujici vztahy jsou ekvivalentni:

Ax = Mz

Ax —dx =0
Ar — A NE,x =0
(A= XE,)z =0

x € Ker(A — \E,,)

Takze A je vlastni hodnota pravé tehdy, kdyz v Ker(A — AE,,) existuje nenulovy vektor,
tedy homogenni soustava (A — AE,)z = 0 mé nenulové feSeni, a to ma pravé tehdy,
kdyz det(A — AE,,) = 0, ¢ili matice A — AE,, je singularni.

7 uvedeného navic vyplyva, ze mnozina vSech vlastnich vektort pfislusnych vlastni
hodnoté A matice A je mnozina vSech feSeni homogenni soustavy rovnic o n neznamych,
coz je podprostor prostoru P". O

Tvrzeni 13.2.3. Bud A étvercovd matice typu nxn nad polem P. Potom det(A—\E,)
je polynom neurcité A stupné n s koeficienty z pole P.

Dikaz. Cviceni. O
Tvrzeni 13.2.4. Ctvercovd matice typu n X n md nejvyse n vlastnich hodnot.

Dikaz. Vlastni hodnoty jsou kofeny polynomu det(A—AE),,) stupné n a polynom stupné
n ma nejvyse n korend. O
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Definice 13.2.1. Bud A ¢tvercova matice. Polynom
xa =det(A — \E)

se nazyva charakteristicky polynom matice A a rovnice
det(A—AE) =0

se nazyva charakteristickd rovnice matice A.

Cviceni. Bud x4 = cu A" + ¢, 1 A" "1+ -+ ¢ charakteristicky polynom matice A typu
n x n. Ukaite, Ze ¢, = (—1)", cpo1 = (=1)""1tr A a ¢o = det A. >

Podle Tvrzeni 13.2.2 je A vlastni hodnota matice A pravé tehdy, kdyz je kofenem
prislusného charakteristického polynomu. Vlastni vektory prislusné vlastni hodnoté A
ziskdme jako FeSeni soustavy linedrnich rovnic (A — AE)z = 0.

Pro lineérni zobrazeni f: U — V, bazi v = (uy,...,u,) prostoru U a bazi v =
(v1,...,m) prostoru V méme definovianu matici zobrazeni f vzhledem k bazim u a v.
Jedna-li se o linearni transformaci f, tedy U = V, a stejné baze, tedy u = v, budeme
prislusnou matici stru¢néji nazyvat matice linedrni transformace f vzhledem k bdzi v.

Vlastni hodnoty linearni transformace miizeme hledat jako vlastni hodnoty matice
transformace.

Tvrzeni 13.2.5. Budte V konecnérozmérny vektorovy prostor nad polem P, f: V — V
linedrni transformace a A matice transformace f vzhledem k néjaké bdzi prostoru V.
Potom A € P je vlastni hodnota transformace f prdavé tehdy, kdyz \ je vlastni hodnota
matice A.

Dikaz. Tvrzeni vyplyva z toho, ze vektortim z V' jsou jednoznacné piifazeny jejich sou-
fadnice (zobrazeni pfifazujici vektortim jejich soufadnice je izomorfismus), transformace
f je uréena svou matici A a soufadnice obrazu f(v) vektoru v o soufadnicich z jsou
rovny soucinu matic Ax, vSe vzhledem k jedné bazi. O

Vlastni hodnoty linearni transformace f tedy ziskavame jako vlastni hodnoty matice
A transformace f vzhledem k néjaké bazi, tedy jako kofeny charakteristického polynomu
matice A. Pfi volbé jiné baze dostaneme jinou matici A’ transformace f, jejiz vztah k A
je A’ = QAQ !, kde Q je matice pfechodu mezi bazemi. Je otdzkou, zda matice A a A’
maji stejné charakteristické polynomy a tedy stejné vlastni hodnoty.

Definice 13.2.2. Budte A, B ¢tvercové matice. Matice B je podobnd matici A, jestlize
existuje invertibilni matice Q takové, ze B = QAQ~'. Zapisujeme B ~ A.
Zobrazeni A — QAQ™! se nazjva podobnostni transformace.

Cviceni. Dokazte, ze relace ~ je relace ekvivalence. >
Tvrzeni 13.2.6. Podobné matice maji stejné charakteristické polynomy.
Diikaz. Necht B = QAQ . Potom
xB = det(B — AE) = det(QAQ ™! — A\E) = det(QAQ ™! — QA\EQ™!) =
=det(Q(A - AE)Q ) =det@Q - det(A — \E) -det Q! =

=det @ -det(A — \E) - =det(A — A\E) = xa4. O

det Q
Diky pfedchozimu tvrzeni mizeme pomoci charakteristického polynomu matice defi-
novat charakteristicky polynom linearni transformace kone¢nérozmérného prostoru.

Definice 13.2.3. Bud f: V — V linearni transformace kone¢nérozmérného vektoro-
vého prostoru V. Charakteristicky polynom Xy transformace f je roven charakteristic-
kému polynomu x 4 matice A transformace f vzhledem k libovolné bazi.
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Diky Tvrzeni 13.2.6 je predchozi definice korektni a kotfeny charakteristického poly-
nomu transformace f jsou vSechny vlastni hodnoty transformace f.

Tvrzeni 13.2.7. Linedrni transformace n-rozmérného vektorového prostoru md nejvyse
n vlastnich hodnot.

Diikaz. Charakteristicky polynom je stupné n a mé tedy nejvyse n kofend. U

13.3. Diagonalizovatelné transformace

Definice 13.3.1. Linearni transformace kone¢nérozmérného prostoru je diagonalizova-
telnd, jestlize méa vzhledem k néjaké bazi diagonalni matici.

Tvrzeni 13.3.1. Bud f: V — V linedrni transformace konecnérozmérného vektorového
prostoru V', (vi,...,v,) baze prostoru V a A matice transformace f vzhledem k uvedené
bazi. Potom

At 0 0
A 0 A 0
0 O An

pravé tehdy, kdyzZ \1, ..., Ay, jsou vlastni hodnoty transformace f a pro kazdéi € {1,...,n}
vektor v; je vlastni vektor prislusny vlastnimu cislu A;.

Dikaz. Cviceni. O

Dusledek. Linedrni transformace konecnérozmeéerného prostoru je diagonalizovatelnd
prdvé tehdy, kdyz existuje bdze prostoru tvorend vlastnimi vektory transformace.

Definice 13.3.2. Matice je diagonalizovatelnd, jestlize je podobné diagonalni matici.

Tvrzeni 13.3.2. Ctvercovd matice A typu n x n nad polem P je diagonalizovatelnd
prdvé tehdy, kdyz existuje bdze prostoru P™ tvotend vlastnimi vektory matice A.

Dukaz. O

Tvrzeni 13.3.3. Bud f: V — V linedrni transformace n-rozmérného vektorového pro-
storu V, (v1,...,vy) bdze prostoru V. a A matice transformace f vzhledem k uvedené
bdzi. Potom transformace f je diagonalizovatelnd prave tehdy, kdyz matice A je diago-
nalizovatelnd.

Diikaz. g
Tvrzeni 13.3.4. Budte vy,...,v, nenulové vlastni vektory prislusné po Tadé riznym
vlastnim hodnotdm A1, . .., A\, néjaké linedrni transformace. Potom mnoZina {v1, ..., v,}
je linedrné nezdvisld.

Diikaz. O

Dusledek. Ma-li linedrni transformace n-rozmérného prostoru n ruzngch vlastnich
hodnot, potom je diagonalizovatelnd.

Dusledek. Md-li ¢tvercovd matice typu n X n n ruznych vlastnich hodnot, potom je
diagonalizovatelnd.

P¥iklad. Mé&jme f: R?2 — R2, f(x,y) = (22 +y, 3z + 4y) (ovéite, Ze f je linearni) a na
R? uvazujme kanonickou bazi.

Matici zobrazeni ziskame tak, ze do sloupkt budeme psat soufadnice obrazt vektortu
baze (v tomto pfipadé souradnice jsou stejné jako vektory).
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Obrazy bazovych vektori jsou f(1,0) = (2,3), f(0,1) = (1,4), takze matice zobrazeni

I je
2 1
-2,

Charakteristicky polynom je
2—A 1
3 4—-A
a jeho kofeny, tedy vlastni ¢isla jsou A\; = 1, Ao = 5.
Podle predchozich tvrzeni je matice A podobna matici

, (10
A_<O 5).

Vlastni vektory ziskdme jako FeSeni soustavy linedrnich rovnic (A — AE)z = 0 pro
jednotlivé vlastni hodnoty.
Pro A1 = 1 fesime soustavu

11 z\ (0 r+y=0
(3 3>'<y>_<0> tedy  spysy=0-

Mnozina v8ech FeSeni této soustavy je [(1, —1)] a prislusné vlastni vektory jsou tedy
v8echny skaldrni nasobky vektoru v; = (1,—1). Vektor v; se skuteéné zobrazi na svij
1-nésobek, f(1,—1) = (1,-1).

Pro Ao = 5 fesime soustavu

-3 1\ (z\ (0 —3r+y=0
(5 0)-0) = R

Mnozina vSech FeSeni této soustavy je [(1,3)] a pfislusné vlastni vektory jsou tedy
vSechny skalarni nasobky vektoru ve = (1,3). Vektor vy se skuteéné zobrazi na sviij
5-nasobek, f(1,3) = (5,15).

Podle Tvrzeni 13.3.4 vektory v1,vs tvoii ,novou® bazi prostoru R2.

Matice prechodu @ od kanonické baze k nové bézi (ve sloupcich jsou nové souradnice
vektortl kanonické baze) a matice k ni inverzni Q !, tedy matice pfechodu od nové baze
ke kanonické bazi (ve sloupcich jsou kanonické souradnice vektorti nové béze) jsou

_(3/4 —1/4 4 (11
Q_<1/4 1/4) a Ql_(—l 3)'
A skutecné
A’:Q-A-Q‘1:<(1) g)

Poznamka. Pfi hledani vlastnich vektort tedy hledame jadra linearnich transformaci
f — A -id pro jednotlivé hodnoty A.
Pro Ay =1je (f —id)(z,y) = (x + y, 3z + 3y) a jadro tohoto zobrazeni je
Ker(f - id) = [(1,~1)].
Pro Ao =5 je (f = 5id)(z,y) = (=32 + y, 3z — y) a jadro tohoto zobrazeni je
Ker(f —5id) = [(1, 3)]. [ |

= 0-10 -9
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Umluva. V této kapitole V je vektorovy prostor (obvykle koneé¢nérozmérny) nad polem
P a f: V —V jelinearni transformace.

14.1. Prvni rozklad linearni transformace

14.1.1. Anulujici polynom

Definice 14.1.1. Necht p € P[z], p # 0. p je anulujici polynom &Etvercové matice A
(resp. linearni transformace f), jestlize p(A) = 0 (resp. p(f) = 0).
Tvrzeni 14.1.1 (Cayleyho-Hamiltonova véta). Charakteristicky polynom cétvercové ma-
tice je jejim anulujicim polynomem.
Dikaz. Pro libovolnou ¢tvercovou matici B jsme v zimnim semestru odvodili vztah
B -adjB = det B- E. Dosadme za B matici A — zE:
(A—zF)-adj(A—zFE) = xa(x) - E. (4)

Je-li matice A typu n x n, pak jeji charakteristicky polynom x4 je polynomem stupné
n, feknéme y 4 = cpz™ +- - -+ c1x + ¢g. Déle je (z definice adjungované matice) jasné, zZe
prvky matice adj(A — zE) jsou polynomy stupné n —1 v x. Sdruzime-li sé¢itance s tymiz
mocnimani x, ziskdme vyjadieni adj(A —2E) = C,,_12" 1+ -+ C12 + Cp, kde C; jsou
¢tvercové matice typu n x n.

Po dosazeni do (4) mame

(A—zE)- (Cp1z2" 4 4+ Cra + Cp) = (e + -+ c12 4 o) - E,
tj.
— Cp12" 4 (ACp_1 — Cro)x™ 4 -+ 4+ (AC, — Cp)z + ACy
=c, Ex"+ - -+c1Ex+cE.
Porovnanim koeficientd u stejnych mocnin x obdrzime
—Ch_1 =, B,
—Ch 2+ AC,_1 = cn1FE,

—Co+ ACy = E,
ACy = ¢gF.

Vynasobime-li i-tou rovnost (n+1—i)-tou mocninou A"*1~% matice A a vzniklé rovnosti
secteme, ziskame

0=c, A" + Cn_lAn_l 4+ -+ A+ ok,
coz se mélo dokazat. O

Dusledek. Charakteristicky polynom linedrni transformace je jejim anulujicim polyno-
mem.



