Linearni zobrazeni 105

7. prednaska, 5. 4. 2022

Piiklad. Matice identického zobrazeni id: U — U, id(u) = wu, vzhledem k bazim
(e1,...,en) a (€],...,€e)) (v tomto poradi) je matice pfechodu od baze (e1,...,ey,)

k bazi (ef,...,e,). [ |

’ren

Tvrzeni 12.4.2. Budte U,V,W vektorové prostory, (ui,...,un) bdaze U, (v1,...,vy)
baze V, (w1, ..., wp) bdze W. Budte a: U — V, f: V. — W linedrni zobrazent. Bud A

matice zobrazeni o vzhledem k bdazim (ui, ..., um) a (v1,...,v,), bud B matice zobrazeni
B vzhledem k bdzim (vi,...,v,) a (w1,...,wp). Potom BA je matice zobrazeni o «
vzhledem k bazim (uq, ..., un) a (w1,...,wp).

Dikaz. Jelikoz au;) = 3, Agvj a B(vy) =>4 B;‘“'wk, tak
(B0 a)(uw) = Bla(w)) = 8 (Zj A{vj) =" AlBy) =Y ALY, Blwy =
_ ipk,, _ ipk,, _
- Z]}k Al Bfwy, = Zk Zj Al Bk, =
B .- :
_ (Zj AgB].) wi+ -+ (Zj Ang) wp.
Cili v k-tém fadku i-tého sloupku matice zobrazeni 5o a je > ; Az B;“ =2 B;-“Az, coZ
je totéz, co dostaneme pii soucinu B - A. O

Tvrzeni 12.4.3. Bud « izomorfismus a A jeho matice vzhledem k néjakym bdzim. Pak

A je invertibilni a A™! je matice inverzniho izomorfismu !,

Diikaz. Bud a: U — V a bud B matice linearniho zobrazeni a~': V — U vzhledem
k pfislusnym béazim. Matice linearniho zobrazeni a~!oa = idy vzhledem k bazi prostoru
U je jednotkova matice E a podle piedchoziho tvrzeni je to matice BA. Cili, BA = E.
Analogicky AB = F. O

Dusledek. Kazdd matice prechodu od bdze k bdzi je invertibilni.

Diikaz. Podle uvedenych definic matice pfechodu je totéZz co matice identity, coz je

izomorfismus. 0
Tvrzeni 12.4.4. Bud U vektorovy prostor se starou bdzi (ui,...,u,) a novou bazi
(ul,...,ul), bud Q matice prechodu od staré baze k nové bazi. Bud'V vektorovy prostor
se starou bdzi (vi,...,vn) a novou bazi (vy,...,v),), bud R matice piechodu od staré
baze k nové bazi. Bud o: U — V linedrni zobrazeni. Bud A matice zobrazeni o vzhle-
dem k bazim (uy,...,up) a (v1,...,vm). Bud A" matice zobrazeni « vzhledem k bdzim
(uy,...,ul) a (vq,...,v,). Pak
A= RAQ™L.

Diikaz. Situaci mizeme znazornit diagramem

U a A%
(ula 7un> A (Ula ,’Um)
ldU\LQ ldViR
U p A%
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V rozich stoji vektorové prostory s vyznacenymi bazemi, Sipky oznacuji linearni zobra-
zeni a jsou u nich uvedeny také matice téchto zobrazeni. Plati idy o @ = a0 idyy a také
a=idyoao idl}l. Podle Tvrzeni 12.4.2 o matici sloZzeného zobrazeni potom

A'Q=RA ataké A = RAQ ' O

Piiklad. Méjme a: Ro[z] — Ry[z], f — f’. Je to tedy zobrazeni z prostoru polynomt
stupné nejvyse 2 do prostoru polynomi stupné nejvyse 1, které polynomu ptitazuje jeho
derivaci.

(1) Nejprve uvazujme (staré) baze (1, z,2%) v Ro[z] a (1, x) v Ry [z]. Ovéite, Ze jsou to
baze. Najdeme obrazy vektort baze (1,z,2%) pii zobrazeni « a jejich soufadnice v bazi
(1,z).

a(l)
a(z) =
o(a?) =

Matice zobrazeni o vzhledem k bazim (1,z,22%) a (1, ) tedy je

010
Al:(o 0 2)'

(2) Nyni uvazujme (nové) baze (22, + 1,z) v Roz] a (z + 1,1) v Ry[z]. Ovéite,
7e jsou to baze. Najdeme obrazy vektorii baze (z2,z + 1,z) pii zobrazeni a a jejich
soufadnice v bazi (z + 1,1).

=0, soufadnice vektoru 0 v bazi (1, z) jsou (0,0);
1,

soufadnice vektoru 1 v bazi (1, z) jsou (1,0);

~—

2z, soutfadnice vektoru 2z v bazi (1, z) jsou (0,2).

afx?) = 2z, soufadnice vektoru 2z v bazi (z + 1,1) jsou (2, —2);
alz+1)= soufadnice vektoru 1 v bazi (x + 1,1) jsou (0, 1);
a(z) =1, soufadnice vektoru 1 v bazi (x 4+ 1,1) jsou (0, 1).

Matice zobrazeni o vzhledem k bazim (22,2 + 1,2) a (z 4+ 1,1) tedy je

2 00
A2<2 1 1)'

Naptiklad, (322 + 22 + 7) = 6x + 2. Vektor 3z? + 2z + 7 ma staré souradnice
z = (7,2,3) a nové souradnice z’ = (3,7,—5). Vektor 6z + 2 ma staré soufadnice
y = (2,6) a nové souradnice y’ = (6, —4). Ovéite. A plati

7
010 2
Al'””:<0 0 2)' 2 :<6>:y
3
3
, (200 (6,
=) (7)==

Matice piechodu od staré baze (1, x,2%) k nové bazi (22, z + 1,z) v Ra[x] je

00 1
Q;=| 100
110

Matice pfechodu od staré baze (1,z) k nové bazi (x + 1,1) v Ry[z] je

0 1
Q2:<1 —1)'
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A plati
010
a1 (0 1\ (0 10 _
Q2A1Q3—<1_1>(002> 01 1=
100
010
00 2 2 00
(012)‘?33(211)142 "

12.5. Algebraicka struktura na mnozZiné linearnich zobrazeni

Definice 12.5.1. Budte U, V vektorové prostory nad polem P a f,g: U — V zobrazeni.
(1) Zobrazeni f + g: U — V, zadané predpisem

(f +9)(u) = f(u) + g(u)

pro libovolny vektor u € U, se nazyva soucet zobrazeni f a g.
(2) Bud ¢ € P. Zobrazeni c¢f: U — V, zadané predpisem

(cf)(u) =c- f(u)
pro libovolny vektor u € U, se nazyva c-ndsobek zobrazeni f.

Tvrzeni 12.5.1. Budte U,V wvektorové prostory nad polem P, f,g: U — V linedrni
zobrazeni a ¢ € P. Pak zobrazeni f + g, cf jsou linedrni.

Diikaz. Cviceni. |

Budte U, V vektorové prostory nad polem P. Mnozinu vSech linedrnich zobrazeni z U
do V ozna¢me Homp (U, V). Tedy

Homp(U,V) ={f: U — V| f je linedrni zobrazeni nad polem P}.

Tvrzeni 12.5.2. Budte U,V vektorové prostory nad polem P. Pak mnoZina Homp(U, V)
s operacemi scitani zobrazeni a mdsobeni zobrazeni skaldrem je vektorovy prostor mad
polem P.

Dikaz. Cviceni. O

Tvrzeni 12.5.3. Budte U,V wvektorové prostory nad polem P, c € P, f,g: U — V
linedrni zobrazeni a A, B jejich matice vzhledem ke zvolenym bazim. Pak

(1) A+ B je matice linedrniho zobrazeni f + g vzhledem ke stejngym bdzim,
(2) cA je matice linedrniho zobrazeni cf vzhledem ke stejngm bdzim.

Dikaz. Cviceni. O

Tvrzeni 12.5.4. Budte U,V konecénérozmeérné vektorové prostory nad polem P, dim U =
n a AimV = m. Pak vektorovy prostor Homp(U, V) je izomorfni s prostorem P™*"
vSech matic typu m X n nad polem P.

Diikaz. Tvrzeni dokdZeme tak, Ze najdeme prislusny izomorfismus. Budte u béaze U,
v baze V a ¢: Homp(U,V) — P™*™ zobrazeni, které kazdému linedrnimu zobrazeni
f: U — V prifadi jeho matici vzhledem k bazim u a v.

Potom ¢ je bijekce, protoze kazda matice typu m X n je matici pravé jednoho li-
nearniho zobrazeni U — V vzhledem k uvedenym bazim (ovéite podrobné). Navic,
podle predchoziho tvrzeni ¢ je linedrni, protoZe matice zobrazeni f + g je soucet matic
jednotlivych zobrazeni f a g a matice zobrazeni cf je c-nasobek matice zobrazeni f. [
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Linearni zobrazeni V' — V se nazyva linedrni transformace vektorového prostoru V'
nebo také linedrni operdtor na vektorovém prostoru V.

Na mnoziné Homp(V, V) mizeme navic uvazovat binarni operaci o skladani line-
arnich transformaci s neutrdlnim prvkem idy (mnoZina s asociativni bindrni operaci
s neutradlnim prvkem se nazyva monoid).

Tvrzeni 12.5.5. Bud V wvektorovy prostor nad polem P. Pak pro libovolnd f,g,h €
Homp(V,V) a c € P plati

folg+h)=fog+foh,
(f+g)oh=foh+goh,
foleg)=(cflog=c(fog).
Diikaz. Cviceni. O

Algebraickd struktura, kterd je soucasné monoid i vektorovy prostor nad polem P
a plati pro ni identity uvedené v predchozim tvrzeni, se nazyva asociativni P-algebra.
Tudiz, Homp(V, V) je asociativni P-algebra.

Jiny priklad asociativni P-algebry je mmnozina P™*"(= gl(n, P)) vSech ¢tvercovych
matic typu n x n nad polem P vzhledem k bindrnim operacim néasobeni a s¢itani matic
a k operaci nasobeni skaldrem (ovéite).

Podle predchozich tvrzeni v koneénérozmérném piipadé P-algebra Homp(V,V) je
izomorfni P-algebie gl(n, P).

Pro libovolné celé nezaporné &islo k zavedme linearni transformaci f*: V — V pied-
pisem

f*w) = f(f(--- f(v)---)) pro libovolné v € V, tj. f¥ = fo---0 f.
k k

Tedy, f=idv, f'=f, f2=fofa f"h=fofm
Definice 12.5.2. Bud p = apz™ + -+ - + a1 + a9 € Plx] polynom. Bud f: V — V
linearni transformace vektorového prostoru V nad polem P a A ¢tvercova matice nad
polem P. Polozme
p(f) =amf" + - +arf+aoidy,
p(A) = apA™ + -+ a1 A+ ao B,
kde E je jednotkova matice stejného rozméru jako matice A.
Rikéme, Ze linearni transformace p(f), resp. matice p(A) vznikla dosazenim linearni

transformace f, resp. matice A do polynomu p. Hodnota transformace p(f) ve vektoru
v € V se zapisuje p(f)(v).

Piiklad. Necht p = 22 — 2z + 2. Pak pro libovolnou linedrni transformaci f: V — V
méame p(f) = f2 — 2f + 2id a pro libovolny vektor v € V mame p(f)(v) = f(f(v)) —
2f(v) + 2v. [ ]

Tvrzeni 12.5.6. Bud p polynom a bud A matice linedrni transformace f vzhledem
k néjaké bazi. Pak p(A) je matice linedrni transformace p(f) vzhledem k téZe bdzi.

Dikaz. Cviceni. O

Tvrzeni 12.5.7. Budte p,q polynomy. Pro libovolnou linedrni transformaci f a libo-
volnou ctvercovou matici A plati

(p+ ) (f) =p(f) +a(f), (rq)(f) = p(f) o q(f),
(r+q)(A) =p(A) +q(A), (rg)(A) = p(A)q(A).



Dikaz. Cviceni. |

Dusledek. Budte p, q polynomy. Pro libovolnou linedrni transformaci f a pro libovolnou
ctvercovou matici A plati

p(f) e a(f) = a(f) o p(f), p(A)g(A) = q(A)p(A)
(fikdme, Ze p(f) a q(f) komutuji a p(A) a q(A) komutuji).

13. VLASTNI VEKTORY

Méjme linearni transformaci f: V' — V a jeji matici A vzhledem k néjaké bazi. Obraz
vektoru v pfi linearni transformaci f™ mizZeme najit tak, Zze spo¢teme jeho soufadnice,
a to tak Ze souradnice vektoru v vynasobime matici A", protoze to je matice transfor-
mace f" (v8e samoziejmé vzhledem ke zvolené bazi). Je tedy zadouci volit bazi prostoru
tak, aby matice transformace byla co nejjednodussi, pokud mozno diagonalni, protoze
potom se jeji mocnina pocitd velice jednoduse.

13.1. Definice, priklady

Pfi linearni transformaci f: V — V se kazdy vektor z prostoru V' zobrazi na néktery
vektor z téhoz prostoru V. Muze se tedy stat, ze vektor se zobrazi na néjaky svij skalarni
nasobek.

Definice 13.1.1. Bud f: V — V linearni transformace vektorového prostoru V nad
polem P. Skalar A € P se nazyva vlastni hodnota (v ptipadé ¢iselného pole P (podpole
pole C) vlastni ¢islo) transformace f, jestlize existuje nenulovy vektor v € V' takovy, ze

f(v) = Av.
Kazdy vektor v € V takovy, Zze f(v) = Av, kde A vlastni hodnota transformace f, se
nazyva vlastni vektor transformace f prislusny vlastni hodnoté .

Analogicky jsou definovany vlastni vektory a vlastni hodnoty (¢isla) ¢tvercové matice.

Definice 13.1.2. Bud A ¢tvercova matice fadu n nad polem P. Skalar \ € P se nazyva
vlastni hodnota (vlastni ¢islo) matice A, jestlize existuje nenulovy vektor (uspofddana
n-tice, sloupkova matice) x € P™ takovy, Ze

Az = \x.

Kazdy vektor x € P" takovy, Ze Ax = Az, kde A vlastni hodnota matice A, se nazyva
vlastni vektor matice A piislusny vlastni hodnoté \.

Tedy, aby skalar A byl vlastni hodnota, musi existovat nenulovy vektor, ktery se
zobrazi na svij A-nasobek. Potom i nulovy vektor je vlastni vektor prislusny vlastni
hodnoté .

Priklad. (1) Je-li V netrividlni prostor (obsahuje nenulovy vektor), pak pro identickou
transformaci id: V' — V, id(v) = v, kazdy vektor v € V' je vlastni s vlastni hodnotou 1,
protoze id(v) =1 - v.

(2) Je-li V netrividlni prostor, pak pro nulovou transformaci 0: V. — V, 0(v) = 0,
kazdy vektor v € V' je vlastni s vlastni hodnotou 0, protoze 0(v) =0 - v.

(3) Je-li V netrividlni prostor a c¢ skalar, pak pro transformaci f.: V — V, f.(v) = cv,
kazdy vektor v € V je vlastni s vlastni hodnotou c.



110 Vlastni vektory

(4) Pro rovnobé&zné promitani E3 — E® podél vektoru v # 0 na rovinu U C E3
prochéazejici pocatkem, kde v ¢ U, vektor v a vSechny jeho nasobky jsou vlastni vektory
s vlastnim ¢islem 0, kazdy vektor z U je vlastni vektor s vlastnim ¢islem 1 a jiné vlastni
vektory tato transformace nema.

(5) Pro rotaci E2 — E? o thel 0 < ¢ < 27:

(a) je-li ¢ = 0, pak jde o identickou transformaci a kazdy vektor je vlastni s vlastnim
¢islem 1;

(b) je-li ¢ = 7, pak jde o stfedovou symetrii v — —v = (—1)v a kazdy vektor je vlastni
s vlastnim cislem —1;

(c) v ostatnich pfipadech neexistuje zadny vlastni vektor.

(6) Rotace E® — E3 o tthel 0 < ¢ < 27 kolem zvolené pevné osy L prochazejici po¢at-

kem. Oznaéme L* rovinu prochazejici pocatkem kolmo k L (tzv. ortogonalni doplnék).

(a) Je-li ¢ = 0, pak jde o identickou transformaci a kazdy vektor je vlastni s vlastnim

¢islem 1;

(b) je-li ¢ = 7, pak kazdy vektor z L je vlastni s vlastnim ¢islem 1, kazdy vektor z L+

je vlastni s vlastnim ¢islem —1 a zadny jiny vlastni vektor tato transformace nem4;

(c) v ostatnich pfipadech kazdy vektor z L je vlastni vektor s vlastnim ¢islem 1 a zadny

jiny vlastni vektor neexistuje.

(7) Bud V vektorovy prostor vsech hladkych funkci R — R (maji spojité derivace vSech

fadi) a bud §: V — V, 6(f) = f’ transformace, ktera funkci f piitadi jeji derivaci f’.

Z matematické analjzy vime, ze pro libovolné A € R plati (e**) = Xe*®, &ili funkce e

a kazdy jeji skalarni nasobek jsou vlastni vektory transformace ¢ s vlastnim ¢islem .
Bud f € V libovolna funkce s vlastnosti f* = Af. Potom

(f(x)e™®) = f/(z)e™® — f(z)re ™ =
= M (z)e ™ — f(z)re " =
= M(z)(e ™ —e ™) =0,

éili funkee f(z)e™** je konstantni. Oznacime-li f(x)e™** = ¢, dostaneme f(z) = ce
takze kazda funkce s vlastnosti f’ = Af je skalarni nasobek funkce e*®. To znamen4,
7e kazdé realné Cislo A je vlastni Cislo transformace § a prislusné vlastni vektory jsou
vSechny skalarni nasobky funkce e**. |

-z Az
)

Cviceni. Urcete vSechny vlastni vektory néasledujicich linedrnich transformaci vekto-
rového prostoru C nad R. Navod: Pomozte si geometrickou interpretaci v Gaussoveé
rovineé.

(1) Zobrazeni C — C, z — z*, kde z* je ¢islo komplexné sdruzené k ¢islu z.

(2) Zobrazenire: C — R, z — rez = 3(z + 2*) (redlna &st ¢isla 2). >



