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3. prednaska, 8. 3. 2022

Tvrzeni 10.3.1. KaZdy konecnérozmérny vektorovy prostor md bazi.

Dikaz. Podle definice kone¢nérozmérny vektorovy prostor ma koneCnou mnozinu ge-
neratort. UkadZeme, Ze z ni lze vybrat linedrné nezavislou podmnozinu, ktera generuje
tentyz vektorovy prostor a je tedy jeho baze. Bud {v1,...,v,} mnozina generatoru vek-
torového prostoru. Z této mnoziny postupné pro ¢ = 1,...,n vyluéme vektor v;, je-li
linedrni kombinaci predchozich. Tedy v; vylou¢ime, pokud v; = 0. Vektory, které ne-
vylou¢ime, nazvéme vybrané a oznacme je uq,...,un. Je-li prvek mnoziny generatori
linearni kombinaci ostatnich prvkt této mnoziny, po jeho vylouceni z této mnoziny nam
zustane opét mnozina generatoru (ovérte). Proto vybrané vektory wi, ..., u,, generuji
tentyz vektorovy prostor.

Diky postupu pfi vybirani vektord uq,...,u,, neni Zadny z nich linearni kombinaci
predchozich a mnozina {uj, ..., u,} je linedrné nezavisla. O

I nulovy prostor {0} ma bézi. Je ji 0, jelikoz je linedrné nezavisla a [(] = {0}.

Tvrzeni 10.3.2. Viechny bdze jednoho konecnérozmeérného vektorového prostoru maji
stejny pocet proka.

Dikaz. Budte (v1,...,v,) a (u1,...,un) baze vektorového prostoru V. Jelikoz vektory
V1, ...,0pn generuji Voa {uy, ..., un} je linedrné nezavisld mnozina, podle Tvrzeni 10.2.5
n > m. Obdobné dostaneme, ze m > n. Takze n = m. O

Definice 10.3.2. Dimenze vektorového prostoru je pocet vektori (libovolné) jeho baze.
Vektorovy prostor V' dimenze n se nazyva n-rozmeérny, zapisujeme dim V' = n. Nulovy
vektorovy prostor {0} se nazyva 0-rozmérny.

Priklad. (1) Vektorovy prostor P" nad polem P je n-rozmérny. Jednou z bazi je n-tice
(kanonickd baze) ((1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)).

(2) Vektorovy prostor C nad polem R je dvojrozmérny. Jednou z béazi je dvojice (1,1).
Nad polem C je vektorovy prostor samoziejmé jednorozmeérny, jednu z bazi tvoti vektor

1. Vidime, Ze dva vektorové prostory mohou mit rizné dimenze, prestoze maji stejné
mnoziny vektord.

(3) Vektorovy prostor C" nad polem R je 2n-rozmérny. Jednou z bazi je 2n-tice
((1,0,...,0),(4,0,...,0),
(07]‘?07"'70)’ (07Z.707' "70)7

*

(6,...,o,1),(o,...,o,z')). |

Definice 10.3.3. (1) Minimdlni mnoZina generdtori vektorového prostoru V' je mno-
zina vektort, kterd generuje V, ale zadna jeji vlastni podmnozina negeneruje V.

(2) Mazimalnd linedrné nezdvisla mnozina vektori vektorového prostoru V je linedrné
nezavisla mnozina vektord z V', ktera neni vlastni podmnozinou zadné linedrné nezavislé
mnoziny.
Tvrzeni 10.3.3. Budte vy, ...,v, € V. Pak ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:
(1) {vi,...,vn} je baze V;
(2) {vi,...,vn} je minimdlni mnoZina generdtoru V;
(3) {vi,...,vn} je mazimdlni linedrné nezdvislda mnozina vektord V.
Dikaz. (1) = (2): Je-li {v1,...,v,} béze, je to mnozina generatori a zadny z nich
neni linedrni kombinaci ostatnich. Tudiz zadna jeji vlastni podmnozina negeneruje V
a {v1,...,v,} je minimalni mnoZina generatoru.
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(2) = (1): {v1,...,v,} je mnozina generatori. Jelikoz je minimdalni, zadny z jejich
vektord neni linearni kombinaci ostatnich, takze je navic linedrné nezavislé, ¢ili baze.

(1) = (3): Je-li {v1,...,v,} béze, je linedrné nezavisla a kazdy vektor z V' je linearni
kombinaci vektorti baze. Tudiz pfidanim jakéhokoliv vektoru bychom dostali linedrné
zavislou mnozinu a tato je tedy maximalni.

(3) = (1): Mnozina {vy, ..., vy, } je linedrné nezavisla. Jelikoz je maximalni, po pridani
dalsiho vektoru, dostaneme linedrné zavislou mnozinu a ten ptidany vektor (ty ptuvodni
to byt nemohou) je linedrni kombinaci pfedchozich. Jelikoz i kazdy z vektortu v; je jejich
linedrni kombinaci, {v1,...,v,} je navic mnozina generéatort, ¢ili baze. O

Tvrzeni poskytuje dvé alternativni definice baze, které se Casto pouzivaji. Ma také
dulezité dusledky.

Dusledek. Bud V' n-rozmérny vektorovy prostor. Pak

(1) libovolnd jeho n-prvkovd linedrné nezdvisla podmnozina tvori bdzi V ;
(2) libovolnych n jeho generdtori tvori bdzi V.

Dikaz. (1) Prostor V' ma n-prvkovou mnozinu generatort, takze podle Tvrzeni 10.2.5
kazda n-prvkova linedrné nezavisld podmnozina je maximalni, tedy baze.

(2) V prostoru V existuje n-prvkové linedrné nezévisld mnozina, takze podle Tvr-
zeni 10.2.5 kazda n-prvkovad mnozina generatorti je minimalni, tedy baze. ([l

Dausledek. Bud {vi,...,vx} linedrné nezdvisld podmnozina n-rozmérného vektorového
prostoru V. Pak ji lze doplnit do baze (v1,...,Vk, Vg1, -,Un)-

Drikaz. V pripadé, ze vy, ..., v generuji V, tvori bazi. Jinak existuje vektor vg11 € V,
ktery neni linedrni kombinaci vektort vy, ..., vk, nacez mnozina {vi,..., Uk, 1} je
linedrné nezévisla, protoze viy1 neni lineadrni kombinaci pfedchozich vektort.
Opakovanim téze tvahy ziskdme linedrné nezavislou mnozinu {v1, ..., Vg, Vkt1, Vpt2}-
Po n — k opakovanich budeme mit n-prvkovou linedrné nezavislou mnozinu, ktera bude
bézi podle predchoziho dusledku. O

10.4. Souradnice

Tvrzeni 10.4.1. Bud (e1,...,e,) bdze vektorového prostoru V. Pak pro kaZdy vektor
v € V existuje prdavé jedna n-tice skaldri z', ..., 2" € P takovd, Ze v = xlei+-- - +a"e,.

Diikaz. Bud v € V. JelikoZ ey, ..., e, generuji V, existuji z!,...,2" € P takové, Ze
v=uale; +---+a",. Je-li y', ..., y" libovolna n-tice takova, ze v = yle; + - - + y ey,
pak

0=v—v=(zte;+ - +2",) — (yler +---+y",) =
= (2! —yher + -+ (@" — y")en.

7 linearni nezavislosti mnoziny {e1,...,e,} plyne 2! —y! = ... = 2™ — ¢y = 0, a tedy
el =gyt o =y ]
Cviceni. Zformulujte a dokazte obracené tvrzeni. >
Definice 10.4.1. Skalary z',..., 2" z pfedchoziho tvrzeni se nazjvaji souradnice vek-
toru v vzhledem k béazi (eq,...,ey,). Soufadnice budeme zapisovat bud jako prvky pole
xl, ..., 2" nebo jako uspotadanou n-tici x = (z!,...,2") nebo jako matici typu n x 1

2l

72

xr =
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Priklad. (1) Soufadnice vektoru 2 € R vzhledem k bézi (6) je é, protoze 2 = % - 6.
(2) Soufadnice vektoru (z,y,z) € R? v kanonické bazi jsou z,v, z, protoze (z,y,2) =
z-(1,0,0)+y-(0,1,0) + z - (0,0,1).
(3) Soufadnice vektoru (x,y, z) € R? v bazi ((1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)) jsou z—y, y—=z, 2,
protoze (.’E,y,Z) = (CU - y) ’ (17070) + (y - Z) ’ (17 170) +z- (17 L, 1)
(4) Soutadnice vektoru z = a + bi € C(R) vzhledem k bazi (1,4) jsou a,b, protoze
z=a-1+b-1.

Soufadnice vektoru z = a + bi € C(C) vzhledem k bézi (1) je z, protoze z =z-1. B

Souradnice vektoru zavisi na volbé baze. Jeden vektor ma v rdznych bazich rtzné
soufadnice.



