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5. prednaska, 26. 10. 2021

Tvrzeni 3.2.3. Pro kazdou ¢tvercovou matici A plati det AT = det A.

Diikaz. Cinitele v soucinu AJ'... A7... A% miizeme uspoiddat podle vzristajiciho

rfadkového indexu Ai_,l . ..A’O_,1 . ..Ag,l, protoze o; Lty ¢initel v pivodnim soucinu
1 7 n

o 1 .
je Aaiil = A;,l. Potom
det AT =) " sgno- (A1)} ... (AT),, ... (A1)} =
=) sgno- A7 AT A =

= sgno- Al AL AT = (pFeusporadani)

1 7 n

= E sgno L AL LAY LAY = (sgno~! =sgno)
o o, on
O'ESn

=det A,
protoze kdyZ o projde vsechny prvky S, tak 0! také. O

Tvrzeni 3.2.4. Determinant matice, kterd md bud dva Tddky stejné nebo dva sloupky
stejné, je roven nule.

Dikaz. Bud A matice typu n x n, kterd ma i-ty fadek stejny jako j-ty (i # j), tedy
i = A pro kazdé k € {1,2,...,n}.
Bud 7;; € S, transpozice vyménujici ¢, j, ¢ili sgnr;; = —1. Pro kazdou permutaci
o € S, ozna¢me ¢’ = o o 7;;. Pak sgno’ = sgno -sgnt;; = —sgno a ¢len determinantu
odpovidajici permutaci o’ je
SgnU/'A}f’l"'Ag’."'Af;'."'An’ =
J

Un
:_SgnU.A}H...Agj...Agi...Agn:
= —sgno- Ay - AL AL AT (Ag, = A) a Al = AL)

oj (o)

a je tedy opacny k ¢lenu odpovidajicimu permutaci o.

Mnozinu S,,, kterd ma sudy pocet prvkii, mizeme rozlozit na podmnoziny {o, o'},
které jsou dvouprvkové, protoze o’ # o a ¢” = o (ovéfte), a kazda z nich pfFispiva
k determinantu nulou. Takze det A = 0.

Kdyz méa matice dva stejné sloupky, lze tvrzeni dokéazat analogicky nebo je mozZno
pouzit predchozi tvrzeni. O

3.2.2. Elementarni upravy

Tvrzeni 3.2.5. (1) Pric¢tenim ndsobku jednoho tddku, resp. sloupku k jinému radku,
resp. sloupku se determinant nezménd.

Al A} Al Al A AL
Al 4 cA] Ab4cAL ... Al 4 cAl| =|AL AL Al
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(2) Vyndsobenim jednoho tadku, nebo sloupku prvkem c se determinant vyndsobi pru-
kem c.

AL AL AL |Al AL oAl
cAl cAL ... cAi|l=cl|A} AL ... A}
Ay Ay ... AT A Ay ... A7
(8) Vzajemnou vyménou dvou fadki, nebo dvou sloupki determinant zméni znameénko.
ALAL L ALl (Al Al oAl
AlAL L A AL AL AL
Al Al Al Al A A,
AY Ay .. AT Al Ay ... AT

Dikaz. Uvedeme pouze ditkaz pro fadkové upravy, pro sloupkové je analogicky.

Budte A ¢&tvercova matice a B upravena matice.

(1) Necht B vznikne z A pfi¢tenim c-ndsobku j-tého fadku k i-tému fadku, ¢ili
B! = Al 4 cAl a ostatni fadky matice B jsou stejné jako fadky matice A. Potom

detB= Y sgno-B} ...B, ...Bj ...B} =

O’GSn
= sgno- AL . (AL +cAl) . ALLLAT =
oESy
= sgno- AL L ALLALLAD +
O'GS’VL
+c Zsgna-A},l...Af;i...A{;j...AZn =
O‘ESn

determinant matice, kde i-ty fadek je steny jako j-ty

=detA+c-0=det A.

(2) Necht B vznikne z A vynasobenim i-tého fadku prvkem c, éili B! = cA’ a ostatni
rfadky matice B jsou stejné jako fadky matice A. Potom

det B = Z sgna~Bil...Bgi...Bg‘n =
O’GSn

= Z sgna'A},l...cAf,i...Agn =
O’GSn

=c Z sgnU-A(lfl...Agi...AZn =
gESy
= cdet A.

(3) Necht B vznikne z A vzajemnou vyménou i-tého fddku a j-tého radku, ¢ili Bl =
Al, B} = Al a ostatni fadky matice B jsou stejné jako fadky matice A. Bud 7;; € S,

transpozice vymeénujici 4, j, €¢ili sgn7;; = —1. Pro kazdou permutaci o € S, oznacme
o' = oor;j. Pak o} = 0j, 0% =020}, =0 prok #i,jasgno’ =sgno-sgnr; = —sgno.
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Potom
detB= Y sgno-B} ...B, ...Bj ...B} =
O’GSn
= sgno- AL AL ALLLATL =
gESy
= Z sgno- AL ... Agj LLALLAY = (komutativita nasobeni)
O'GS’VL
= sgno- AL . AL LA, AT =
1 i Uj n
O’GSn
= — Z sgno—’~A[17,1...Af,,_...Af;,....Ag;l = (sgno ! =sgno)
gESy ' !
= —det A,
protoze kdyZ o projde vSechny prvky S, tak o’ také. U
Cviceni. Jaky je vztah mezi det(cA) a det A? >
Cviceni. Nechf A je matice typu n x n takova, ze AT = —A (takova matice se nazjva
antisymetricka). Ukazte, Ze je-li n liché ¢islo, pak det A = 0. >
Priklad.
1 1 11 1 1 11 1 1 11 1 1 11
0222 0222 0222 [2444
003 3 0033 3366 (336 6
0 0 0 4 4 4 4 8 4 4 4 8§ 4 4 4 8
1111 4 4 4 4 1111 11 1 1 111 1
4'0222_0222_0888_022 21 10 2 2 2
0033 |0033 |00 33 |00 1212 |00 3 3
0 0 0 4 0 0 0 4 0 0 0 4 00 0 4 0 0 0 16
1111 0 0 0 4 0 00 4
0 2 2 2 0 2 2 2 0 0 3 3
0033~V o033 o222 u
0 00 4 1111 1111
Dusledek. Budte Q elementdrni matice a A matice stejného typu. Pak
det QA = det Q - det A.
Dikaz. (1) det(Ei’j(c)A) =det A=1-det A =det E%(c) - det A.

(2) det(E*(c)A) = cdet A = det E*(c) - det A.

(3) det(E"7A) = (—1) - det A = det E*J - det A. O
Cviceni. Doka’te, ze det E»/ = —1 s vyuzitim pfedchoziho dtsledku a toho, Ze vza-
jemna vyména dvou Fadkiu je slozenim kone¢né mnoha fadkovych elementarnich tprav
ostatnich druhi. >

Tvrzeni 3.2.6. Matice je requldrni prdve tehdy, kdyzZ md nenulovy determinant.

Diikaz. Bud A reguldrni matice, tedy A = Q1 - - Qk, kde @1, ..., Qk jsou elementarni
matice. Potom

det A = det(Q1 -~ Qx) = det Q- det(Q2- - Qu) = - =
=det @ - det Q2 - - - det Qy,

coz neni rovno nule, protoze determinanty elementarnich matic jsou nenulové.
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Necht det A # 0. Pomoci fadkovych elementarnich iprav prevedeme A na schodovity
tvar B, tedy B = Qp---Q14, kde Q1, ..., Qy jsou prislusné elementarni matice. Potom

det B = det(Qk s QlA) = det Qk det(Qk,1 cee QlA) ==
=det Qrdet Qi1 ---det Q1 det A # 0.

Jelikoz B je ve schodovitém tvaru a jeji determinant je tedy soucinem prvkt na dia-
gonale, na diagonale neni Zadna nula. To znamena, Ze B neméa nulovy fadek, je tedy
regularni a A také. O

Dusledek. Matice je regquldrni prdvé tehdy, kdyz md nenulovy determinant, a to md
pravé tehdy, kdyz je invertibilni, a to je pravé tehdy, kdyzZ je ekvivalentni jednotkové
matics.

Tvrzeni 3.2.7 (Cauchyho véta). Budte A, B ¢tvercové matice stejného typu. Pak
det AB = det A - det B.
Dikaz. (1) Je-li A regularni, tedy souéin Q1Qs - - - Qp elementarnich matic, pak

det AB =det(Q1---QrB) =det Qq - det(Q2---QpB) = --- =
=det Q1 det Q2 --det Qr det B = det(Q1Q2 - - Q) det B =
= det Adet B.

(2) Je-li A singularni, podle Tvrzeni 2.5.5 je AB také singularni a tedy

det AB =0 =det A =det A-detB. O
Cvigeni. det A~! =1/ det A. >
Lemma 3.2.8.

Al .. AL AL, A

A A ab, oAk | A A A A

R B O P A

S A B

Determinant matice A v predchozim tvrzeni se rozpadd na subdeterminanty: jeden
subdeterminant fadu k a jeden subdeterminant fadu n — k. Stru¢né ale vystizné lze toto
tvrzeni vyjadrit zédpisem

A X
o ar| = 141147
Piiklad.
2 345
2 30
023 00501 2 o/=2.1% 3|.822.1.8=16
0120 6 7 8 12
06 7 8
2 1 3 4 2 1 3 4
001 2 1 2 3 4 2 1] |1 2
1234 -0 01 2 _(_1)"1 2H3 4’—(_1)'3'(_2)_6'
00 3 4 00 3 4
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3.2.3. Laplacetiv rozvoj

Definice 3.2.3. Bud A matice typu n x n. Determinant fddu n — 1 matice vzniklé z A
vynechédnim jednoho fadku a jednoho sloupku se nazyva minor. Pii vynechani i-tého
rfadku a j-tého sloupku pfislusny minor oznacujeme

i

Aj.

Kofaktor (nebo algebraicky doplnék) prvku Aé- je

Al = (~1)"I AL,

Tedy, kofaktor (algebraicky doplnék) prvku A; je (—1)"7-nasobek determinantu ma-
tice, ktera vznikne z matice A vynechanim i-tého fadku a j-tého sloupku.

Priklad. Mé&jme

a b c
A=1d e f

g h i

Potom

a_le f a_|d f 1 |d e 3 _la b
Al_h il AQ_'Q il 3 ’g hl’ ) A3 d el’
S e - d
A== 1] A= o= | 1),
S . d e A a b
1 _ (_ 1\143 71 _ 3 _ 343 13
Az =(-1) A3—'g E Ay = (—1) A_d ol [ |

Tvrzeni 3.2.9 (Laplaceova véta o rozvoji determinantu). Bud A matice typu n X n.
Pro kazdé i € {1,...,n} plati

det A = AJA} + AY A+ + AL AL = ALAL =
=1
= ALAL 4 AZAZ o AP AT =N AJAL
=1

Vztah v Laplaceové vété se nazyva Laplacetuv rozvoj podle i-tého Tdadku resp. podle
i-teho sloupku.
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Diikaz.
Al A}f1 Ajl- A;H oo AL
det A=Al ... Al Al oAl . ALl =
Ay A AT AT Al
AL AL, Al Al oAl
e . : .
=> 10 0 AF 0 0=
Jj=1] : : :
A7 A7, AT OATL A7
A Aj Af AL, AL
no E : :
=> A0 0 1 0 0
Jj=1 : : :
AT . A7, A7 OAR, Al
Ukazme, ze
AL oAl oAb Al oA
0 0 1 0 0|=Al
Ay A, AT AT, L AR
Vyménujme i-ty fadek (0 ... 001 0 ... 0) s predchozimi fadky tak dlouho, az
bude prvnim radkem; k tomu je potieba i — 1 vymén. Poté vyménujme j-ty sloupek
(1 Ajl. . Aj._l A;H e A?) s predchozimi sloupky tak dlouho, az bude prv-

nim sloupkem; k tomu je potfeba j —1 vymeén. Takto vznikly determinant je tedy nutné
vynasobit ¢islem (—1)"1(=1)/~! = (=1)"1*7=1 = (—=1)**J a navic se rozpad4 na sub-
determinanty.det(l) a A’. Proto det A = P Al (1) AL = P Al A% a mame
rozvoj podle ¢-tého radku.

Rozvoj podle i-tého sloupku ziskame analogicky. O
Priklad.
(2) (1) ? ;l 01 2 1 3 4
=2- (-2 3 4| +1- (-1 0 1 2| =
1234 0 3 4 0 3 4
00 3 4

1 2

‘+1-(—1)3+1-1-’:1,) 2‘

3.3. Adjungovana matice

Definice 3.3.1. Bud A &tvercova matice. Oznaéme A matici kofaktort /Alz Matice AT
je matice adjungovand k matici A a znaci se adj A. Tedy,

adjA=AT.
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Priklad. Mé&jme

a b
(),
AN T
adj A= AT = AL AN (4 e\ _(d b m
] A2 A2 b a —c a)’

Tvrzeni 3.3.1. Pro libovolnou ctvercovou matici A

detA-E=A-adjA=adjA- A.

Je-li A requldrni matice, pak

_ 1 .
A 1:detAadJA.

Diikaz. V i-tém radku a j-tém sloupku matice A - adj A je
(A-adjA): ZAZ (AT)k ZAZAJ

Proi = j je (A-adjA)i =3, AL Al = det A podle Laplaceovy véty.
Je-li i # j, bud B matice, kterd z A vznikne tim, Ze j-ty fddek nahradime i-tym
radkem. Potom

Z AZ:IZ% = Z B,Z{;Bi = (B se lisi od A jen v j-tém fadku)
k k
=> BB = (B}, = B})
k
=det B = (podle Laplaceovy véty)
=0. (B mé dva stejné radky)

Matice A - adj A je tedy diagondlni a vSechny prvky na diagonéle jsou rovny det A, ¢ili
A-adjA=detA- E.

Rovnost adj A - A = det A - E dostaneme analogicky.
Je-li A regularni, pak s vyuzitim existence A~! a nenulovosti det A dostaneme uvedeny
vztah. O

Priklad. Mé&jme regularni matici

A:<Z g).




