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5. p¯ednáπka, 26. 10. 2021

Tvrzení 3.2.3. Pro kaædou Ëtvercovou matici A platí detAT = detA.

D˘kaz. »initele v souËinu A�1
1 . . . A�i

i . . . A�n
n m˘æeme uspo¯ádat podle vzr˘stajícího

¯ádkového indexu A1
��1
1

. . . Ai
��1
i

. . . An
��1
n
, protoæe ��1

i -t˝ Ëinitel v p˘vodním souËinu

je A
�
��1
i

��1
i

= Ai
��1
i
. Potom

detAT =
X

�2Sn

sgn� · (AT)1�1 . . . (A
T)i�i

. . . (AT)n�n
=

=
X

�2Sn

sgn� ·A�1
1 . . . A�i

i . . . A�n
n =

=
X

�2Sn

sgn� ·A1
��1
1

. . . Ai
��1
i

. . . An
��1
n
= (p¯euspo¯ádání)

=
X

�2Sn

sgn��1 ·A1
��1
1

. . . Ai
��1
i

. . . An
��1
n
= (sgn��1 = sgn�)

= detA,

protoæe kdyæ � projde vπechny prvky Sn, tak ��1 také. ⇤

Tvrzení 3.2.4. Determinant matice, která má buÔ dva ¯ádky stejné nebo dva sloupky
stejné, je roven nule.

D˘kaz. BuÔ A matice typu n ⇥ n, která má i-t˝ ¯ádek stejn˝ jako j-t˝ (i 6= j), tedy
Ai

k = Aj
k pro kaædé k 2 {1, 2, . . . , n}.

BuÔ ⌧ij 2 Sn transpozice vymÏÚující i, j, Ëili sgn ⌧ij = �1. Pro kaædou permutaci
� 2 Sn oznaËme �0 = � � ⌧ij . Pak sgn�0 = sgn� · sgn ⌧ij = � sgn� a Ëlen determinantu
odpovídající permutaci �0 je

sgn�0 ·A1�0
1
· · ·Ai

�0
i
· · ·Aj

�0
j
· · ·An

�0
n
=

= � sgn� ·A1�1 · · ·A
i
�j

· · ·Aj
�i
· · ·An

�n
=

= � sgn� ·A1�1 · · ·A
i
�i
· · ·Aj

�j
· · ·An

�n
, (Ai

�j
= Aj

�j
a Aj

�i
= Ai

�i
)

a je tedy opaËn˝ k Ëlenu odpovídajícímu permutaci �.
Mnoæinu Sn, která má sud˝ poËet prvk˘, m˘æeme rozloæit na podmnoæiny {�,�0},

které jsou dvouprvkové, protoæe �0 6= � a �00 = � (ovÏ¯te), a kaædá z nich p¯ispívá
k determinantu nulou. Takæe detA = 0.
Kdyæ má matice dva stejné sloupky, lze tvrzení dokázat analogicky nebo je moæno

pouæít p¯edchozí tvrzení. ⇤

3.2.2. Elementární úpravy

Tvrzení 3.2.5. (1) P¯iËtením násobku jednoho ¯ádku, resp. sloupku k jinému ¯ádku,
resp. sloupku se determinant nezmÏní.
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n + cAj

n
...

...
...

An
1 An

2 . . . An
n

������������

=

������������

A11 A12 . . . A1n
...

...
...

Ai
1 Ai

2 . . . Ai
n

...
...

...
An
1 An

2 . . . An
n

������������

.



28 Determinant

(2) Vynásobením jednoho ¯ádku, nebo sloupku prvkem c se determinant vynásobí prv-
kem c.

������������

A11 A12 . . . A1n
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������������

= c

������������

A11 A12 . . . A1n
...

...
...

Ai
1 Ai

2 . . . Ai
n

...
...

...
An
1 An

2 . . . An
n

������������

.

(3) Vzájemnou v˝mÏnou dvou ¯ádk˘, nebo dvou sloupk˘ determinant zmÏní znaménko.
�����������������
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D˘kaz. Uvedeme pouze d˘kaz pro ¯ádkové úpravy, pro sloupkové je analogick .̋
BuÔte A Ëtvercová matice a B upravená matice.
(1) Nechª B vznikne z A p¯iËtením c-násobku j-tého ¯ádku k i-tému ¯ádku, Ëili

Bi
� = Ai

� + cAj
� a ostatní ¯ádky matice B jsou stejné jako ¯ádky matice A. Potom

detB =
X

�2Sn

sgn� ·B1�1 . . . B
i
�i
. . . Bj

�j
. . . Bn

�n
=

=
X

�2Sn

sgn� ·A1�1 . . . (A
i
�i
+ cAj

�i
) . . . Aj

�j
. . . An

�n
=

=
X

�2Sn

sgn� ·A1�1 . . . A
i
�i
. . . Aj

�j
. . . An

�n
+

+ c
X

�2Sn

sgn� ·A1�1 . . . A
j
�i
. . . Aj

�j
. . . An

�n

| {z }
determinant matice, kde i-t˝ ¯ádek je sten˝ jako j-t˝

=

= detA+ c · 0 = detA.

(2) Nechª B vznikne z A vynásobením i-tého ¯ádku prvkem c, Ëili Bi
� = cAi

� a ostatní
¯ádky matice B jsou stejné jako ¯ádky matice A. Potom

detB =
X

�2Sn

sgn� ·B1�1 . . . B
i
�i
. . . Bn

�n
=

=
X

�2Sn

sgn� ·A1�1 . . . cA
i
�i
. . . An

�n
=

= c
X

�2Sn

sgn� ·A1�1 . . . A
i
�i
. . . An

�n
=

= c detA.

(3) Nechª B vznikne z A vzájemnou v˝mÏnou i-tého ¯ádku a j-tého ¯ádku, Ëili Bi
� =

Aj
�, B

j
� = Ai

� a ostatní ¯ádky matice B jsou stejné jako ¯ádky matice A. BuÔ ⌧ij 2 Sn

transpozice vymÏÚující i, j, Ëili sgn ⌧ij = �1. Pro kaædou permutaci � 2 Sn oznaËme
�0 = ��⌧ij . Pak �0

i = �j , �0
j = �i a �0

k = �k pro k 6= i, j a sgn�0 = sgn�·sgn ⌧ij = � sgn�.
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Potom

detB =
X

�2Sn

sgn� ·B1�1 . . . B
i
�i
. . . Bj

�j
. . . Bn

�n
=

=
X

�2Sn

sgn� ·A1�1 . . . A
j
�i
. . . Ai

�j
. . . An

�n
=

=
X

�2Sn

sgn� ·A1�1 . . . A
i
�j

. . . Aj
�i
. . . An

�n
= (komutativita násobení)

=
X

�2Sn

sgn� ·A1�0
1
. . . Ai

�0
i
. . . Aj

�0
j
. . . An

�0
n
=

= �
X

�2Sn

sgn�0 ·A1�0
1
. . . Ai

�0
i
. . . Aj

�0
j
. . . An

�0
n
= (sgn��1 = sgn�)

= � detA,
protoæe kdyæ � projde vπechny prvky Sn, tak �0 také. ⇤
CviËení. Jak˝ je vztah mezi det(cA) a detA? B
CviËení. Nechª A je matice typu n⇥ n taková, æe AT = �A (taková matice se naz˝vá
antisymetrická). Ukaæte, æe je-li n liché Ëíslo, pak detA = 0. B
P¯íklad.��������

1 1 1 1
0 2 2 2
0 0 3 3
0 0 0 4

��������
=

��������

1 1 1 1
0 2 2 2
0 0 3 3
4 4 4 8

��������
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1 1 1 1
0 2 2 2
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4 4 4 8

��������
=
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1 1 1 1
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4 4 4 8

��������

4·

��������

1 1 1 1
0 2 2 2
0 0 3 3
0 0 0 4

��������
=

��������

4 4 4 4
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0 0 3 3
0 0 0 4

��������
=

��������

1 1 1 1
0 8 8 8
0 0 3 3
0 0 0 4

��������
=

��������

1 1 1 1
0 2 2 2
0 0 12 12
0 0 0 4

��������
=

��������

1 1 1 1
0 2 2 2
0 0 3 3
0 0 0 16

��������
��������

1 1 1 1
0 2 2 2
0 0 3 3
0 0 0 4

��������
= (�1) ·

��������

0 0 0 4
0 2 2 2
0 0 3 3
1 1 1 1

��������
=

��������

0 0 0 4
0 0 3 3
0 2 2 2
1 1 1 1

��������
⌅

D˘sledek. BuÔte Q elementární matice a A matice stejného typu. Pak

detQA = detQ · detA.

D˘kaz. (1) det(Ei,j(c)A) = detA = 1 · detA = detEi,j(c) · detA.
(2) det(Ei(c)A) = c detA = detEi(c) · detA.
(3) det(Ei,jA) = (�1) · detA = detEi,j · detA. ⇤

CviËení. Dokaæte, æe detEi,j = �1 s vyuæitím p¯edchozího d˘sledku a toho, æe vzá-
jemná v˝mÏna dvou ¯ádk˘ je sloæením koneËnÏ mnoha ¯ádkov˝ch elementárních úprav
ostatních druh˘. B
Tvrzení 3.2.6. Matice je regulární právÏ tehdy, kdyæ má nenulov˝ determinant.

D˘kaz. BuÔ A regulární matice, tedy A = Q1 · · ·Qk, kde Q1, . . . , Qk jsou elementární
matice. Potom

detA = det(Q1 · · ·Qk) = detQ1 · det(Q2 · · ·Qk) = · · · =
= detQ1 · detQ2 · · · detQk,

coæ není rovno nule, protoæe determinanty elementárních matic jsou nenulové.
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Nechª detA 6= 0. Pomocí ¯ádkov˝ch elementárních úprav p¯evedeme A na schodovit˝
tvar B, tedy B = Qk · · ·Q1A, kde Q1, . . . , Qk jsou p¯ísluπné elementární matice. Potom

detB = det(Qk · · ·Q1A) = detQk det(Qk�1 · · ·Q1A) = · · · =
= detQk detQk�1 · · · detQ1 detA 6= 0.

Jelikoæ B je ve schodovitém tvaru a její determinant je tedy souËinem prvk˘ na dia-
gonále, na diagonále není æádná nula. To znamená, æe B nemá nulov˝ ¯ádek, je tedy
regulární a A také. ⇤

D˘sledek. Matice je regulární právÏ tehdy, kdyæ má nenulov˝ determinant, a to má
právÏ tehdy, kdyæ je invertibilní, a to je právÏ tehdy, kdyæ je ekvivalentní jednotkové
matici.

Tvrzení 3.2.7 (Cauchyho vÏta). BuÔte A,B Ëtvercové matice stejného typu. Pak

detAB = detA · detB.

D˘kaz. (1) Je-li A regulární, tedy souËin Q1Q2 · · ·Qk elementárních matic, pak

detAB = det(Q1 · · ·QkB) = detQ1 · det(Q2 · · ·QkB) = · · · =
= detQ1 detQ2 · · · detQk detB = det(Q1Q2 · · ·Qk) detB =

= detAdetB.

(2) Je-li A singulární, podle Tvrzení 2.5.5 je AB také singulární a tedy

detAB = 0 = detA = detA · detB. ⇤

CviËení. detA�1 = 1/detA. B

Lemma 3.2.8.
��������������

A11 . . . A1k A1k+1 . . . A1n
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Ak
1 . . . Ak

k Ak
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n

0 . . . 0 Ak+1
k+1 . . . Ak+1
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0 . . . 0 An
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n

��������������

=

�������

A11 . . . A1k
...

...
Ak
1 . . . Ak

k

�������
·

�������

Ak+1
k+1 . . . Ak+1

n
...

...
An

k+1 . . . An
n

�������
.

Determinant matice A v p¯edchozím tvrzení se rozpadá na subdeterminanty : jeden
subdeterminant ¯ádu k a jeden subdeterminant ¯ádu n�k. StruËnÏ ale v˝stiænÏ lze toto
tvrzení vyjád¯it zápisem

����
A0 X
0 A00

���� =
��A0�� ·

��A00�� .

P¯íklad.
��������

2 3 4 5
0 2 3 0
0 1 2 0
0 6 7 8

��������
= 2 ·

������

2 3 0
1 2 0
6 7 8

������
= 2 ·

����
2 3
1 2

���� · 8 = 2 · 1 · 8 = 16

��������

2 1 3 4
0 0 1 2
1 2 3 4
0 0 3 4

��������
= (�1) ·

��������

2 1 3 4
1 2 3 4
0 0 1 2
0 0 3 4

��������
= (�1) ·

����
2 1
1 2

���� ·
����
1 2
3 4

���� = (�1) ·3 · (�2) = 6 ⌅
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3.2.3. Laplace˘v rozvoj

Definice 3.2.3. BuÔ A matice typu n⇥ n. Determinant ¯ádu n� 1 matice vzniklé z A
vynecháním jednoho ¯ádku a jednoho sloupku se naz˝vá minor. P¯i vynechání i-tého
¯ádku a j-tého sloupku p¯ísluπn˝ minor oznaËujeme

Āi
j .

Kofaktor (nebo algebraick˝ doplnÏk) prvku Ai
j je

Âi
j = (�1)i+jĀi

j .

Tedy, kofaktor (algebraick˝ doplnÏk) prvku Ai
j je (�1)i+j-násobek determinantu ma-

tice, která vznikne z matice A vynecháním i-tého ¯ádku a j-tého sloupku.

P¯íklad. MÏjme

A =
✓
a b
c d

◆
.

Potom

Ā11 = d, Ā12 = c, Ā21 = b, Ā22 = a,

Â11 = (�1)1+1Ā11 = d, Â12 = (�1)1+2Ā12 = �c,

Â21 = (�1)2+1Ā21 = �b, Â22 = (�1)2+2Ā22 = a. ⌅

P¯íklad. MÏjme

A =

0

@
a b c
d e f
g h i

1

A .

Potom

Ā11 =
����
e f
h i

���� , Ā12 =
����
d f
g i

���� , Ā13 =
����
d e
g h

���� , . . . , Ā33 =
����
a b
d e

���� ,

Â11 = (�1)1+1Ā11 =
����
e f
h i

���� , Â12 = (�1)1+2Ā12 = �
����
d f
g i

���� ,

Â13 = (�1)1+3Ā13 =
����
d e
g h

���� , Â33 = (�1)3+3Ā33 =
����
a b
d e

���� . ⌅

Tvrzení 3.2.9 (Laplaceova vÏta o rozvoji determinantu). BuÔ A matice typu n ⇥ n.
Pro kaædé i 2 {1, . . . , n} platí

detA = Ai
1Â

i
1 +Ai

2Â
i
2 + · · ·+Ai

nÂ
i
n =

nX

j=1

Ai
jÂ

i
j =

= A1i Â
1
i +A2i Â

2
i + · · ·+An

i Â
n
i =

nX

j=1

Aj
i Â

j
i .

Vztah v LaplaceovÏ vÏtÏ se naz˝vá Laplace˘v rozvoj podle i-tého ¯ádku resp. podle
i-tého sloupku.
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D˘kaz.

detA =

������������
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������������

=

=
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������������
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...
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0 . . . 0 Ai
j 0 . . . 0
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...
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An
1 . . . An

j�1 An
j An

j+1 . . . An
n

������������

=

=
nX

j=1

Ai
j

������������

A11 . . . A1j�1 A1j A1j+1 . . . A1n
...

...
...

...
...

0 . . . 0 1 0 . . . 0
...

...
...

...
...

An
1 . . . An

j�1 An
j An

j+1 . . . An
n

������������

.

Ukaæme, æe
������������

A11 . . . A1j�1 A1j A1j+1 . . . A1n
...

...
...

...
...

0 . . . 0 1 0 . . . 0
...

...
...

...
...

An
1 . . . An

j�1 An
j An

j+1 . . . An
n

������������

= Âi
j .

VymÏÚujme i-t˝ ¯ádek
�
0 . . . 0 1 0 . . . 0

�
s p¯edchozími ¯ádky tak dlouho, aæ

bude prvním ¯ádkem; k tomu je pot¯eba i � 1 v˝mÏn. Poté vymÏÚujme j-t˝ sloupek⇣
1 A1j . . . Ai�1

j Ai+1
j . . . An

j

⌘T
s p¯edchozími sloupky tak dlouho, aæ bude prv-

ním sloupkem; k tomu je pot¯eba j�1 v˝mÏn. Takto vznikl˝ determinant je tedy nutné
vynásobit Ëíslem (�1)i�1(�1)j�1 = (�1)i�1+j�1 = (�1)i+j a navíc se rozpadá na sub-
determinanty det(1) a Āi

j . Proto detA =
Pn

j=1A
i
j · (�1)i+jĀi

j =
Pn

j=1A
i
jÂ

i
j a máme

rozvoj podle i-tého ¯ádku.
Rozvoj podle i-tého sloupku získáme analogicky. ⇤

P¯íklad.��������

2 1 3 4
0 0 1 2
1 2 3 4
0 0 3 4

��������
= 2 · (�1)1+1 ·

������

0 1 2
2 3 4
0 3 4

������
+ 1 · (�1)3+1 ·

������

1 3 4
0 1 2
0 3 4

������
=

= 2 · (�1)1+1 · 2 · (�1)2+1
����
1 2
3 4

����+ 1 · (�1)
3+1 · 1 ·

����
1 2
3 4

���� = 8 + (�2) = 6 ⌅

3.3. Adjungovaná matice

Definice 3.3.1. BuÔ A Ëtvercová matice. OznaËme Â matici kofaktor˘ Âi
j . Matice Â

T

je matice adjungovaná k matici A a znaËí se adjA. Tedy,

adjA = ÂT.
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P¯íklad. MÏjme

A =
✓
a b
c d

◆
.

Potom

adjA = ÂT =

 
Â11 Â12
Â21 Â22

!T
=
✓

d �c
�b a

◆T
=
✓

d �b
�c a

◆
. ⌅

Tvrzení 3.3.1. Pro libovolnou Ëtvercovou matici A

detA · E = A · adjA = adjA ·A.
Je-li A regulární matice, pak

A�1 =
1
detA

adjA.

D˘kaz. V i-tém ¯ádku a j-tém sloupku matice A · adjA je

(A · adjA)ij =
X

k

Ai
k(Â

T)kj =
X

k

Ai
kÂ

j
k.

Pro i = j je (A · adjA)ii =
P

k A
i
kÂ

i
k = detA podle Laplaceovy vÏty.

Je-li i 6= j, buÔ B matice, která z A vznikne tím, æe j-t˝ ¯ádek nahradíme i-t˝m
¯ádkem. PotomX

k

Ai
kÂ

j
k =

X

k

Bi
kB̂

j
k = (B se liπí od A jen v j-tém ¯ádku)

=
X

k

Bj
kB̂

j
k = (Bi

k = Bj
k)

= detB = (podle Laplaceovy vÏty)

= 0. (B má dva stejné ¯ádky)

Matice A · adjA je tedy diagonální a vπechny prvky na diagonále jsou rovny detA, Ëili
A · adjA = detA · E.

Rovnost adjA ·A = detA · E dostaneme analogicky.
Je-liA regulární, pak s vyuæitím existenceA�1 a nenulovosti detA dostaneme uveden˝

vztah. ⇤
P¯íklad. MÏjme regulární matici

A =
✓
a b
c d

◆
.

Potom

A�1 =
1
detA

adjA =
1

ad� bc

✓
d �b

�c a

◆
.

Nap¯íklad pro

A =
✓
1 2
3 4

◆

dostaneme

A�1 =
1
�2

✓
4 �2

�3 1

◆
=
✓
�2 1
3
2 �12

◆
. ⌅


