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4. pfednaska, 19. 10. 2021

Tvrzeni 2.5.2. Hodnost matice ve schodovitém tvaru je rovna poctu jejich nenulovych
radka.

Diikaz. Nenulové fadky matice ve schodovitém tvaru jsou linedarné nezavislé (cviceni)
a pridame-li k nim dalsi, nulovy rfadek, budou linearné zavislé. O

Podle nasledujiciho tvrzeni fadkové ani sloupkové elementarni Gpravy neméni linearni
zévislost a nezavislost fadki.

Tvrzeni 2.5.3. Budte AL, A%, ... A™ #ddky. Necht B, B2,... B™ jsou tddky, které
z Fadkiu AL, A2, ... AT vzniknou provedenim jedné vddkove nebo sloupkové elementdrni
dpravy. Potom vdadky AL, A2, ... A™ jsou linedrné nezdvislé pravé tehdy, kdyz rdadky
BL,B2,...,B™ jsou linedrné nezdvislé.

Diikaz. (1) Necht doslo k pficteni c-nésobku j-tého fadku k i-tému fadku, kde i # j.
Tedy, B! = Al + cAL a B¥ = A* pro k # i.

Predpokladejme, ze AL, A2, ... A™ jsou linedrné nezavislé. Budte ci,...,c,, € P

takové, ze clBg 4+ -+ BI'=0,. Pak
0o =B+ 4+ ¢, B™ =
= AL+ (AL dcA) + o G AL e AT =
=cl AL+ G AL (e Fec) AL+ e AT
Z linearni nezavislosti fadki AL, A2 ... A™ vyplyva, ze vSechny koeficienty posledni
linedrni kombinace jsou nulové, tj. ¢; =---=¢; =--- =cc; +¢j =+ = ¢y = 0. Z toho
dostaneme, Ze i ¢; = 0, a fadky Bl B2 ... B™ jsou linearné nezavislé.

Opacna implikace vyplyva z pravé dokazané, nebot fadky Al, A2, ... A™ vzniknou
z fadkt BL, B2, ..., B™ inverzni tipravou, ktera je stejného typu.

(2) Necht doslo k pfi¢teni c-nasobku j-tého sloupku k i-tému sloupku, kde i # j.
Pak pro kazdé k € {1,...,m} je Bf = AF + cA¥ a Bl = A} pro | # i. Tedy BF =
(A . AFseAb . oAF oAb,

Predpokladejme, ze AL, A2, ..., A™ jsou linearné nezéavislé. Budte ci,...,c,, € P

takové, ze c; Bl + - -+ + ¢, BT = 0,. Takze
aBl 4.+ ¢, BM =

= (XAl ... chk(Af—i—cA?) chkA;“' o Y aRAR) =
:(chkA’f chkAf—l—czkckA;? chkA;? EkckAfl):
=0 ... 0 ... 0 ... 0

a z toho dostaneme

chAlf:'--:chAf:'-‘:chA;?:"-:chAszo.
k k k

k
Pak
(Cecedf Spandls o Yadl) =D o (Ab Ab L Ak) =
k
= chA’g = Al + - 4 AT =0,
k
a z linearni nezévislosti fadka AL, A2,..., A™ dostaneme ¢; = ¢y = - -+ = ¢, = 0. Radky

Bl B2 ... B jsou tedy linedrné nezavislé.
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Opacna implikace vyplyva z pravé dokazané, nebot fadky Al, A2, ... A™ vzniknou
z fadkt BL, B2, ..., B™ inverzni tipravou, ktera je stejného typu.
Pro ostatni upravy je ditkaz obdobny a ponechdme ho jako cviceni. 0

Dausledek. (1) Elementdrni upravy neméni hodnost.

(2) Vyndsobeni koneéné mnoha elementdarnimi maticemi zleva neméni hodnost.
(8) Vyndsobeni konecné mnoha elementdrnimi maticemi zprava nemeéni hodnost.
(4) Ekvivalentni matice maji stejnou hodnost.

(5) Hodnost matice je rovna poctu nenulovych radki ekvivalentni matice ve schodovi-
tem tvaru.

(6) Hodnost matice je rovna poctu nenulovych tadku (sloupki) ekvivalentni matice
v Gaussové kanonickem tvaru.

(7) Mazimalni pocet linedrné nezavislych sloupkd matice je roven mazimdlnimu poctu
jejich linedrné nezdvislych radku, tj. hodnosti matice.
(8) rank A =rank AT.

Priklad. Spocitejme hodnost matice

01 2
A=11 2 3
1 01
01 2 1 0 1 1 01 1 0 1
A=11 2 3| ~1[1 2 3] ~|0 2 2| ~10 2 2
1 01 01 2 01 2 0 0 1
Takze rank A = 3. |
Priklad. Spocitejme hodnost matice
01 2
A=11 2 3
210
01 2 1 2 3 1 2 3 1 2 3
A=1|1 2 3] ~(2 1 0] ~[0 -3 -6]~]0 -3 —6
210 01 2 0 1 2 0O 0 o0
TakZe rank A = 2. [}

Definice 2.5.4. Ctvercova matice je requldrni, jestlize jeji hodnost je rovna poétu jejich
radki (tedy jeji fadky jsou linearné nezavislé). Ctvercova matice je singuldrni, jestlize
neni regularni.

Priklad. (1) Vsechny jednotkové matice jsou regularni.

(2) Vsechny elementarni matice jsou regularni.

(3) VsSechny nulové matice jsou singularni. |

Tvrzeni 2.5.4. Matice je reqularni pravé tehdy, kdyz je fddkové ekvivalentni s jednot-
kovou matict.

Dikaz. Cviceni. |
Dausledek. (1) Matice je invertibilni pravé tehdy, kdyz je requldrni.
(2) Reguldrni matice je soucinem koneéné mnoha elementdrnich matic.

(8) Soucin regularnich matic je requldrni matice.
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(4) Vyndsobeni requldrni matici zleva neméni hodnost.

(5) Vyndsobeni reguldrni matici zprava neméni hodnost.

Tvrzeni 2.5.5. Budte A, B ¢tvercové matice stejného typu. Obé matice A, B jsou re-
guldrni prdve tehdy, kdyzZ matice AB je requldrnd.

Dikaz. ,=“ Tato implikace je soucasti pfedchoziho Disledku.

»<=“ Dokazeme, Ze je-li aspon jedna z matic A, B singularni, pak AB je singularni.
Necht A je singularni. Jeji schodovity tvar S = Qr---Q1A4, kde Q1 --- Qg jsou ele-
mentarni matice, ma nulovy Ffadek. Potom matice SB ma také nulovy radek, je tedy
singularni a fadkové ekvivalentni matice AB = Ql_l e Q;lSB , kterd ma stejnou hod-
nost, je také singulérni.

Pro B singularni je dikaz analogicky a ponechame ho jako cviceni. O

Tvrzeni 2.5.6. Budte A matice typu m X n a B matice typu n X p. Potom rank AB <
min{rank A, rank B}.

Diikaz. Matici A pfevedeme pomoci Fadkovych elementarnich tprav na schodovity tvar
S4 = Q- Q1A a matici B prevedeme pomoci sloupkovych elementarnich tiprav na
tvar Sp = BP; - - - P, takovy, zZe S}; je ve schodovitém tvaru.

Potom rank AB = ranka1 . -Q,;lSASBPf1 . --Pfl = rank S45p, priCemz matice
S4Sp ma miniméalné tolik nulovych Fadku, kolik jich ma matice S4, a minimalné to-
lik nulovych sloupkt, kolik jich ma matice Sp. Tedy rank S4Sp < rankS4 = rank A
a rank S4Sp < rank Sg = rank B. O

Cviceni. Co se da fict o rank(A + B)? >



3. DETERMINANT

3.1. Permutace

Definice 3.1.1. Bud M kone¢nd mnozina. Permutace na mnoziné M je bijekce M —
M.

Bud o permutace na mnoziné M a m € M. Obraz o(m) prvku m pfi permutaci o se
¢asto znadli o,,.

Definice 3.1.2. Transpozice je permutace, pfi niz se vzajemné vyméni dva prvky
a ostatni se nezméni.

Tvrzeni 3.1.1. KaZdd permutace je sloZenim konecné mnoha transpozic.

Necht I,, = {1,2,...,n}. Mnozinu vSech permutaci na mnoziné I,, zna¢ime S,,. Per-
mutaci ¢ € S, mizeme zapisovat jako usporddanou n-tici obrazi prvkd mnoziny I,,,
tedy o0 = (01,09,...,00).

Definice 3.1.3. Bud ¢ € S,,. Nechf i,j € I,, jsou takové, ze i < j a o; > 0. Pak
dvojice (o0, 05) tvoii inverzi permutace o.

Pocet inverzi permutace o znacime inv o. Je zfejmé, Ze invo = invo L

Definice 3.1.4. Signum (znaménko) permutace o € S, je sgno = (—1)"° Permutace
ssgno =1 je sudd, permutace s sgno = —1 je lichd.
JelikoZ inveo = invo !, sgno = sgno L
Tvrzeni 3.1.2. Budte p,o € S,,. Pak sgn(mo p) =sgnm -sgnp.
Cvicéeni. Ukazte, Ze kazda transpozice je lich4 permutace. >

Vice o permutacich lze najit napiiklad v [Marvan, 4. Permutace].

3.2. Determinant

3.2.1. Definice a determinanty nékterych typu matic

Definice 3.2.1. Bud A matice typu n x n nad polem P. Determinant matice A je

det A=) sgno- A} A2 --- A} €P.
O'ESn

Cislo n je vdd determinantu.

Pro determinant matice A se pouziva znaceni
1 1 1 1 1 1
A Ay ... A, A A ... A

det A = |A| = det At A3 A _ A2 A3 ... A2

A A ... A7 A Ay ... A7

Diky tomu, zZe o je permutace (bijektivni zobrazeni) na mnoziné I,,, mizeme ji chapat
jako zobrazeni z mnoziny vSech faddkovych indextt do mnoziny vsech sloupkovych indexi
matice A. Ke kazdému fadku je tedy vzajemné jednoznac¢né pfifazen sloupek a v kazdém
soudinu Aclr1 -A?,Q -+ A7 je tedy pravé jeden prvek z kazdého fadku a prave jeden prvek
z kazdého sloupku. Determinant matice A je tedy soucet pies vSechny permutace o na

mnoziné I, takovychto soucinti opatrenych znaménkem +, jde-li o sudou, a znaménkem
—, jde-li o lichou permutaci.
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Priklad. (1) Necht n = 1. Tedy, I1 = {1}, S1 = {id: {1} — {1}} a sgnid = 1. Pro
matici A = ( ) je det A = sgnid- A1d1 =1-Af =a.

(2) Necht n = 2. Tedy, Io = {1,2}, So = {id, 7}, kde id = (1,2) a 7 = (2,1) (viz zapis
permutace na I,), sgnid = 1 a sgn7 = —1. Pro matici

a b
a= (2 3)
jedet A =sgnid-Aly A2 +sgnt- Al A2 =1-AjA3+4(—1)- AjA? = ad—be. Vzorec pro
vypocet determinantu matice druheho radu je mozno odvodit z nasledujiciho obrazku:

K S

A A
| = Al - aga
AP A3
(3) Necht n = 3. Tedy, I3 ={1,2,3}, 5’3 = {id, 01, 09,71, 72, T3}, kde id = (1,2,3), 01 =
(2,3,1), 00 =(3,1,2), m = (1,3,2), 2 = (3,2,1), 73 = (2,1, 3) (viz zapis permutace na
I,), sgn id =sgno; = sgn oa=1a sgn7'1 =sgn 7 = sgn7y = —1. Pro matici
a b c
A=1|d e f
g h i
je

det A = sgnid AldlAldQA +sgno - Al (1 )A31(2)A§1(3)+
2 (2)A3

T1 T1

+ sgnaog - AU2(1)AU2(2)A0_2(3) + sgn Ty - Al ( )A (3)+

+sgn Ty - Aiz(l)A%
=1-AlAZA5 +1-AJAZA3 +1- ALA2A3+

+(—1) - AJAZAS + (—1)- ALAZA3 4 (—1) - AJA2AS =
=aei+bfg+cdh —afh — ceg — bdi.

3 1
@ An(@) T80T AL () AT ) AT, ) =

Vzorec pro vypocet determinantu matice tfetiho fadu lze odvodit z nasledujiho obrazku
pomoci Sarrusova pravidla (pro matice vyssiho fadu zadné takové pravidlo neexistuje):

@ S
A 4

AL AL Al
A2 A3 AZ| L = ALAZAR+ ALAZAD 4+ ALAZAR-

N
A3 A3 A3 CAVA2AS - ALAZAB — ALA2A3

A\
Al A A

2 2 2
AT A3 A3
(4) Necht n = 4. Na ¢tyfprvkové mnoziné existuji 24 permutace, takze pii vypoctu

determinantu podle definice dostaneme 24 s¢itance. Uvedeme si i jiné zptisoby vypoctu
determinantu. |
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Cviceni. Spoc¢téte determinanty matic

6 3)

Tvrzeni 3.2
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Determinant matice s nulovym rddkem nebo nulovym sloupkem je roven

Diikaz. Bud A matice typu n x n s nulovym fddkem nebo nulovym sloupkem. Pro kazdé
o € Sy, je v soucinu Aél AgQ -+ Ay préavé jeden prvek z kazdého, tedy i nulového fadku
a prave jeden prvek z kazdého, tedy i nulového sloupku. Proto je kazdy takovy soucin
roven nule.

0

Cviceni. Dokazte, ze pro determinanty liSici se pouze v jednom Fadku plati

Al

Priklad.

Al
Aj

At

Al

Al

Al + | Bt

Al

Al

= |A} + B!

Al + B

Ay

=~ = =

Tt~ N

Sy = W
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Definice 3.2.2. Ctvercova matice je (horni resp. dolni) trojihelnikovd (nebo v (hornim
resp. dolnim) trojuhelnikovém tvaru), jestlize pod resp. nad diagonalou ma jen nuly, tedy
A;-:0proi>jresp. pro i < j.

Kazd4 ¢tvercova matice ve schodovitém tvaru je také v (hornim) trojihelnikovém
tvaru a tedy kazdou ¢tvercovou matici 1ze pomoci fadkovych elementarnich tprav pte-
vést na trojuhelnikovy tvar.

Tvrzeni 3.2.2. Determinant trojiuhelnikové matice je roven soucinu prvki na diago-
ndle.

Diikaz. Bud A horni trojuhelnikové matice typu n X n. Bud o permutace na mnoziné
I,. Jestlize pro néjaké i € I, plati o; < i, pak A} je pod diagondlou, tedy A, = 0
a také sgno - A}H . Af,l - A} = 0. Jedind permutace o takova, ze o; > i pro kazdé i,
je identita. Jelikoz sgnid = 1, det A = A1 A3 ... A™.

Pro dolni trojuhelnikové matice je diikaz analogicky. g
Dusledek. (1) Determinant matice ve schodovitém tvaru je roven soucinu prvki na
diagondle.

(2) Determinant diagondlni matice je roven soucinu prvki na diagondle.

(8) Determinant jednotkové matice je roven 1.

Priklad.
1111 1 000 1000
0 2 2 2 1 200 0200
0 033 1230 |00 360 =24 -
0 0 0 4 1 2 3 4 0 00 4

Determinanty elementarnich matic jsou nenulové.
P¥iklad. (1) E%(c) je trojuhelnikovad matice a na diagonale ma jen jednicky, proto
det E%(c) = 1.
(2) E'(c) je diagonalni matice a na diagonale m4 jedno c a jinak jen jednicky, proto
det E¥(c) = c.

(3) Jelikoz v kazdém Fadku a v kazdém sloupku matice E%J je pravé jedna jednicka
a ostatni prvky jsou nuly, existuje jedind permutace 7 na I,,, pro kterou jsou vSechny
(E’Vj)il, el (EWI)’T‘n rovny jedné. Pro ostatni permutace je aspoi jeden z téchto prvki
nulovy. Diky tvaru E%/ je 7 transpozice, takze sin T = —1. Proto

det B = (1) - (BW)L, -+ (B¥)n = —1. -



