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4. p¯ednáπka, 19. 10. 2021

Tvrzení 2.5.2. Hodnost matice ve schodovitém tvaru je rovna poËtu jejích nenulov˝ch
¯ádk˘.

D˘kaz. Nenulové ¯ádky matice ve schodovitém tvaru jsou lineárnÏ nezávislé (cviËení)
a p¯idáme-li k nim dalπí, nulov˝ ¯ádek, budou lineárnÏ závislé. ⇤

Podle následujícího tvrzení ¯ádkové ani sloupkové elementární úpravy nemÏní lineární
závislost a nezávislost ¯ádk˘.

Tvrzení 2.5.3. BuÔte A1�, A
2
�, . . . , A

m
� ¯ádky. Nechª B

1
� , B

2
� , . . . , B

m
� jsou ¯ádky, které

z ¯ádk˘ A1�, A
2
�, . . . , A

m
� vzniknou provedením jedné ¯ádkové nebo sloupkové elementární

úpravy. Potom ¯ádky A1�, A
2
�, . . . , A

m
� jsou lineárnÏ nezávislé právÏ tehdy, kdyæ ¯ádky

B1� , B
2
� , . . . , B

m
� jsou lineárnÏ nezávislé.

D˘kaz. (1) Nechª doπlo k p¯iËtení c-násobku j-tého ¯ádku k i-tému ¯ádku, kde i 6= j.
Tedy, Bi

� = Ai
� + cAj

� a Bk
� = Ak

� pro k 6= i.
P¯edpokládejme, æe A1�, A

2
�, . . . , A

m
� jsou lineárnÏ nezávislé. BuÔte c1, . . . , cm 2 P

takové, æe c1B1� + · · ·+ cmBm
� = 0�. Pak

0� = c1B
1
� + · · ·+ cmBm

� =

= c1A
1
� + · · ·+ ci(Ai

� + cAj
�) + · · ·+ cjA

j
� + . . .+ cmAm

� =

= c1A
1
� + · · ·+ ciA

i
� + · · ·+ (cj + cci)Aj

� + . . .+ cmAm
� .

Z lineární nezávislosti ¯ádk˘ A1�, A
2
�, . . . , A

m
� vypl˝vá, æe vπechny koeficienty poslední

lineární kombinace jsou nulové, tj. c1 = · · · = ci = · · · = cci+ cj = · · · = cm = 0. Z toho
dostaneme, æe i cj = 0, a ¯ádky B1� , B

2
� , . . . , B

m
� jsou lineárnÏ nezávislé.

OpaËná implikace vypl˝vá z právÏ dokázané, neboª ¯ádky A1�, A
2
�, . . . , A

m
� vzniknou

z ¯ádk˘ B1� , B
2
� , . . . , B

m
� inverzní úpravou, která je stejného typu.

(2) Nechª doπlo k p¯iËtení c-násobku j-tého sloupku k i-tému sloupku, kde i 6= j.
Pak pro kaædé k 2 {1, . . . ,m} je Bk

i = Ak
i + cAk

j a Bk
l = Ak

l pro l 6= i. Tedy Bk
� =�

Ak
1 . . . Ak

i + cAk
j . . . Ak

j . . . Ak
n

�
.

P¯edpokládejme, æe A1�, A
2
�, . . . , A

m
� jsou lineárnÏ nezávislé. BuÔte c1, . . . , cm 2 P

takové, æe c1B1� + · · ·+ cmBm
� = 0�. Takæe

c1B
1
� + · · ·+ cmBm

� =

=
�P

k ckA
k
1 . . .

P
k ck(A

k
i + cAk

j ) . . .
P

k ckA
k
j . . .

P
k ckA

k
n

�
=

=
�P

k ckA
k
1 . . .

P
k ckA

k
i + c

P
k ckA

k
j . . .

P
k ckA

k
j . . .

P
k ckA

k
n

�
=

=
�
0 . . . 0 . . . 0 . . . 0

�

a z toho dostaneme
X

k

ckA
k
1 = · · · =

X

k

ckA
k
i = · · · =

X

k

ckA
k
j = · · · =

X

k

ckA
k
n = 0.

Pak
�P

k ckA
k
1

P
k ckA

k
2 . . .

P
k ckA

k
n

�
=

X

k

ck
�
Ak
1 Ak

2 . . . Ak
n

�
=

=
X

k

ckA
k
� = c1A

1
� + · · ·+ cmAm

� = 0�

a z lineární nezávislosti ¯ádk˘ A1�, A
2
�, . . . , A

m
� dostaneme c1 = c2 = · · · = cm = 0. ÿádky

B1� , B
2
� , . . . , B

m
� jsou tedy lineárnÏ nezávislé.
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OpaËná implikace vypl˝vá z právÏ dokázané, neboª ¯ádky A1�, A
2
�, . . . , A

m
� vzniknou

z ¯ádk˘ B1� , B
2
� , . . . , B

m
� inverzní úpravou, která je stejného typu.

Pro ostatní úpravy je d˘kaz obdobn˝ a ponecháme ho jako cviËení. ⇤
D˘sledek. (1) Elementární úpravy nemÏní hodnost.
(2) Vynásobení koneËnÏ mnoha elementárními maticemi zleva nemÏní hodnost.
(3) Vynásobení koneËnÏ mnoha elementárními maticemi zprava nemÏní hodnost.
(4) Ekvivalentní matice mají stejnou hodnost.

(5) Hodnost matice je rovna poËtu nenulov˝ch ¯ádk˘ ekvivalentní matice ve schodovi-
tém tvaru.
(6) Hodnost matice je rovna poËtu nenulov˝ch ¯ádk˘ (sloupk˘) ekvivalentní matice
v GaussovÏ kanonickém tvaru.
(7) Maximální poËet lineárnÏ nezávisl˝ch sloupk˘ matice je roven maximálnímu poËtu
jejích lineárnÏ nezávisl˝ch ¯ádk˘, tj. hodnosti matice.
(8) rankA = rankAT.

P¯íklad. SpoËítejme hodnost matice

A =

0

@
0 1 2
1 2 3
1 0 1

1

A .

A =

0

@
0 1 2
1 2 3
1 0 1

1

A ⇠

0

@
1 0 1
1 2 3
0 1 2

1

A ⇠

0

@
1 0 1
0 2 2
0 1 2

1

A ⇠

0

@
1 0 1
0 2 2
0 0 1

1

A .

Takæe rankA = 3. ⌅
P¯íklad. SpoËítejme hodnost matice

A =

0

@
0 1 2
1 2 3
2 1 0

1

A .

A =

0

@
0 1 2
1 2 3
2 1 0

1

A ⇠

0

@
1 2 3
2 1 0
0 1 2

1

A ⇠

0

@
1 2 3
0 �3 �6
0 1 2

1

A ⇠

0

@
1 2 3
0 �3 �6
0 0 0

1

A .

Takæe rankA = 2. ⌅
Definice 2.5.4. »tvercová matice je regulární, jestliæe její hodnost je rovna poËtu jejích
¯ádk˘ (tedy její ¯ádky jsou lineárnÏ nezávislé). »tvercová matice je singulární, jestliæe
není regulární.

P¯íklad. (1) Vπechny jednotkové matice jsou regulární.
(2) Vπechny elementární matice jsou regulární.
(3) Vπechny nulové matice jsou singulární. ⌅
Tvrzení 2.5.4. Matice je regulární právÏ tehdy, kdyæ je ¯ádkovÏ ekvivalentní s jednot-
kovou maticí.

D˘kaz. CviËení. ⇤
D˘sledek. (1) Matice je invertibilní právÏ tehdy, kdyæ je regulární.
(2) Regulární matice je souËinem koneËnÏ mnoha elementárních matic.
(3) SouËin regulárních matic je regulární matice.
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(4) Vynásobení regulární maticí zleva nemÏní hodnost.
(5) Vynásobení regulární maticí zprava nemÏní hodnost.

Tvrzení 2.5.5. BuÔte A,B Ëtvercové matice stejného typu. ObÏ matice A,B jsou re-
gulární právÏ tehdy, kdyæ matice AB je regulární.

D˘kaz. „)ˇ Tato implikace je souËástí p¯edchozího D˘sledku.
„(ˇ Dokáæeme, æe je-li aspoÚ jedna z matic A,B singulární, pak AB je singulární.

Nechª A je singulární. Její schodovit˝ tvar S = Qk · · ·Q1A, kde Q1 · · ·Qk jsou ele-
mentární matice, má nulov˝ ¯ádek. Potom matice SB má také nulov˝ ¯ádek, je tedy
singulární a ¯ádkovÏ ekvivalentní matice AB = Q�11 · · ·Q�1k SB, která má stejnou hod-
nost, je také singulární.
Pro B singulární je d˘kaz analogick˝ a ponecháme ho jako cviËení. ⇤

Tvrzení 2.5.6. BuÔte A matice typu m⇥n a B matice typu n⇥ p. Potom rankAB 
min{rankA, rankB}.

D˘kaz. Matici A p¯evedeme pomocí ¯ádkov˝ch elementárních úprav na schodovit˝ tvar
SA = Qk · · ·Q1A a matici B p¯evedeme pomocí sloupkov˝ch elementárních úprav na
tvar SB = BP1 · · ·Pl takov ,̋ æe STB je ve schodovitém tvaru.
Potom rankAB = rankQ�11 · · ·Q�1k SASBP

�1
l · · ·P�11 = rankSASB, p¯iËemæ matice

SASB má minimálnÏ tolik nulov˝ch ¯ádk˘, kolik jich má matice SA, a minimálnÏ to-
lik nulov˝ch sloupk˘, kolik jich má matice SB. Tedy rankSASB  rankSA = rankA
a rankSASB  rankSB = rankB. ⇤
CviËení. Co se dá ¯íct o rank(A+B)? B



3. Determinant

3.1. Permutace

Definice 3.1.1. BuÔ M koneËná mnoæina. Permutace na mnoæinÏ M je bijekce M !
M .

BuÔ � permutace na mnoæinÏ M a m 2 M . Obraz �(m) prvku m p¯i permutaci � se
Ëasto znaËí �m.

Definice 3.1.2. Transpozice je permutace, p¯i níæ se vzájemnÏ vymÏní dva prvky
a ostatní se nezmÏní.

Tvrzení 3.1.1. Kaædá permutace je sloæením koneËnÏ mnoha transpozic.

Nechª In = {1, 2, . . . , n}. Mnoæinu vπech permutací na mnoæinÏ In znaËíme Sn. Per-
mutaci � 2 Sn m˘æeme zapisovat jako uspo¯ádanou n-tici obraz˘ prvk˘ mnoæiny In,
tedy � = (�1,�2, . . . ,�n).

Definice 3.1.3. BuÔ � 2 Sn. Nechª i, j 2 In jsou takové, æe i < j a �i > �j . Pak
dvojice (�i,�j) tvo¯í inverzi permutace �.

PoËet inverzí permutace � znaËíme inv �. Je z¯ejmé, æe inv � = inv ��1.

Definice 3.1.4. Signum (znaménko) permutace � 2 Sn je sgn� = (�1)inv �. Permutace
s sgn� = 1 je sudá, permutace s sgn� = �1 je lichá.

Jelikoæ inv � = inv ��1, sgn� = sgn��1.

Tvrzení 3.1.2. BuÔte ⇢,� 2 Sn. Pak sgn(⇡ � ⇢) = sgn⇡ · sgn ⇢.

CviËení. Ukaæte, æe kaædá transpozice je lichá permutace. B
Více o permutacích lze najít nap¯íklad v [Marvan, 4. Permutace].

3.2. Determinant

3.2.1. Definice a determinanty nÏkter˝ch typ˘ matic

Definice 3.2.1. BuÔ A matice typu n⇥ n nad polem P . Determinant matice A je

detA =
X

�2Sn

sgn� ·A1�1A
2
�2 · · ·A

n
�n

2 P.

»íslo n je ¯ád determinantu.

Pro determinant matice A se pouæívá znaËení

detA = |A| = det

0

BBB@

A11 A12 . . . A1n
A21 A22 . . . A2n
...

...
...

An
1 An

2 . . . An
n

1

CCCA
=

���������

A11 A12 . . . A1n
A21 A22 . . . A2n
...

...
...

An
1 An

2 . . . An
n

���������

.

Díky tomu, æe � je permutace (bijektivní zobrazení) na mnoæinÏ In, m˘æeme ji chápat
jako zobrazení z mnoæiny vπech ¯ádkov˝ch index˘ do mnoæiny vπech sloupkov˝ch index˘
matice A. Ke kaædému ¯ádku je tedy vzájemnÏ jednoznaËnÏ p¯i¯azen sloupek a v kaædém
souËinu A1�1 ·A

2
�2 · · ·A

n
�n
je tedy právÏ jeden prvek z kaædého ¯ádku a právÏ jeden prvek

z kaædého sloupku. Determinant matice A je tedy souËet p¯es vπechny permutace � na
mnoæinÏ In takov˝chto souËin˘ opat¯en˝ch znaménkem +, jde-li o sudou, a znaménkem
�, jde-li o lichou permutaci.
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P¯íklad. (1) Nechª n = 1. Tedy, I1 = {1}, S1 = {id : {1} ! {1}} a sgn id = 1. Pro
matici A =

�
a
�
je detA = sgn id ·A1id1 = 1 ·A

1
1 = a.

(2) Nechª n = 2. Tedy, I2 = {1, 2}, S2 = {id, ⌧}, kde id = (1, 2) a ⌧ = (2, 1) (viz zápis
permutace na In), sgn id = 1 a sgn ⌧ = �1. Pro matici

A =
✓
a b
c d

◆

je detA = sgn id ·A1id1A
2
id2+sgn ⌧ ·A

1
⌧1A

2
⌧2 = 1 ·A

1
1A
2
2+(�1) ·A12A21 = ad�bc. Vzorec pro

v˝poËet determinantu matice druhého ¯ádu je moæno odvodit z následujícího obrázku:

�

⇡⇡

 

⇧⇧

A11

·
⇢⇢

A12

·
⌅⌅

= A11A
2
2 �A12A

2
1

A21 A22

(3) Nechª n = 3. Tedy, I3 = {1, 2, 3}, S3 = {id,�1,�2, ⌧1, ⌧2, ⌧3}, kde id = (1, 2, 3), �1 =
(2, 3, 1), �2 = (3, 1, 2), ⌧1 = (1, 3, 2), ⌧2 = (3, 2, 1), ⌧3 = (2, 1, 3) (viz zápis permutace na
In), sgn id = sgn�1 = sgn�2 = 1 a sgn ⌧1 = sgn ⌧2 = sgn ⌧3 = �1. Pro matici

A =

0

@
a b c
d e f
g h i

1

A

je

detA = sgn id ·A1id1A
2
id2A

3
id3 + sgn�1 ·A

1
�1(1)A

2
�1(2)A

3
�1(3)+

+ sgn�2 ·A1�2(1)A
2
�2(2)A

3
�2(3) + sgn ⌧1 ·A

1
⌧1(1)A

2
⌧1(2)A

3
⌧1(3)+

+ sgn ⌧2 ·A1⌧2(1)A
2
⌧2(2)A

3
⌧2(3) + sgn ⌧3 ·A

1
⌧3(1)A

2
⌧3(2)A

3
⌧3(3) =

= 1 ·A11A22A33 + 1 ·A12A23A31 + 1 ·A13A21A32+
+ (�1) ·A11A23A32 + (�1) ·A13A22A31 + (�1) ·A12A21A33 =
= aei+ bfg + cdh� afh� ceg � bdi.

Vzorec pro v˝poËet determinantu matice t¯etího ¯ádu lze odvodit z následujího obrázku
pomocí Sarrusova pravidla (pro matice vyππího ¯ádu æádné takové pravidlo neexistuje):

�

��

 

⇤⇤

�
��

A11
· ��

A12 A13
·��

 
⇤⇤

�
��

A21
· ��

A22
·�� · ��

A23
·��

 
⇤⇤

= A11A
2
2A
3
3 +A12A

2
3A
3
1 +A13A

2
1A
3
2�

A31
· ��

A32
· ��·��

A33
·��

�A11A
2
3A
3
2 �A13A

2
2A
3
1 �A12A

2
1A
3
3

A11 A12
·�� · ��

A13

A21 A22 A23

(4) Nechª n = 4. Na Ëty¯prvkové mnoæinÏ existují 24 permutace, takæe p¯i v˝poËtu
determinantu podle definice dostaneme 24 sËítance. Uvedeme si i jiné zp˘soby v˝poËtu
determinantu. ⌅
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CviËení. SpoËtÏte determinanty matic
✓
1 2
3 4

◆ ✓
1 3
2 4

◆ ✓
1 2
3 0

◆ ✓
1 2
0 0

◆

✓
1 0
2 0

◆ ✓
1 2
1 2

◆ ✓
1 2
0 3

◆ ✓
1 0
2 3

◆

✓
2 0
0 3

◆ ✓
1 2
2 2

◆ ✓
2 6
2 4

◆ ✓
3 4
1 2

◆

0

@
1 2 3
3 4 5
5 6 7

1

A

0

@
1 2 3
2 2 2
5 6 7

1

A

0

@
2 4 6
3 4 5
5 6 7

1

A

0

@
3 4 5
1 2 3
5 6 7

1

A

0

@
1 2 3
0 0 0
3 4 5

1

A

0

@
1 0 1
2 0 3
1 0 3

1

A

0

@
1 0 0
0 1 2
0 3 4

1

A

0

@
1 2 3
0 1 2
0 3 4

1

A

0

@
1 2 0
3 4 0
0 0 3

1

A

0

@
1 2 1
3 4 2
0 0 3

1

A

0

@
1 2 3
4 5 6
1 2 3

1

A

0

@
1 2 2
4 5 5
7 8 8

1

A

0

@
1 2 3
0 4 5
0 0 6

1

A

0

@
1 0 0
2 3 0
4 5 6

1

A

0

@
1 2 0
0 4 5
0 0 6

1

A

0

@
1 2 0
0 4 0
0 5 6

1

A

0

@
1 2 0
0 4 0
0 0 6

1

A

0

@
1 0 0
0 4 0
0 0 6

1

A

0

@
1 2 1
2 1 3
1 �4 3

1

A

0

@
1 2 1
2 1 3
1 2 3

1

A

0

@
1 2 3
1 0 0
4 5 6

1

A

0

@
1 2 3
0 1 0
4 5 6

1

A

0

@
1 2 3
0 0 1
4 5 6

1

A

0

@
1 2 3
1 1 1
4 5 6

1

A B

Tvrzení 3.2.1. Determinant matice s nulov˝m ¯ádkem nebo nulov˝m sloupkem je roven
nule.

D˘kaz. BuÔ A matice typu n⇥n s nulov˝m ¯ádkem nebo nulov˝m sloupkem. Pro kaædé
� 2 Sn je v souËinu A1�1A

2
�2 · · ·A

n
�n
právÏ jeden prvek z kaædého, tedy i nulového ¯ádku

a právÏ jeden prvek z kaædého, tedy i nulového sloupku. Proto je kaæd˝ takov˝ souËin
roven nule. ⇤
CviËení. Dokaæte, æe pro determinanty liπící se pouze v jednom ¯ádku platí

����������

A11 . . . A1n
. . .

Ai
1 . . . Ai

n
. . .

An
1 . . . An

n

����������

+

����������

A11 . . . A1n
. . .

Bi
1 . . . Bi

n
. . .

An
1 . . . An

n

����������

=

����������

A11 . . . A1n
. . .

Ai
1 +Bi

1 . . . Ai
n +Bi

n
. . .

An
1 . . . An

n

����������

. B

P¯íklad.������

1 2 3
1 0 0
4 5 6

������
+

������

1 2 3
0 1 0
4 5 6

������
+

������

1 2 3
0 0 1
4 5 6

������
= 3 + (�6) + 3 = 0 =

������

1 2 3
1 1 1
4 5 6

������
. ⌅
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Definice 3.2.2. »tvercová matice je (horní resp. dolní) trojúhelníková (nebo v (horním
resp. dolním) trojúhelníkovém tvaru), jestliæe pod resp. nad diagonálou má jen nuly, tedy
Ai

j = 0 pro i > j resp. pro i < j.

Kaædá Ëtvercová matice ve schodovitém tvaru je také v (horním) trojúhelníkovém
tvaru a tedy kaædou Ëtvercovou matici lze pomocí ¯ádkov˝ch elementárních úprav p¯e-
vést na trojúhelníkov˝ tvar.

Tvrzení 3.2.2. Determinant trojúhelníkové matice je roven souËinu prvk˘ na diago-
nále.

D˘kaz. BuÔ A horní trojúhelníková matice typu n ⇥ n. BuÔ � permutace na mnoæinÏ
In. Jestliæe pro nÏjaké i 2 In platí �i < i, pak Ai

�i
je pod diagonálou, tedy Ai

�i
= 0

a také sgn� ·A1�1 · · ·A
i
�i
· · ·An

�n
= 0. Jediná permutace � taková, æe �i � i pro kaædé i,

je identita. Jelikoæ sgn id = 1, detA = A11A
2
2 · · ·An

n.
Pro dolní trojúhelníkové matice je d˘kaz analogick .̋ ⇤

D˘sledek. (1) Determinant matice ve schodovitém tvaru je roven souËinu prvk˘ na
diagonále.
(2) Determinant diagonální matice je roven souËinu prvk˘ na diagonále.
(3) Determinant jednotkové matice je roven 1.

P¯íklad.��������

1 1 1 1
0 2 2 2
0 0 3 3
0 0 0 4

��������
=

��������

1 0 0 0
1 2 0 0
1 2 3 0
1 2 3 4

��������
=

��������

1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 3 0
0 0 0 4

��������
= 24. ⌅

Determinanty elementárních matic jsou nenulové.

P¯íklad. (1) Ei,j(c) je trojúhelníková matice a na diagonále má jen jedniËky, proto

detEi,j(c) = 1.

(2) Ei(c) je diagonální matice a na diagonále má jedno c a jinak jen jedniËky, proto

detEi(c) = c.

(3) Jelikoæ v kaædém ¯ádku a v kaædém sloupku matice Ei,j je právÏ jedna jedniËka
a ostatní prvky jsou nuly, existuje jediná permutace ⌧ na In, pro kterou jsou vπechny
(Ei,j)1⌧1 , . . . , (E

i,j)n⌧n rovny jedné. Pro ostatní permutace je aspoÚ jeden z tÏchto prvk˘
nulov .̋ Díky tvaru Ei,j je ⌧ transpozice, takæe sin ⌧ = �1. Proto

detEi,j = (�1) · (Ei,j)1⌧1 · · · (E
i,j)n⌧n = �1. ⌅


