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3. prednaska, 12. 10. 2021

2.4. Inverzni matice
Definice 2.4.1. Bud A ¢tvercova matice. Matice X je inverzni k matici A, je-li stejného
typu a plati

AX =XA=FE.

Inverzni matice k matici A se znaéi A~L Matice je invertibilni, existuje-li matice k ni
inverzni.
Priklad. (1) Kazda jednotkova matice E je invertibilni a E~! = E.

(2)

) je invertibilni, protoze A- A = F, a tedy A7l = A

A 1 2 neni invertibilni, protoze pro libovolnou matici X typu 2 x 2
~\0 0 AX mé druhy fadek nulovy a neni to tedy jednotkova matice.

01 neni invertibilni, protoze pro libovolnou matici X typu 2 x 2
X A ma prvni sloupek nulovy a neni to tedy jednotkova matice.

a=(10) ex=(00)

Aby X byla inverzni k A, musi platit AX = F, tedy

1 -1 (a by (1 0
1 -1 c d) \0o 1/
Z toho dostaneme rovnosti
a—c=1, b—d=0, a—c=0, b—d=1.

Ze tfeti rovnosti médme a = ¢ a po dosazeni do prvni rovnosti méme 0 = 1, coz je spor.

7 toho vyplyva, Ze neexistuje matice X takova, ze AX = FE, a matice A tedy neni

invertibilni.

(6) ZAdna nulovd matice neni invertibilni.

(7) Elementarni matice jsou invertibilni a pfimym vypocétem lze ovétit (cviceni), ze
(EY ()t =EY (=),  (E'(e)) ' =E(c), (BY)'=EY u

Tvrzeni 2.4.1. Ke kazdé matici existuje nejvjse jedna inverzni matice.

Diikaz. Piedpokladejme, ze X', X" jsou inverzni matice k matici A. Tedy AX' = X'A =

AX" = X"A=FE. Potom X' = EX' = X"AX' = X"E = X". O

Tvrzeni 2.4.2. Necht A, Ay, ..., A, jsou invertibilni matice stejného typu. Potom
(1) Ay ... Ay je invertibilng a (Ay -...- Ay)~ ' = A1 - - ATY;
(2) A7t je invertibilni a (A=)~ = A;
(3) AT je invertibilni a (A7)~ = (A~1)T.
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Dikaz. (1) (A1-...-A)- (A7 .. AT =E = (A1 ... A1) - (Ar-...- A,) a podle
definice inverzni matice tedy (A;-...- A,)"' = A ...  ATL

(2) AA! = A71A = E a podle definice inverzni matice tedy (A71)~! = A.

(3) AA ' =A"A=FE tedy E=ET = (A1A)T = ATAHT a EF = (44T
(A~HTAT a podle definice inverzni matice (A7)t = (A~HT.
Tvrzeni 2.4.3. Necht A, B jsou c¢tvercové matice takové, 2¢ AB = E. Pak BA = E,
obé matice A, B jsou invertibilni a jsou vzdjemné inverzni (A= B~ a B= A"1).

O

Diikaz. Matici A upravme fadkovymi elementarnimi tpravami na Gausstv—Jordantv
tvar G, tedy G = Qg ... Q1 A, kde Q1, ..., Qk jsou elementarni matice prislusné prove-
denym tpravam. Pak A = QII e lelG a AB = QII e lelGB = FE. Matice G nema
nulovy fadek, protoze jinak by matice GB také méla nulovy fadek a takovou matici
nelze pomoci fadkovych elementérnich tprav (v tomto pfipadé reprezentovanych mati-
cemi Qfl, cel Q;l) prevést na jednotkovou matici (cviceni). Jelikoz G je v Gaussové—
Jordanové tvaru a nemé nunovy fadek, G = E. Pak A = Ql_l e Q;l je invertibilni
matice jakoZto souéin invertibilnich matic a existuje tedy A~L

Potom BA = EBA = A"'ABA = A"'EA = A™'A = E. Jelikoz AB = BA = E,

jsou obé matice A, B invertibilni a jsou vzjemné inverzni. O
Nyni zformulujeme dtlezité kriterium invertibility.

Tvrzeni 2.4.4. Matice je invertibilni prdavé tehdy, kdyz je vadkové ekvivalentni s jed-
notkovou matict.

Diikaz. ,=“ Necht A je invertibilni matice. Radkovymi element4rnimi tipravami ji pre-
vedme na Gausstv—Jordaniv tvar G, tedy G = Q. ... Q1 A, kde Q1, . . ., Qk jsou elemen-
tarni matice prislusné provedenym tpravam. Kazdé z matic Q1, ..., Q, 4 je invertibilni
a jejich soucin G je také invertibilni. Potom G, jakozto invertibilni matice nema nulovy
fadek a G = E, jelikoz G je v Gaussové—Jordanové tvaru. Matice A je tedy fadkové
ekvivalentni s jednotkovou matici.

»<=* Predpokladejme, Ze matice A je fadkové ekvivalentni s jednotkovou matici F,
tedy Qi...QQ1A = E, kde Q1,...,Q jsou vhodné elementarni matice. Oznac¢me si
Q=Qk...Q2Q1, tedy QA = E. Podle Tvrzeni 2.4.3 je A invertibilnia A1 = Q. O

Ptedchozi tvrzeni nam nabizi postup pro vypocet inverzni matice. Podle diikazu totiz
A1 =Q=Q...Q:Q1 = Qp...Q2Q1E, coz je matice, ktera vznikne z jednotkové ma-
tice provedenim Fadkovych elementérnich tprav odpovidajicich nasobeni elementarnimi
maticemi Q1, Q2, ..., Qk. To jsou stejné upravy (resp. matice), které prevedly A na E.

Vypocet inverzni matice. K matici A typu n x n zprava pripojime jednotkovou
matici stejného typu a vznikne matice typu n x 2n

Al AL .0 Alltr o ..o 00
A3 A3 ... A2|0 1 ... 0
AToAR L0 A0 0 ... 1

Radkovymi elementarnimi iipravami ji pfevedeme na matici, ktera v levé ¢asti ma matici
B v Gaussové—Jordanové tvaru. Mohou nastat dvé moznosti.

(1) B = E. Pak A je invertibilni a v pravé ¢asti matice vyjde A1

(2) B # E (B ma nulovy fadek). Pak A neni invertibilni.

Priiklad. Vypoditejme inverzni matici k matici
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012|100 1 0 1/0 01
(AlIEy=[1 2 3|01 0]~ 123|010 ]|~
1 0 1[0 01 01 2100
1 0 1/00 1 1 01 00 1
~1022/01 -1 |~]l010]-11 -1 ]~
01210 0 012 10 0

101 0o 0 1 101 0 0 1
~{010/-1 1 -1 ]~[010 -1 1 -1
002 2 -1 1 001 1 -3 1%
100[-1 1 1%
~010]-1 1 -1
1 1
001/ 1 -+ 1
Takze A je invertibilni a
1 1
. (Y o2 2
A7 =|-1 1 -1 (ovétte).
1 -1 1
2 2
Priklad. Hledejme inverzni matici k matici
0 1 2
A=1[1 2 3
2 10
01 2|1 00 1 2 3|0 10
AE)y=(123/010]|~[210[001]|~
21 0]0 0 1 01 2|1 0O
1 2 3/0 10 1 2 3[01 0
~l0 -3 -6/0 —21]|~[012{0 2 —3
0 1 2|1 00 0121 0 0
1 23/0 1 0 10 —-1]0 -1 2
2 1 8 7
0001 -2 1 00 o1 -2 !

Matice A tedy neni fadkové ekvivalentni s jednotkovou matici a neni invertibilni. W

Cvicéeni. Pokud existuji, spo¢téte inverzni matice k maticim

1 2 2 1 1 2
3 4 0 -1 2 4
1 2 3 1 2 1 1 21
3 4 5 2 1 3 21 3
5 6 7 1 -4 3 1 2 3

2.5. Hodnost matice

2.5.1. Linearni nezavislost

Definice a tvrzeni formulujeme pouze pro radky matice, ale vse lze obdobné formu-

lovat pro sloupky, usporadané n-tice a matice.
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Definice 2.5.1. Budte A?,A?, . ,Aé’“ radky matice, c1,ca,...,cp € P. Linedrni kom-

binace fadki A, A2 . . A¥ s koeficienty cy,ca, ..., ¢ je fadek
k .
. . . i
LAY + A2 4 -+ AY = E c;AS.
i=1

Méme-li prazdnou mnozinu fadka (tedy, neméame zadny fadek), jejich linedrni kom-
binaci definujeme jako nulovy Fadek. Takze, nulovy radek je linedrni kombinaci radku
z préazdné mnoziny.

Definice 2.5.2. Mnozina fadka {42, A2 ... ,Aé’“} je linedrné nezdvisld, jestlize pro
libovolné ¢y, ca,...,c . € P z rovnosti
LAY 4 A2 4. 4 A =0, vyplyva c1=cp=--=¢ =0,

tj. nulovy radek ziskdme jediné takovou linedrni kombinaci danych tadkt, ve které jsou
vSechny koeficienty rovny nule.
Mnozina fadkt {A%, A2 ... A&} je linedrné zdvisld, jestlize neni linedrné nezavisla.
Tedy, existuji c1,ca,...,cr € P takova, ze aspon jedno z nich je nenulové a pfitom
ClAé1 + CQA? + -+ CkAf)k = 0,.

Tvrzeni 2.5.1. MnoZina tadku je linedrné zdvisld pravé tehdy, kdyZ aspon jeden z mich
je linearni kombinact ostatnich.

Drikaz. Predpokladejme, Ze mnozina fadkt {A%, A2, ... A%} je linearné zavisla. Exis-
tuji tedy koeficienty ¢y, ca, ..., cp € P takové, Ze aspon jeden z nich je nenulovy (napfi-
klad ¢;) a c; A} + -+ + ¢jAd + -+ crAY = 0,. Potom
i i i1 Gj+1 i
CjAOJ = —ClAél — s — Cj_le] — Cj+1AoJ — s — CkAék,
ij C1 Ci—1 ,ij—1  Cj+1 Lij4 Ck 4i
AOJ:_fAél_..._JiAOJ — T AU .
¢j Cj ¢j ¢j

a Tadek Aij je tedy linearni kombinaci ostatnich radkii.
Piedpokladejme, 7e nap¥iklad fadek A¢ je linedrni kombinaci ostatnich Fadkd, tedy

i 3 i1 i1 3
Ad = Ad + - 1 Ad T e AST g AL
Potom
Ail ) Aij,1 Aij ) Aij+1 Azk =0
C1 o+"'+c_]*1 o - o+cj+1 o ++Ck; o — VYo
a zéarovenl ¢; = —1. TakZe mnoZina fadkt {Al, A2, ... Ad} je linedrné zavisla. O

Priklad. Mé&jme

A=

— = O
SN =
=W N

Necht
(01 2)+e(l 2 3)+e3(1 0 1)=
:(02—|—03 c1 + 2¢y 201+362+63):(0 0 0).
Takze
co+c3=0
c1+ 2co =0
2c1 +3ca+c3=0
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a to je mozné jediné v piipadé, ze ¢; = co = ¢3 = 0 (vyFesime soustavu t¥{ rovnic o tfech
neznamych ¢, c2, c3 a ziskdme jediné, nulové feseni).
Mnozina f4dkt matice A je tedy linedrné nezévisla. |

Priklad. Méjme

01
A=11 2
21

S W N

Necht
(01 2)+e(l 2 3)+e3(2 1 0)=
= (62+263 1+ 2co 4 c3 201+302) = (0 0 0).

Soustava
co+2c3=0
c1+2c+ c3=0
2c1 + 3¢ =0
ma kromé nulového i nenulové feseni (naptiklad ¢; = 3, cg = —2, ¢3 = 1). Mnozina
radkt matice A je tedy linedrné zavisla. |

Priklad. (1) Mnozina fadka jednotkové matice je linearné nezavisla. Ovérte.

(2) Mnozina fadkd, z nichz aspon jeden je nulovy, je linedrné zavisla. Ovéite.

(3) Jednoprvkova mnozina obsahujici fadek A% je linedrné nezavisla, jestlize z cA%L = 0,
plyne ¢ = 0. Tedy, jednoprvkova mnozina obsahujici jeden fadek je linearné nezavisla,
jestlize ten Fadek je nenulovy, a je linearné zavisla, jestlize ten radek je nulovy.

(4) Mnozina obsahujici jen fadky A’l, A2 je linearné zavisla pravé tehdy, kdyz jeden
z fadka je ndsobkem druhého z Fadka (existuje ¢ € P takové, ze A = cA2).

(5) Prazdna mnozina fadku je linedrné nezavisla. [
2.5.2. Hodnost matice

Definice 2.5.3. Hodnost matice je maximalni pocet prvki linedrné nezévislych mnozin
jejich fadkt. Hodnost matice A znacime rank A.

Piiklad. (1) Hodnost matice

[\)

—_—= O
[N
w

01

je rovna 3. Ovérte.
(2) Hodnost matice

01 2
1 2 3
210

je rovna 2. Ovérte.
(3) Hodnost nulové matice je rovna 0, hodnost nenulové matice je kladna.

(4) Hodnost diagonalni matice je rovna poctu jejich nenulovych radku. |

Cviceni. Spoc¢téte hodnosti matic

(111 (6) (01 2



Matice

19

)

(

— M ™
AN — A

— A

— M M

N~ <

— A —



