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2. p¯ednáπka, 5. 10. 2021

Tvrzení 2.2.2. Nechª A,B,C jsou matice nad polem P takové, æe níæe uvedené operace
jsou definovány, a c 2 P. Pak platí

(1) A(BC) = (AB)C,
(2) AE = EA = A,
(3) A(B + C) = AB +AC,

(4) (A+B)C = AC +BC,
(5) c(AB) = (cA)B = A(cB).

D˘kaz. Uvedeme jen d˘kaz bod˘ (1) a (3), ostatní ponecháme jako cviËení.
(1) P¯edpokládejme, æe A je matice typu m⇥n, B je matice typu n⇥p a C je matice

typu p⇥ q. Potom AB je matice typu m⇥ p a BC je matice typu n⇥ q, takæe A(BC)
a (AB)C jsou matice typu m⇥ q.
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l
j = (podle definice souËinu matic)

= ((AB)C)ij . (podle definice souËinu matic)

(3) P¯edpokládejme, æe A je matice typu m ⇥ n a B,C jsou matice typu n ⇥ p.
Potom A(B + C) a AB + AC jsou matice typu m ⇥ p a pro kaædé i 2 {1, 2, . . . ,m}
a j 2 {1, 2, . . . , p} platí

(A(B + C))ij =
nX
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Ai
k(B + C)kj = (podle definice souËinu matic)
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k
j = (díky vlastnostem sËítání v poli)

= (AB)ij + (AC)
i
j = (podle definice souËinu matic)

= (AB +AC)ij . (podle definice souËtu matic) ⇤
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2.2.3. Transponování

Definice 2.2.4. Transponovaná matice k matici A typum⇥n je matice AT typu n⇥m,
kde (AT)ij = Aj

i pro vπechna i, j.

P¯íklad.
✓
1 2 3
4 5 6

◆T
=

0

@
1 4
2 5
3 6

1

A ⌅

Tvrzení 2.2.3. Nechª A,B jsou matice nad polem P takové, æe níæe uvedené operace
jsou definovány, a c 2 P. Pak platí

(1) A = (AT)T,
(2) (A+B)T = AT +BT,

(3) (cA)T = cAT,
(4) (AB)T = BTAT.

D˘kaz. (1) Je-li A typu m⇥ n, potom AT je typu n⇥m a (AT)T je typu m⇥ n. Navíc
pro kaædé i 2 {1, 2, . . . ,m} a j 2 {1, 2, . . . , n} platí

((AT)T)ij = (A
T)ji = Ai

j .

(4) BuÔte A matice typu m⇥ n a B matice typu n⇥ p. Pak AT je typu n⇥m, BT

je typu p ⇥ n, AB je typu m ⇥ p a tedy (AB)T i BTAT jsou typu p ⇥ m. Pro kaædé
i 2 {1, 2, . . . , p} a j 2 {1, 2, . . . ,m} platí

((AB)T)ij = (AB)
j
i =

nX

k=1

Aj
kB

k
i =

nX

k=1

Bk
i A

j
k =

nX

k=1

(BT)ik(A
T)kj =

= (BTAT)ij .

Ostatní body jsou ponechány jako cviËení. ⇤
CviËení. Ukaæte, æe pro libovolné k 2 N a libovolné matice A1, . . . , Ak vhodn˝ch typ˘
platí (A1 · · ·Ak)T = ATk · · ·AT1. B

2.3. Elementární úpravy a speciální tvary matic

2.3.1. Elementární úpravy

Definice 2.3.1. MÏjme matici nad polem P. ÿádkové elementární úpravy matice jsou
(1) p¯iËtení c-násobku j-tého ¯ádku k i-tému ¯ádku, kde c 2 P a i 6= j,
(2) vynásobení i-tého ¯ádku nenulov˝m prvkem c 2 P,
(3) vzájemná v˝mÏna i-tého ¯ádku a j-tého ¯ádku.

Sloupkové elementární úpravy matice definujeme analogicky.

CviËení. ProveÔte vzájemnou v˝mÏnu dvou ¯ádk˘ pomocí koneËnÏ mnoha úprav typ˘
(1) a (2). B
MÏjme matici A. P¯iËtením c-násobku j-tého ¯ádku k i-tému ¯ádku zmÏníme i-t˝

¯ádek na
�
Ai
1 + cAj

1 Ai
2 + cAj

2 . . . Ai
n + cAj

n

�
a ostatní ¯ádky z˘stanou beze zmÏny.

Po vynásobení i-tého ¯ádku prvkem c 2 P i-t˝ ¯ádek bude
�
cAi
1 cAi

2 . . . cAi
n

�

a ostatní ¯ádky z˘stanou beze zmÏny.
Po vzájemné v˝mÏnÏ i-tého ¯ádku a j-tého ¯ádku i-t˝ ¯ádek bude

�
Aj
1 Aj

2 . . . Aj
n

�
,

j-t˝ ¯ádek bude
�
Ai
1 Ai

2 . . . Ai
n

�
a ostatní ¯ádky z˘stanou beze zmÏny.

Sloupkové úpravy fungují analogicky pro sloupky.
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P¯íklad. (1) P¯iËtením 3-násobku prvního ¯ádku k druhému ¯ádku upravíme matici
✓
1 2 3
4 5 6

◆
na matici

✓
1 2 3
7 11 15

◆
.

(2) Vzájemnou v˝mÏnou prvního sloupku a t¯etího sloupku upravíme matici
✓
1 2 3
7 11 15

◆
na matici

✓
3 2 1
15 11 7

◆
. ⌅

Ke vπem elementárním úpravám existují úpravy inverzní, které jsou také elementární
a upravenou matici p¯evedou zpÏt na p˘vodní matici. Inverzní úpravy k ¯ádkov˝m
úpravám jsou
(1) p¯iËtení �c-násobku j-tého ¯ádku k i-tému ¯ádku,
(2) vynásobení i-tého ¯ádku prvkem c�1,
(3) v˝mÏna i-tého ¯ádku a j-tého ¯ádku.

Inverzní úpravy ke sloupkov˝m úpravám jsou obdobné.

P¯íklad. (1) P¯iËtením �3-násobku prvního ¯ádku k druhému ¯ádku upravíme matici
✓
1 2 3
7 11 15

◆
na matici

✓
1 2 3
4 5 6

◆
.

(2) Vzájemnou v˝mÏnou prvního sloupku a t¯etího sloupku upravíme matici
✓
3 2 1
15 11 7

◆
na matici

✓
1 2 3
7 11 15

◆
. ⌅

Definice 2.3.2. Matice A,B jsou ekvivalentní, jestliæe B m˘æe vzniknout z A koneËnou
posloupností elementárních úprav. Je-li moæné toho dosáhnout pomocí pouze ¯ádkov˝ch,
resp. sloupkov˝ch úprav, matice jsou ¯ádkovÏ, resp. sloupkovÏ ekvivalentní. V kaædém
p¯ípadÏ znaËíme A ⇠ B.

P¯íklad.✓
1 2 3
4 5 6

◆
⇠

✓
1 2 3
2 1 0

◆
⇠

✓
2 4 6
2 1 0

◆
⇠

✓
2 1 0
2 4 6

◆
⇠

✓
0 1 2
6 4 2

◆
. ⌅

Tvrzení 2.3.1. Ekvivalence matic je relace ekvivalence na mnoæinÏ vπech matic stej-
ného typu nad stejn˝m polem.

D˘kaz. CviËení. ⇤

2.3.2. Schodovit ,̋ Gauss˘v–Jordan˘v a Gauss˘v kanonick˝ tvary matic

P¯ipomeÚme si definice z podkapitoly 2.1.

Definice 2.3.3. Matice je ve schodovitém tvaru, jestliæe kaæd˝ nenulov˝ ¯ádek, kromÏ
prvního ¯ádku, zaËíná zleva více nulami neæ ¯ádek p¯edchozí.

To znamená, æe vπechny ¯ádky pod nulov˝m ¯ádkem jsou nulové.

Definice 2.3.4. Matice je v GaussovÏ–JordanovÏ tvaru, jestliæe
(i) je ve schodovitém tvaru,
(ii) v kaædém nenulovém ¯ádku první (zleva) nenulov˝ prvek je 1,
(iii) v kaædém sloupku, ve kterém je první nenulov˝ prvek nÏjakého ¯ádku, ostatní

prvky jsou 0.

Definice 2.3.5. Gauss˘v kanonick˝ tvar matice je
✓
E 0
0 0

◆
,

kde E je jednotková matice a 0 oznaËuje nulové matice p¯ísluπn˝ch typ˘.
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P¯íklad. (1) Nechª

A =

0

BBBB@

1 2 3 4
0 0 2 1
0 0 1 2
0 0 0 0
0 0 0 6

1

CCCCA
, B =

0

BBBB@

1 2 3 4
0 3 2 1
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

1

CCCCA
, C =

0

BBBB@

1 0 3 0
0 1 2 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

1

CCCCA
.

Matice A není ve schodovitém tvaru. Matice B je ve schodovitém tvaru, ale není
v GaussovÏ–JordanovÏ tvaru. Matice C je v GaussovÏ–JordanovÏ tvaru.
(2) Kaædá nulová matice je v GaussovÏ–JordanovÏ tvaru. ⌅
Definice 2.3.6. MÏjme nenulovou matici. Gaussova eliminace je úprava matice podle
následujícího algoritmu.
BuÔ i = 1.
(1) Uvaæujme první nenulov˝ sloupek, kter˝ má nÏjak˝ nenulov˝ prvek v i-tém nebo
niæπím ¯ádku.

(2) Není-li v i-tém ¯ádku uvaæovaného sloupku nenulov˝ prvek, vymÏníme i-t˝ ¯ádek
s vhodn˝m niæπím ¯ádkem.

(3) V uvaæovaném sloupku vynulujeme prvky v ¯ádcích pod i-t˝m ¯ádkem p¯iËtením
vhodn˝ch násobk˘ i-tého ¯ádku.

(4) VezmÏme i o 1 vÏtπí (i := i+ 1). Existuje-li nenulov˝ sloupek, kter˝ má nÏjak˝
nenulov˝ prvek v i-tém nebo niæπím ¯ádku, vraªme se do bodu (1). Jestliæe
takov˝ sloupek neexistuje, algoritmus konËí.

Tvrzení 2.3.2. Kaædá matice je ¯ádkovÏ ekvivalentní matici ve schodovitém tvaru.

D˘kaz. Nulová matice je ve schodovitém tvaru. Libovolnou nenulovou matici upravíme
pomocí Gaussovy eliminace. Vπechny provedené úpravy jsou ¯ádkové elementární úpravy
a z postupu p¯i GaussovÏ eliminaci vypl˝vá, æe kaæd˝ nenulov˝ ¯ádek, kromÏ prvního
¯ádku, zaËíná více nulami neæ ¯ádek p¯edchozí. ⇤
Definice 2.3.7. MÏjme nenulovou matici. Gaussova–Jordanova eliminace je úprava
matice podle následujícího algoritmu.
BuÔ i = 1.
(1) Uvaæujme první nenulov˝ sloupek, kter˝ má nÏjak˝ nenulov˝ prvek v i-tém nebo
niæπím ¯ádku.

(2) Není-li v i-tém ¯ádku uvaæovaného sloupku nenulov˝ prvek, vymÏníme i-t˝ ¯ádek
s vhodn˝m niæπím ¯ádkem.

(3) i-t˝ ¯ádek vydÏlíme jeho prvním nenulov˝m prvkem.
(4) V uvaæovaném sloupku vynulujeme prvky mimo i-t˝ ¯ádek p¯iËtením vhodn˝ch
násobk˘ i-tého ¯ádku.

(5) VezmÏme i o 1 vÏtπí (i := i+ 1). Existuje-li nenulov˝ sloupek, kter˝ má nÏjak˝
nenulov˝ prvek v i-tém nebo niæπím ¯ádku, vraªme se do bodu (1). Jestliæe
takov˝ sloupek neexistuje, algoritmus konËí.

Tvrzení 2.3.3. Kaædá matice je ¯ádkovÏ ekvivalentní matici v GaussovÏ–JordanovÏ
tvaru.

D˘kaz. Nulová matice je v GaussovÏ–JordanovÏ tvaru. Libovolnou nenulovou matici
upravíme pomocí Gaussovy–Jordanovy eliminace. Vπechny provedené úpravy jsou ¯ád-
kové elementární úpravy a z postupu p¯i GaussovÏ–JordanovÏ eliminaci vypl˝vá, æe
v˝sledná matice je v GaussovÏ–JordanovÏ tvaru. ⇤
Tvrzení 2.3.4. Kaædá nenulová matice je ekvivalentní matici v GaussovÏ kanonickém
tvaru.
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D˘kaz. S pouæitím ¯ádkov˝ch i sloupkov˝ch elementárních úprav a vhodnou úpravou
Gaussovy–Jordanovy eliminace získáme algoritmus, kter˝ p¯evádí libovolnou nenulovou
matici na ekvivalentní matici v GaussovÏ kanonickém tvaru. Podrobnosti ponecháme
jako cviËení. ⇤

2.3.3. Elementární matice

Definice 2.3.8. Elementární matice jsou:
(1) pro i 6= j

Ei,j(c) =

0

BBBBBBBB@

1 . . . 0 . . . 0 . . . 0
. . . . . . . . .

0 . . . 1 . . . c . . . 0
. . . . . . . . .

0 . . . 0 . . . 1 . . . 0
. . . . . . . . .

0 . . . 0 . . . 0 . . . 1

1

CCCCCCCCA

i

j

(2) pro c 6= 0

Ei(c) =

0

BBBB@

1 . . . 0 . . . 0
. . . . . .

0 . . . c . . . 0
. . . . . .

0 . . . 0 . . . 1

1

CCCCA
i

(3) pro i 6= j

Ei,j =

0

BBBBBBBB@

1 . . . 0 . . . 0 . . . 0
. . . . . . . . .

0 . . . 0 . . . 1 . . . 0
. . . . . . . . .

0 . . . 1 . . . 0 . . . 0
. . . . . . . . .

0 . . . 0 . . . 0 . . . 1

1

CCCCCCCCA

i

j

Kaædá elementární matice vznikne z jednotkové matice provedením vhodné ¯ádkové
nebo sloupkové elementární úpravy.
Matice Ei,j(c) vznikne z jednotkové matice E p¯iËtením c-násobku j-tého ¯ádku k i-

tému ¯ádku a od jednotkové matice se liπí jen tím, æe (Ei,j(c))ij = c, zatímco Ei
j = 0.

Matice Ei(c) vznikne z jednotkové matice E vynásobením i-tého ¯ádku prvkem c a od
jednotkové matice se liπí jen tím, æe (Ei(c))ii = c, zatímco Ei

i = 1.
Matice Ei,j vznikne z jednotkové matice E v˝mÏnou i-tého ¯ádku a j-tého ¯ádku a od

jednotkové matice liπí jen tím, æe i-t˝ a j-t˝ ¯ádky jsou vymÏnÏny.

Lemma 2.3.5. BuÔte A,B matice.
(1) Matice B m˘æe vzniknout z matice A pomocí jedné ¯ádkové elementární úpravy
právÏ tehdy, kdyæ existuje elementární matice Q taková, æe B = QA.

(2) Matice B m˘æe vzniknout z matice A pomocí jedné sloupkové elementární úpravy
právÏ tehdy, kdyæ existuje elementární matice Q taková, æe B = AQ.

D˘kaz. P¯ím˝m v˝poËtem lze ovÏ¯it, æe p¯iËtení c-násobku j-tého ¯ádku k i-tému ¯ádku
je totéæ co vynásobení maticí Ei,j(c) zleva, vynásobení i-tého ¯ádku prvkem c 2 P je
totéæ co vynásobení maticí Ei(c) zleva a v˝mÏna i-tého ¯ádku a j-tého ¯ádku je totéæ
co vynásobení maticí Ei,j zleva. Analogicky pro sloupkové úpravy a násobení zprava.
CviËení. ⇤
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Lemma 2.3.6. Transponované matice k elementárním maticím jsou elementární ma-
tice.

D˘kaz. CviËení. ⇤


