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12. p¯ednáπka, 14. 12. 2021

9. Homomorfismy

9.1. Homomorfismy a izomorfismy grup

9.1.1. Homomorfismy grup

Definice 9.1.1. BuÔte (X, ⇤, eX ,�1), (Y, ⇧, eY ,�1) grupy. Zobrazení f : X ! Y je
homomorfismus grup, jestliæe
(i) pro kaædé x1, x2 2 X platí f(x1 ⇤ x2) = f(x1) ⇧ f(x2),
(ii) f(eX) = eY ,
(iii) pro kaædé x 2 X platí f(x�1) = (f(x))�1.

ZnaËí se f : (X, ⇤, eX ,�1)! (Y, ⇧, eY ,�1).

P¯íklad. (1) f2 : (Z, +, 0,�)! (Z, +, 0,�), n 7! 2n, je homomorfismus grup.
(2) BuÔ X grupa, X̃ faktorová grupa. Potom zobrazení X ! X̃, x 7! [x] (faktorová
projekce) je homomorfismus grup.
(3) BuÔte X = {0, 1, 2, 3} a Y = {0, 1} s binárními operacemi + takov˝mi, æe

+ 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

a
+ 0 1
0 0 1
1 1 0

Potom mnoæiny X a Y s tÏmito operacemi jsou grupy. Zobrazení X ! Y , 0 7! 0, 1 7! 1,
2 7! 0, 3 7! 1, je homomorfismus tÏchto grup. ⌅
Tvrzení 9.1.1. BuÔte (X, ⇤, eX ,�1), (Y, ⇧, eY ,�1) grupy. BuÔ f : X ! Y zobrazení
takové, æe pro kaædé x1, x2 2 X platí f(x1⇤x2) = f(x1)⇧f(x2). Pak f je homomorfismus
grup (X, ⇤, eX ,�1)! (Y, ⇧, eY ,�1).

D˘kaz. Podmínka (i) z definice homomorfismu grup je podle p¯edpokladu splnÏna.
Ukaæme, æe f(eX) = eY .

f(eX) = f(eX) ⇧ eY =
= f(eX) ⇧ f(eX) ⇧ (f(eX))�1 =
= f(eX ⇤ eX) ⇧ (f(eX))�1 =
= f(eX) ⇧ (f(eX))�1 =
= eY .

Ukaæme, æe f(x�1) = (f(x))�1 pro kaædé x 2 X.

f(x) ⇧ f(x�1) = f(x ⇤ x�1) = f(eX) = eY .

Takæe f(x�1) je inverze k f(x). ⇤
CviËení. BuÔ f : X ! Y homomorfismus grup. OznaËme

Im f = {f(x) |x 2 X}.
Pak Im f je podgrupa v Y. B
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Tvrzení 9.1.2. BuÔte f : X ! Y a g : Y ! Z homomorfismy grup. Pak jejich sloæení
g � f : X ! Z je homomorfismus grup.

D˘kaz. BuÔte (X, ⇤, eX ,�1), (Y, ⇧, eY ,�1), (Z, ·, eZ ,�1) grupy. Pro kaædé x1, x2 2 X
platí

(g � f)(x1 ⇤ x2) = g(f(x1 ⇤ x2)) =
= g(f(x1) ⇧ f(x2)) =
= g(f(x1)) · g(f(x2)) =
= (g � f)(x1) · (g � f)(x2).

Zbytek vypl˝vá z p¯edchozího tvrzení. ⇤

9.1.2. Izomorfismy grup

Definice 9.1.2. Izomorfismus grup je homomorfismus grup, kter˝ je bijektivní.

Tvrzení 9.1.3. BuÔ f : X ! Y izomorfismus grup. Pak f�1 : Y ! X je izomorfismus
grup.

D˘kaz. BuÔte (X, ⇤, eX ,�1), (Y, ⇧, eY ,�1) grupy. Inverzní zobrazení je bijektivní. Pro
libovolné y1, y2 2 Y oznaËme x1 = f�1(y1) a x2 = f�1(y2). Potom

f�1(y1 ⇧ y2) = f�1(f(x1) ⇧ f(x2)) = f�1(f(x1 ⇤ x2)) = x1 ⇤ x2 =
= f�1(y1) ⇤ f�1(y2).

Zbytek vypl˝vá z Tvrzení 9.1.1. ⇤
P¯íklad. (1) Kaædá identita je izomorfismus.
(2) OznaËme R+ mnoæinu vπech kladn˝ch reáln˝ch Ëísel. Pak (R+, ·, 1,�1) je grupa
(cviËení). Zobrazení exp: (R, +, 0,�)! (R+, ·, 1,�1), x 7! ex je homomorfismus grup,
protoæe pro libovolná x, y 2 R platí exp(x+ y) = ex+y = exey = (expx) · (exp y). Tento
homomorfismus je bijektivní, tedy i izomorfismus.
Inverzní izomorfismus je logaritmus

ln: (R+, ·, 1,�1)! (R, +, 0,�). ⌅
Definice 9.1.3. DvÏ grupy X,Y jsou izomorfní, jestliæe existuje izomorfismus X ! Y.
Zapisujeme X ⇠= Y.

Tvrzení 9.1.4. Pro libovolné grupy X,Y, Z platí
(i) X ⇠= X (reflexivita),
(ii) jestliæe X ⇠= Y , pak Y ⇠= X (symetrie),
(iii) jestliæe X ⇠= Y , Y ⇠= Z, pak X ⇠= Z (tranzitivita).

D˘kaz. CviËení. ⇤
P¯íklad. (R, +, 0,�) ⇠= (R+, ·, 1,�1). Pro libovolné a 2 R+, a 6= 1, zobrazení R ! R+,
x 7! ax je izomorfismus (R, +, 0,�)! (R+, ·, 1,�1). OvÏ¯te. ⌅
CviËení. BuÔ h : X ! Y homomorfismus grup.
(1) Ukaæte, æe relace ⇠ zadaná p¯edpisem

x1 ⇠ x2 , h(x1) = h(x2)

je kongruence na grupÏ X.
(2) Ukaæte, æe faktorová grupa X̃ podle kongruence ⇠ je izomorfní podgrupÏ Imh.
Návod: X̃ ! Imh, [x] 7! h(x). B
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9.2. Homomorfismy a izomorfismy polí

Definice 9.2.1. BuÔte P,Q pole. Zobrazení f : P ! Q je homomorfismus polí, jestliæe
(i) pro kaædé p1, p2 2 P platí f(p1 + p2) = f(p1) + f(p2),
(ii) f(0) = 0,
(iii) pro kaædé p 2 P platí f(�p) = �f(p),
(iv) pro kaædé p1, p2 2 P platí f(p1 · p2) = f(p1) · f(p2),
(v) f(1) = 1,
(vi) pro kaædé p 2 P , p 6= 0, platí f(p�1) = (f(p))�1.

Definice 9.2.2. Je-li homomorfismus polí navíc bijektivní, je to izomorfismus polí. Pole,
mezi nimiæ existuje izomorfismus, jsou izomorfní.

P¯íklad. Dvouprvkové pole {0, 1} je izomorfní s polem Z2. Izomorfismem je zobrazení
0 7! [0]2, 1 7! [1]2. ⌅

9.3. Izotonní zobrazení, homomorfismy a izomorfismy svaz˘

9.3.1. Izotonní zobrazení a izomorfismy uspo¯ádan˝ch mnoæin

Definice 9.3.1. BuÔte (X,), (Y,) uspo¯ádané mnoæiny. Zobrazení f : X ! Y je
izotonní, jestliæe platí implikace

x  y ) f(x)  f(y).

Je-li zobrazení f bijektivní a f i f�1 jsou izotonní, pak f je izomorfismus uspo¯ádan˝ch
mnoæin a uspo¯ádané mnoæiny (X,), (Y,) jsou izomorfní.

P¯íklad. Identické zobrazení id : (N, |) ! (N,) je izotonní. SkuteËnÏ, jestliæe a | b,
pak b = na pro nÏjaké n 2 N, ale n � 1, a proto b = na � a.
Inverzní zobrazení id : (N,) ! (N, |) není izotonní, protoæe neplatí implikace x 

y ) x | y (nap¯íklad 2  3, ale 2 - 3). ⌅
P¯íklad. BuÔte X = Y = {0, 1} s uspo¯ádáními a zobrazením f podle obrázku:

1 // 1
X f Y

0 // 0

Tedy f : X ! Y je identické zobrazení. Pak f je izotonní bijekce, jejíæ inverze f�1 není
izotonní. ⌅
CviËení. Sloæení izotonních zobrazení je izotonní zobrazení. B

9.3.2. Homomorfismy a izomorfismy svaz˘

BuÔte (X,^,_), (Y,^,_) svazy. Zobrazení f : X ! Y je homomorfismus svaz˘,
jestliæe pro kaædé x1, x2 2 X

f(x1 ^ x2) = f(x1) ^ f(x2)

f(x1 _ x2) = f(x1) _ f(x2).

Tvrzení 9.3.1. Kaæd˝ homomorfismus svaz˘ je izotonní zobrazení.

D˘kaz. BuÔte (X,^,_), (Y,^,_) svazy, f : X ! Y homomorfismus a x1, x2 2 X takové,
æe x1  x2, tedy x1 ^ x2 = x1. Potom f(x1) ^ f(x2) = f(x1 ^ x2) = f(x1), tedy
f(x1)  f(x2). ⇤
Izotonní zobrazení svaz˘ vπak nemusí b˝t homomorfismus:
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P¯íklad. BuÔ f zobrazení podle obrázku:

x _ y // �

X x

,,

y // � Y

x ^ y

,,

�

�
Pak f je izotonní zobrazení svaz˘, ale není homomorfismus svaz˘, protoæe

f(x) _ f(y) = f(y) 6= f(x _ y). ⌅
Izomorfismus svaz˘ je homomorfismus svaz˘, kter˝ je bijektivní.

CviËení. BuÔ f : X ! Y zobrazení svaz˘. Dokaæte, æe následující v˝roky jsou ekviva-
lentní:
(1) f je izomorfismus uspo¯ádan˝ch mnoæin;
(2) f je izomorfismus svaz˘. B


