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5. p¯ednáπka, 23. 3. 2021

11.4. Popis podprostor˘ P n homogenními soustavami

Kaæd˝ podprostor prostoru P

n je mnoæina vπech ¯eπení homogenní soustavy lineárních
rovnic.

Tvrzení 11.4.1. Kaæd˝ podprostor U ✓ P

n je mnoæina vπech ¯eπení homogenní sou-
stavy Ax = 0, kde A je vhodná matice typu m⇥ n, p¯iËemæ m = n� dimU .

D˘kaz. Podprostor U je koneËnÏrozmÏrn ,̋ nechª U = [[v1, . . . , v
k

]]. Je t¯eba najít matici
A takovou, æe U je mnoæina vπech ¯eπení soustavy Ax = 0. Matice A tedy musí mít n

sloupc˘ a má platit

Av

i

= 0 pro kaædé i = 1, . . . , k,

coæ je totéæ jako

AV = 0,

kde V je matice s k sloupci v1, . . . , v
k

. Transponujeme-li na obou stranách, obdræíme
ekvivalentní rovnici

V

T
A

T = 0.

ÿádky hledané matice A tedy m˘æeme získat jako nÏjak˝ fundamentální systém ¯eπení
homogenní soustavy

V

T
a = 0, kde a je n-tice (sloupec) neznám˝ch.

OznaËme ⌅
A

, resp. ⌅
V

T prostor vπech ¯eπení homogenní soustavy Ax = 0, resp.
V

T
a = 0. Máme v

i

2 ⌅
A

, odkud [[v1, . . . , v
k

]] ✓ ⌅
A

. P¯itom platí dim⌅
A

= n� rankA =
n� dim⌅

V

T = n� (n� rankV

T) = rankV

T = dim[[v1, . . . , v
k

]]. Tudíæ, ⌅
A

= U . ⇤
P¯íklad. BuÔ U = [[(1, 0, 2)]] ⇢ R3. Najdeme soustavu rovnic, jejíæmnoæina vπech ¯eπení
je právÏ U .
Podle d˘kazu p¯edchozího tvrzení je t¯eba vy¯eπit soustavu V

T
a = 0, tedy rovnici

1 · a1 + 0 · a2 + 2 · a3 = 0.
Neznámá a

1 je hlavní, neznámé a

2
, a

3 jsou parametry. Obecné ¯eπení tedy je

a

1 = �2 · t2, a

2 = t

1
, a

3 = t

2

a vhodn˝mi volbami parametr˘ dostaneme fundamentální systém ¯eπení

(0, 1, 0), (�2, 0, 1).
Tudíæ, matice hledané homogenní soustavy je

A =
✓
0 1 0

�2 0 1

◆
. ⌅

Není obtíæné najít souËet podprostor˘ zadan˝ch generátory, resp. pr˘nik podprostor˘
zadan˝ch homogenními soustavami rovnic:

CviËení. [[u1, . . . , vi

]] + [[u
i+1, . . . , un

]] = [[u1, . . . , vi

, u

i+1, . . . , un

]]. B
CviËení. {x| A

0
x = 0} \ {x| A

00
x = 0} = {x| Ax = 0}, kde

A =
✓

A

0

A

00

◆
. B

Protoæe zadání podprostoru generátory umíme p¯evádÏt na zadání homogenní sou-
stavou rovnic a naopak, umíme najít i souËet podprostor˘ zadan˝ch homogenními sou-
stavami rovnic, resp. pr˘nik podprostor˘ zadan˝ch generátory.
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12. Lineární zobrazení

12.1. Definice, p¯íklady

Definice. BuÔte U, V vektorové prostory nad polem P . Zobrazení f : U ! V se na-
z˝vá lineární, p¯esnÏji lineární nad polem P , nebo homomorfismus vektorov˝ch prostor˘,
jestliæe pro kaædé vektory u, u1, u2 2 U a kaæd˝ skalár p 2 P platí

(i) f(u1 + u2) = f(u1) + f(u2) (aditivita)
(ii) f(pu) = pf(u). (homogenita)

P¯íklad. (1) Identické zobrazení id : U ! U , id(a) = a, je lineární.
(2) Nulové zobrazení 0 : U ! U , 0(a) = 0, je lineární.
(3) Násobení skalárem c 2 P : Zobrazení f

c

: U ! U , f

c

(a) = ca, je lineární. Naz˝vá
se homotetie. VπimnÏte si, æe p¯edchozí dva p¯íklady jsou speciální p¯ípady pro c = 1,
resp. c = 0.
(4) Zobrazení f : R ! R je lineární nad R právÏ tehdy, kdyæ existuje skalár c 2 R
takov ,̋ æe f(a) = ca. Dokaæte. Návod: Poloæte c = f(1).
(5) Zobrazení f : R3 ! R2, (x, y, z) 7! (3x+ 2y + z, x� y), je lineární. OvÏ¯te.
(6) Zobrazení f : R2 ! R4, (x, y) 7! (x+ y, x, x� y, y), je lineární. OvÏ¯te.
(7) BuÔ A matice typu m⇥ n nad polem P . Nechª f

A

: Pn ! P

m je zobrazení takové,
æe f

A

(x) = Ax (p¯esnÏji tedy f

A

: Pn⇥1 ! P

m⇥1). »ili, obraz n-tice x = (x1, . . . , xn) je
lineární kombinace sloupc˘ matice A s koeficienty x

1
, . . . , x

n,

f

A

(x) = x

1
A

•
1 + x

2
A

•
2 + · · ·+ x

n

A

•
n

.

Potom f

A

je lineární zobrazení.
(8) Zobrazení C ! C, z 7! z

⇤, kde z

⇤ je Ëíslo komplexnÏ sdruæené k Ëíslu z 2 C, je
lineární zobrazení vektorov˝ch prostor˘ nad R. Toto zobrazení není lineární zobrazení
nad C. OvÏ¯te.
(9) Zobrazení re : C ! R, z 7! re z = 1

2(z+z

⇤) (reálná Ëást Ëísla z) je lineární zobrazení
vektorov˝ch prostor˘ nad R.
(10) Je-li U ✓ V podprostor, pak vloæení ◆

U

: U ! V , ◆
U

(u) = u, je lineární zobrazení.
(11) OtáËení. P¯i otáËení Eukleidovské roviny kolem pevného bodu o úhel ↵ se vπechny
vektory otáËejí o t˝æ úhel ↵, nezávisle na jejich umístÏní. Vzniká zobrazení �

↵

: E2 ! E

2.
OtáËení p¯evádí souËet vektor˘ na souËet vektor˘ a podobnÏ c-násobek vektoru na c-

násobek vektoru. Nap¯íklad aditivita se velmi názornÏ ovÏ¯í poukazem na to, æe otáËením
kolem vrcholu se rovnobÏæník p¯evádí v rovnobÏæník a délka jeho stran a úhlop¯íËek se
p¯itom nemÏní.
PodobnÏ otáËení kolem pevné osy v trojrozmÏrném Eukleidovském prostoru p¯edsta-

vuje lineární zobrazení vektor˘ E

3 ! E

3.
(12) Rotace E

3 ! E

3.
(13) RovnobÏæné promítání. Promítání Eukleidovského prostoru E

3 do 2-rozmÏrného
podprostoru (pr˘mÏtny) R ve zvoleném smÏru L je zobrazení E

3 ! R. SmÏrem se
rozumí libovoln˝ 1-rozmÏrn˝ podprostor L takov ,̋ æe E

3 = L+̇R. Pr˘mÏt do roviny R

je sËítanec x

R

v (jednoznaËném) vyjád¯ení x = x

L

+ x

R

, kde x

L

2 L a x

R

2 R.
Promítání p : E3 ! R je lineární zobrazení. Aditivita se projevuje v tom, æe pr˘mÏtem

rovnobÏæníka je rovnobÏæník.
(14) Projekce na p¯ímku L procházející poËátkem E

2 ! L.
(15) Osová soumÏrnost podle p¯ímky procházející poËátkem, E2 ! E

2 i E3 ! E

3.
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(16) Zobrazení U ! P

dimU p¯i¯azující vektor˘m jejich sou¯adnice vzhledem ke zvolené
bázi, viz Tvrzení 10.4.3.
(17) Zobrazení Pn⇥n ! P , A 7! trA, p¯i¯azující matici A typu n⇥ n nad polem P její
stopu trA =

P
i

A

i

i

(souËet prvk˘ na diagonále).
(18) Zobrazení P [x] ! P [x], kde P [x] je prostor polynom˘, p¯i¯azující polynomu jeho
derivaci. Derivace m˘æe b˝t nap¯íklad i zobrazení P

n

[x] ! P

n�1[x], nebo zobrazení
z prostoru diferencovateln˝ch funkcí do prostoru vπech funkcí.
(19) Zobrazení z prostoru vπech integrovateln˝ch funkcí na uzav¯eném intervalu do R
p¯i¯azující funkci její urËit˝ integrál. ⌅
CviËení. Ukaæte, æe lineární zobrazení U ! V je homomorfismus abelovsk˝ch grup
(U,+, 0,�)! (V,+, 0,�). SpeciálnÏ, f(0) = 0, f(�a) = �f(a). B
CviËení. BuÔ f : U ! V lineární zobrazení. Matematickou indukcí ukaæte, æe pro
libovolné n 2 N, u1, . . . , un

2 U a skaláry p1, . . . , pn

platí

f(p1u1 + · · ·+ p

n

u

n

) = p1f(u1) + · · ·+ p

n

f(u
n

),

tedy obraz lineární kombinace je lineární kombinace obraz˘. B
Lineární zobrazení je jednoznaËnÏ urËeno obrazy vektor˘ libovolné báze:

Tvrzení 12.1.1. BuÔte U, V vektorové prostory nad polem P , (u1, . . . , un

) báze U . Pak
pro kaædou n-tici v1, . . . , vn

2 V existuje právÏ jedno lineární zobrazení f : U ! V

takové, æe f(u1) = v1, . . . , f(un

) = v

n

.

D˘kaz. BuÔte v1, . . . , vn

2 V . Pro u 2 U existují x1, . . . , xn

2 P tak, æe u = x1u1+ · · ·+
x

n

u

n

. Poloæme f(u) = x1v1 + · · · + x

n

v

n

. CviËení: ovÏ¯te, æe f(u
i

) = v

i

, f je lineární
a je-li f 0 zobrazení s tÏmito vlastnostmi, potom f

0 = f . ⇤
Tvrzení 12.1.2. BuÔte f : U ! V a g : V ! W lineární zobrazení. Pak g � f : U ! W

je lineární zobrazení.

D˘kaz. BuÔte U, V, W vektorové prostory nad polem P . Pro libovolná u1, u2 2 U máme

(g � f)(u1 + u2) = g(f(u1 + u2)) =

= g(f(u1) + f(u2)) =

= g(f(u1)) + g(f(u2)) =

= (g � f)(u1) + (g � f)(u2).

Pro libovolné u 2 U a p 2 P máme

(g � f)(pu) = g(f(pu)) =

= g(pf(u)) =

= pg(f(u)) =

= p(g � f)(u). ⇤

12.2. Jádro a obraz

Definice. BuÔ f : U ! V lineární zobrazení. OznaËme

Ker f = {u 2 U | f(u) = 0},
Im f = f(U) = {f(u)| u 2 U}.

Ker f se naz˝vá jádro a Im f se naz˝vá obraz lineárního zobrazení f .

Tvrzení 12.2.1. BuÔ f : U ! V lineární zobrazení. Pak
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(1) Ker f je podprostor U ,
(2) Im f je podprostor V .

D˘kaz. (1) (i) 0 2 Ker f , protoæe f(0) = 0, (ii) Nechª a, b 2 Ker f . Pak a + b 2 Ker f ,
protoæe f(a+b) = f(a)+f(b) = 0+0 = 0. (iii) Nechª a 2 Ker f , r 2 P . Pak ra 2 Ker f ,
protoæe f(ra) = rf(a) = r · 0 = 0.
(2) (i) 0 2 Im f , protoæe f(0) = 0, (ii) Nechª a, b 2 Im f , tedy existují c, d 2 U takové,

æe f(c) = a a f(d) = b. Pak a+ b 2 Im f , protoæe f(c + d) = f(c) + f(d) = a+ b. (iii)
Nechª a 2 Im f , r 2 P , tedy existuje b 2 U takové, æe f(b) = a. Pak ra 2 Im f , protoæe
f(rb) = rf(b) = ra. ⇤

CviËení. (1) Pro lineární zobrazení re z p¯íkladu (9) platí:

Im re = R, Ker re = Ri = {ri| r 2 R}.

(2) P¯i rovnobÏæném promítání p : E3 ! E

2 je podprostor Ker p totoæn˝ se smÏrem
promítání, kdeæto Im p = E

2.
(3) P¯i otáËení �

↵

: E2 ! E

2 o úhel ↵ 6= 2k⇡ je Im�

↵

= E

2, zatímco Ker�
↵

je nulov˝
podprostor. B

Tvrzení 12.2.2. BuÔ f : U ! V lineární zobrazení. Pak

(1) f je injektivní právÏ tehdy, kdyæ Ker f = 0,
(2) f je surjektivní právÏ tehdy, kdyæ Im f = V .

D˘kaz. (1) BuÔ f injektivní, buÔ u libovoln˝ prvek z Ker f . Pak f(u) = 0, ale souËasnÏ
f(0) = 0, naËeæ z injektivity u = 0.
Naopak, nechª Ker f = 0 a nechª f(a) = f(b). Pak f(a� b) = f(a)� f(b) = 0, a tedy

a� b 2 Ker f , naËeæ a� b = 0, Ëili a = b.
(2) Z¯ejmé. ⇤

Jsou-li oba prostory U, V koneËnÏrozmÏrné, pak se Ëíslo dimKer f naz˝vá defekt
a Ëíslo dim Im f hodnost lineárního zobrazení. Platí o nich následující tvrzení.

Tvrzení 12.2.3. BuÔte U, V koneËnÏrozmÏrné vektorové prostory a f : U ! V lineární
zobrazení. Pak

dimKer f + dim Im f = dimU.

D˘kaz. OznaËme dimU = n a dimKer f = m. BuÔ (u1, . . . , um

) báze Ker f a doplÚme
ji vektory u

m+1, . . . , un

do báze U .
Potom vektory f(u1), . . . , f(un

) generují f(U) = Im f (ovÏ¯te podrobnÏ), p¯iËemæ
f(u1) = · · · = f(u

m

) = 0 a nulov˝ vektor m˘æeme z mnoæiny generátor˘ bez následk˘
vylouËit. Z˘stane nám tedy mnoæina generátor˘ {f(u

m+1), . . . , f(un

)}.
Ukaæme, æe tato mnoæina je lineárnÏ nezávislá. Nechª

x

m+1f(um+1) + · · ·+ x

n

f(u
n

) = 0.

Potom f(x
m+1um+1 + · · ·+ x

n

u

n

) = 0, Ëili x
m+1um+1 + · · ·+ x

n

u

n

2 Ker f a

x

m+1um+1 + · · ·+ x

n

u

n

= x1u1 + · · ·+ x

m

u

m

pro vhodné koeficienty x1, . . . , xm

. Z lineární nezávislosti mnoæiny {u1, . . . , un

} vypl˝vá,
æe vπechny koeficienty x1, . . . , xn

jsou nulové, zejména x

m+1 = · · · = x

n

= 0 a mnoæina
{f(u

m+1), . . . , f(un

)} je tedy lineárnÏ nezávislá.
Máme tedy bázi podprostoru Im f tvo¯enou n�m vektory, takæe dim Im f = n�m =

dimU � dimKer f . ⇤
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12.3. Izomorfismy

StejnÏ jako u jin˝ch algebraick˝ch struktur, bijektivní homomorfismy se naz˝vají
izomorfismy.

Definice. Izomorfismus vektorov˝ch prostor˘ je bijektivní lineární zobrazení.

Tvrzení 12.3.1. BuÔte f : U ! V lineární zobrazení a (e1, . . . , en

) báze U . Potom
(1) f je injektivní právÏ tehdy, kdyæ mnoæina {f(e1), . . . , f(en

)} je lineárnÏ nezá-
vislá;

(2) f je surjektivní právÏ tehdy, kdyæ vektory f(e1), . . . , f(en

) generují V .

D˘kaz. (1) P¯edpokládejme, æe f je injektivní. Nechª

x1f(e1) + · · ·+ x

n

f(e
n

) = 0.

Potom f(x1e1 + · · · + x

n

e

n

) = 0, tj. x1e1 + · · · + x

n

e

n

2 Ker f . Z injektivnosti f

podle Tvrzení 12.2.2 vypl˝vá, æe x1e1+ · · ·+x

n

e

n

= 0, a z lineární nezávislosti mnoæiny
{e1, . . . , en

} vypl˝vá, æe x1 = · · · = x

n

= 0. Tedy, mnoæina {f(e1), . . . , f(en

)} je lineárnÏ
nezávislá.
P¯edpokládejme, æe mnoæina {f(e1), . . . , f(en

)} je lineárnÏ nezávislá a f(u1) = f(u2)
pro nÏjaké u1, u2 2 U . Tedy u1 = x1e1 + · · ·+ x

n

e

n

, u2 = y1e1 + · · ·+ y

n

e

n

a

0 = f(u1)� f(u2) = x1f(e1) + · · ·+ x

n

f(e
n

)� y1f(e1)� · · ·� y

n

f(e
n

) =

= (x1 � y1)f(e1) + · · ·+ (x
n

� y

n

)f(e
n

).

Z lineární nezávislosti mnoæiny {f(e1), . . . , f(en

)} dostaneme x1�y1 = · · · = x

n

�y

n

= 0,
Ëili x1 = y1, . . . , xn

= y

n

. Takæe u1 = u2 a f je injektivní.
(2) CviËení. ⇤

D˘sledek. BuÔte f : U ! V lineární zobrazení a (e1, . . . , en

) báze U . Potom f je
izomorfismus právÏ tehdy, kdyæ {f(e1), . . . , f(en

)} je báze V .

Tvrzení 12.3.2. BuÔ f : U ! V izomorfismus. Pak f

�1 : V ! U je také izomorfismus.

D˘kaz. Zobrazení f je bijektivní, takæe k nÏmu existuje inverzní zobrazení f

�1, a to
je také bijektivní. Zb˝vá dokázat, æe je lineární. BuÔte v1, v2 2 V . Díky bijektivnosti
zobrazení f existují u1, u2 2 U takové, æe f(u1) = v1 a f(u2) = v2. Potom

f

�1(v1 + v2) = f

�1(f(u1) + f(u2)) =

= f

�1(f(u1 + u2)) =

= u1 + u2 =

= f

�1(v1) + f

�1(v2).

D˘kaz homogenity necháme jako cviËení. ⇤
Definice. Vektorové prostory, mezi nimiæ existuje izomorfismus, se naz˝vají izomorfní.
Zapisujeme U

⇠= V .

CviËení. Dokaæte, æe relace „b˝t izomorfníˇ je relace ekvivalence (reflexivní, symet-
rická, tranzitivní). B
CviËení. (1) Homotetie f

c

: a 7! ca z p¯íkladu (3) je izomorfismus právÏ tehdy, kdyæ
c 6= 0.
(2) Homomorfismus z 7! z

⇤ z p¯íkladu (8) je izomorfismus C ⇠= C.
(3) Homomorfismus re z p¯íkladu (9) není izomorfismus (není injektivní).
(4) OtáËení je izomorfismus. RovnobÏæné promítání E3 ! E

2 není izomorfismus. B
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CviËení. BuÔ f : U ! V izomorfismus koneËnÏrozmÏrn˝ch prostor˘. Jestliæe (u1, . . . , un

)
je báze prostoru U , pak (f(u1), . . . , f(un

)) je báze prostoru V . Dokaæte. Totéæ pro mno-
æiny generátor˘, resp. lineárnÏ nezávislé mnoæiny. B
Izomorfní prostory se z hlediska lineární algebry liπí jen v oznaËení prvk˘ a operací,

není mezi nimi æádn˝ rozdíl odhaliteln˝ prost¯edky lineární algebry.
V koneËnÏrozmÏrném p¯ípadÏ je situace obzvláπª p¯íjemná: kaæd˝ prostor je izomorfní

s nÏkter˝m prostorem P

n.

Tvrzení 12.3.3. Kaæd˝ koneËnÏrozmÏrn˝ vektorov˝ prostor U nad polem P je izo-
morfní s prostorem P

dimU .

D˘kaz. Zobrazení U ! P

dimU , které vektor˘m p¯i¯azuje jejich sou¯adnice vzhledem
k pevnÏ zvolené bázi, je izomorfismus (ovÏ¯te podrobnÏ). ⇤
PoËítání se sou¯adnicemi vektor˘ z U je tedy poËítání v izomorfním prostoru P

dimU .
Na druhé stranÏ, tento izomorfismus závisí na volbÏ báze, a to je d˘vod, proË není
vhodné prostory U a P

dimU ztotoæÚovat.

Tvrzení 12.3.4. KoneËnÏrozmÏrné vektorové prostory jsou izomorfní právÏ tehdy, kdyæ
mají stejnou dimenzi.

D˘kaz. BuÔ f : U ! V izomorfismus (mimo jiné, tedy injekce a surjekce). Podle Tvr-
zení 12.2.2 máme dimKer f = 0 a dim Im f = dimV , a proto díky Tvrzení 12.2.3
dimU = dimKer f + dim Im f = dimV .
Jestliæe dimU = dimV , pak U

⇠= P

dimU = P

dimV ⇠= V . ⇤

12.4. P¯ímé souËty vektorov˝ch (pod)prostor˘

Uæ známe p¯ím˝ souËet prostor˘ a p¯ím˝ souËet podprostor˘. Jsou-li U1, . . . , Un

podprostory vektorového prostoru U , pak mohou existovat dva r˘zné p¯ímé souËty,
U1+̇ . . . +̇U

n

a U1� · · ·�U

n

. První z nich je podprostor prostoru U , kdeæto druh˝ není.
NicménÏ, podle následujícího tvrzení tyto p¯ímé souËty jsou izomorfní.

Tvrzení 12.4.1. BuÔte U1, . . . , Un

podprostory koneËnÏrozmÏrného vektorového pro-
storu U . Pak následující v˝roky jsou ekvivalentní:
(1) souËet U1 + · · ·+ U

n

je p¯ím˝;
(2) U1 + · · ·+ U

n

⇠= U1 � · · ·� U

n

.

D˘kaz. P¯edpokládejme, æe souËet U1 + · · · + U

n

je p¯ím .̋ BuÔ p : U1 � · · · � U

n

!
U1 + · · · + U

n

, (u1, . . . , un

) 7! u1 + · · · + u

n

. Zobrazení p je lineární (cviËení). Jelikoæ
souËet U1+ · · ·+U

n

je p¯ím ,̋ kaædé u 2 U1+ · · ·+U

n

lze zapsat právÏ jedním zp˘sobem
jako u = u1 + · · · + u

n

, kde u

i

2 U

i

pro kaædé i = 1, . . . , n. M˘æeme tedy definovat
zobrazení U1 + · · · + U

n

! U1 � · · · � U

n

, u 7! (u1, . . . , un

). Toto zobrazení je inverzní
k p, tudíæ p je bijekce, a tedy izomorfismus.
P¯edpokládejme, æe U1 + · · · + U

n

⇠= U1 � · · · � U

n

. Potom dim(U1 + · · · + U

n

) =
dim(U1� · · ·�U

n

) = dimU1+ · · ·+dimU

n

a podle Tvrzení 11.3.3 souËet U1+ · · ·+U

n

je p¯ím .̋ ⇤
CviËení. Dokaæte, æe zobrazení p z p¯edchozího d˘kazu je lineární. B
CviËení. Pro kaædé i = 1, . . . , n zobrazení ⇡

i

: U1 � · · · � U

n

! U

i

zadané p¯edpisem
(u1, . . . , un

) 7! u

i

se naz˝vá i-tá projekce.
Pro kaædé i = 1, . . . , n zobrazení ◆

i

: U
i

! U1 � · · · � U

n

zadané p¯edpisem u 7!
(0, . . . , 0, u, 0, . . . , 0), kde u stojí na i-tém místÏ, se naz˝vá vloæení i-tého sËítance.
Ukaæte, æe projekce ⇡

i

a vloæení ◆
i

jsou lineární zobrazení. SpoËtÏte ⇡

i

� ◆

j

. B


