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5. prednéska, 23. 3. 2021

11.4. Popis podprostoru P" homogennimi soustavami
Kazdy podprostor prostoru P” je mnozina vSech reseni homogenni soustavy lineadrnich
rovnic.

Tvrzeni 11.4.1. KaZdyj podprostor U C P™ je mnoZina vSech TeSeni homogenni sou-
stavy Az = 0, kde A je vhodnd matice typu m X n, pricemz m =n — dimU.

Diikaz. Podprostor U je koneénérozmérny, necht U = [uvy, ..., vg]. Je tfeba najit matici
A takovou, ze U je mnozina vSech feSeni soustavy Ax = 0. Matice A tedy musi mit n
sloupcti a mé platit

Av; =0 prokazdéi=1,...,k,
coz je totéz jako
AV =0,

kde V' je matice s k sloupci vy, ...,v;. Transponujeme-li na obou stranach, obdrzime
ekvivalentni rovnici

VTAT =0.
Radky hledané matice A tedy mitizeme ziskat jako néjaky fundamentalni systém Feseni
homogenni soustavy

VTa=0, kdea jen-tice (sloupec) neznamych.

OznaCme =4, resp. Zy7 prostor vSech feseni homogenni soustavy Ax = 0, resp.
VTa = 0. Mame v; € 4, odkud [vy,...,v;] C Ea. Pfitom plati dim=4 = n —rank A =
n—dimZyr =n— (n—rank V') = rank V' = dim[oy, ..., v;]. Tudiz, E4 = U. O

P¥iklad. Bud U = [(1,0,2)] C R3. Najdeme soustavu rovnic, jejiz mnozina vSech fesent
je prave U.
Podle dtikazu piedchoziho tvrzeni je tfeba vyfesit soustavu V'a = 0, tedy rovnici
1-a'+0-a>+2-a®*=0.

2 a? jsou parametry. Obecné feseni tedy je

a1:—2-t2, a2:t1, ad =12

Neznamé a! je hlavni, neznamé a

a vhodnymi volbami parametri dostaneme fundamentalni systém feSeni
(0,1,0), (-2,0,1).

Tudiz, matice hledané homogenni soustavy je

010
A:<—201>' "

Neni obtizné najit soucet podprostort zadanych generatory, resp. prinik podprostort
zadanych homogennimi soustavami rovnic:
CviCeni. [uy,...,v] + [wit1, .- un] = [ur, ..., 05 wig1, .oy up]. >
Cvieni. {z| Az =0} N{z| A"z =0} = {z| Az =0}, kde

A/
A= (4). .

Protoze zadani podprostoru generatory umime prevadét na zadani homogenni sou-
stavou rovnic a naopak, umime najit i soucet podprostori zadanych homogennimi sou-
stavami rovnic, resp. prunik podprostort zadanych generatory.
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12. LINEARNI ZOBRAZENI

12.1. Definice, priklady

Definice. Budte U,V vektorové prostory nad polem P. Zobrazeni f: U — V se na-
zyva linedrni, presnéji linedrni nad polem P, nebo homomorfismus vektorovich prostorii,
jestlize pro kazdé vektory u,ui,us € U a kazdy skalar p € P plati

(1) f(ur +u2) = f(ur) + f(u2) (aditivita)
(i) f(pu) = pf(u). (homogenita)

Piiklad. (1) Identické zobrazeniid: U — U, id(a) = a, je linearni.

(2) Nulové zobrazeni 0: U — U, 0(a) = 0, je linearni.

(3) Naésobeni skalarem ¢ € P: Zobrazeni f.: U — U, f.(a) = ca, je linedrni. Nazyva
se homotetie. VSimnéte si, ze pfedchozi dva priklady jsou specidlni ptipady pro ¢ = 1,
resp. ¢ = 0.

(4) Zobrazeni f: R — R je linedrni nad R pravé tehdy, kdyz existuje skalar ¢ € R
takovy, ze f(a) = ca. Dokazte. Néavod: Polozte ¢ = f(1).

(5) Zobrazeni f: R® — R2, (z,y,2) — (3x + 2y + 2,z — %), je linedrni. Ovéite.

(6) Zobrazeni f: R? — R%, (z,y) — (z +y,z,x — y,9y), je linedrni. Ovéite.

(7) Bud A matice typu m x n nad polem P. Necht f4: P — P™ je zobrazeni takové,
7e fa(r) = Ax (piesndji tedy fa: Pt — P™*1) Cili, obraz n-tice x = (x!,...,2") je

linedrni kombinace sloupctt matice A s koeficienty z!,..., 2",

falz) = 2t A + 22AS + - + 2" A,

Potom f4 je linearni zobrazeni.

(8) Zobrazeni C — C, z — z*, kde z* je ¢islo komplexné sdruzené k ¢islu z € C, je
lineadrni zobrazeni vektorovych prostorii nad R. Toto zobrazeni neni linedrni zobrazeni
nad C. Ovéfte.

(9) Zobrazenire: C — R, z > rez = 1 (2+2*) (redlnd &ast &isla ) je linedrni zobrazenf
vektorovych prostori nad R.
(10) Je-li U C V podprostor, pak vlozeni (y: U — V, 1y(u) = u, je linedrni zobrazeni.
(11) Otéceni. Pti otaceni Eukleidovské roviny kolem pevného bodu o tihel « se vSechny
vektory otaceji o tyz tihel v, nezavisle na jejich umisténi. Vznika zobrazeni ¢, : E? — E2.
Otéaceni prevadi soucet vektori na soucet vektorti a podobné c-nésobek vektoru na c-
nasobek vektoru. Naptiklad aditivita se velmi ndzorné ovéii poukazem na to, Ze otacenim
kolem vrcholu se rovnobéznik pfevadi v rovnobéznik a délka jeho stran a tthlopiicek se
pritom neméni.
Podobné otaceni kolem pevné osy v trojrozmérném Eukleidovském prostoru predsta-
vuje linearni zobrazeni vektortt £3 — E3.

(12) Rotace E3 — E3.

(13) Rovnobézné promitani. Promitani Eukleidovského prostoru E% do 2-rozmérného

podprostoru (primétny) R ve zvoleném sméru L je zobrazeni E® — R. Smérem se

rozumi libovolny 1-rozmérny podprostor L takovy, ze E3 = L+R. Priimét do roviny R

je s¢itanec xg v (jednoznacném) vyjadieni x = xy + g, kde 7, € L a xp € R.
Promitani p: E® — R je linearni zobrazeni. Aditivita se projevuje v tom, Ze priimétem

rovnobéZnika je rovnobéznik.

(14) Projekce na piimku L prochazejici po¢atkem E? — L.

(15) Osova soumérnost podle piimky prochazejici poc¢atkem, E? — E? i E3 — E3.
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(16) Zobrazeni U — PY™U piifazujici vektortim jejich soufadnice vzhledem ke zvolené
bazi, viz Tvrzeni 10.4.3.

(17) Zobrazeni P™*" — P, A~ tr A, piifazujici matici A typu n x n nad polem P jeji
stopu tr A = >, A? (soucet prvki na diagonale).

(18) Zobrazeni P[z] — P[x], kde P[x] je prostor polynomu, pfifazujici polynomu jeho
derivaci. Derivace muze byt naptiklad i zobrazeni P,[x] — P,_1[x], nebo zobrazeni
z prostoru diferencovatelnych funkci do prostoru vSech funkci.

(19) Zobrazeni z prostoru vsech integrovatelnych funkci na uzavieném intervalu do R
prifazujici funkci jeji urcity integral. |
Cviceni. Ukazte, ze linedrni zobrazeni U — V je homomorfismus abelovskych grup
(U, +,0,=) = (V. +,0,—). Specidlng, f(0) =0, f(—a) = —f(a). >

Cviceni. Bud f: U — V linedrni zobrazeni. Matematickou indukci ukazte, Ze pro
libovolné n € N, uy,...,u, € U a skalary py,...,p, plati

f(plul + - +pnun) = plf(ul) + - +pnf(un)7

tedy obraz linearni kombinace je linearni kombinace obrazi. >
Linearni zobrazeni je jednoznacné urceno obrazy vektort libovolné baze:

Tvrzeni 12.1.1. Budte U,V vektorové prostory nad polem P, (u1,...,u,) bdze U. Pak
pro kaZdou n-tici vi,...,v, € V existuje prdvé jedno linedrni zobrazeni f: U — V
takové, Ze f(uy) =v1,..., f(uy) = vy.

Diikaz. Budte vy,...,v, € V.Prou € U existuji z1,...,x, € P tak, ze u = zyuy +-- -+
ZTply. Polozme f(u) = zqv; + -+ - + x,v,. Cviceni: ovéite, ze f(u;) = v;, f je linearni
a je-li f’ zobrazeni s témito vlastnostmi, potom [’ = f. O

Tvrzeni 12.1.2. Budte f: U —V ag: V — W linedrni zobrazeni. Pak go f: U — W
je linedrni zobrazend.

Diikaz. Budte U, V, W vektorové prostory nad polem P. Pro libovolné w1, us € U mame

(go f)(ur +u2) = g(f(ur +u2)) =
= g(f(u1) + f(u2)) =
= g(f(u1)) + 9(f(u2)) =
= (g0 f)(u1) + (g o f)(u2).
Pro libovolné u € U a p € P mame
(go f)pu) = g(f(pu)) =
= g(pf(u)
= pg(f(u)
=p(go f)

)=
)
(u). O

12.2. Jadro a obraz

Definice. Bud f: U — V linearni zobrazeni. Oznacme
Ker f = {u € U] f(u) = 0},
Im f = f(U) = {f(u)| u e U}.
Ker f se nazyva jddro a Im f se nazyva obraz lineadrniho zobrazeni f.

Tvrzeni 12.2.1. Bud f: U — V linedarni zobrazeni. Pak
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(1) Ker f je podprostor U,
(2) Im f je podprostor V.

Dikaz. (1) (i) 0 € Ker f, protoze f(0) = 0, (ii) Necht a,b € Ker f. Pak a + b € Ker f,
protoze f(a+b) = f(a)+ f(b) =040 = 0. (iii) Necht a € Ker f, r € P. Pak ra € Ker f,
protoze f(ra) =rf(a)=r-0=0.

(2) (i) 0 € Im f, protoze f(0) = 0, (ii) Necht a,b € Im f, tedy existuji ¢,d € U takové,
ze f(c)=aa f(d) =0b. Pak a+b € Im f, protoze f(c+d) = f(c)+ f(d) = a + b. (iii)
Necht a € Im f, r € P, tedy existuje b € U takové, ze f(b) = a. Pak ra € Im f, protoze
f(rb) =rf(b) =ra. O

Cviceni. (1) Pro linearni zobrazeni re z ptikladu (9) plati:
Imre = R, Kerre = Ri = {ri| r € R}.

(2) Pfi rovnobé&zném promiténi p: E3 — E? je podprostor Ker p totozny se smérem
promitani, kdezto Imp = E2.

(3) Pii otaceni ¢n: E? — E? o thel a # 2k7 je Im ¢, = E?, zatimco Ker ¢,, je nulovy
podprostor. >

Tvrzeni 12.2.2. Bud f: U — V linedarni zobrazeni. Pak

(1) f je injektivni pravé tehdy, kdyz Ker f =0,
(2) f je surjektivni pravé tehdy, kdyzIm f = V.

Diikaz. (1) Bud f injektivni, bud u libovolny prvek z Ker f. Pak f(u) = 0, ale soucasné
f(0) =0, nacez z injektivity u = 0.

Naopak, necht Ker f = 0 a necht f(a) = f(b). Pak f(a—b) = f(a)— f(b) =0, a tedy
a—beKerf,nateza—b=0,¢lia=h.

(2) Ziejmé. O

Jsou-li oba prostory U,V kone¢nérozmérné, pak se ¢islo dim Ker f nazyva defekt
a Cislo dim Im f hodnost linearniho zobrazeni. Plati o nich néasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 12.2.3. Budte U,V konecnérozmeérné vektorové prostory a f: U — V linedrni
zobrazent. Pak

dimKer f + dimIm f = dim U.

Dikaz. Oznaéme dimU = n a dimKer f = m. Bud (uq,...,u,,) baze Ker f a dopliime
ji vektory wm41, ..., u, do baze U.

Potom vektory f(u1),...,f(u,) generuji f(U) = Im f (ovéfte podrobné), pfic¢emz
f(u1) =--- = f(um) = 0 a nulovy vektor mizeme z mnoziny generatori bez nasledku
vylou¢it. Zustane nam tedy mnozina generatoru {f(um+1),.-., f(un)}.

Ukazme, Ze tato mnozina je linedrné nezévisla. Necht

xm—&-lf(um—i-l) + -+ xnf(un) =0.
Potom f(Zpmi1tUmt1 + -+ + Tnpuy) = 0, Cl Zppp1tme1 + -+ + zpu, € Ker f a

Tp+1Um+1 + -+ Tply = T1UL + -+ + Ty,

pro vhodné koeficienty x1, . .., Z;,. Z linedrni nezavislosti mnoziny {uq, ..., u,} vyplyva,
ze vSechny koeficienty z1, ..., z, jsou nulové, zejména x,,+1 = --- = x, = 0 a mnozina
{f(Um+1)s---, f(un)} je tedy linedrné nezéavisla.

Méame tedy bazi podprostoru Im f tvofenou n —m vektory, takze dimIm f = n—m =

dim U — dim Ker f. O
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12.3. Izomorfismy

Stejné jako u jinych algebraickych struktur, bijektivni homomorfismy se nazjvaji
izomorfismy.

Definice. Izomorfismus vektorovych prostoru je bijektivni linedrni zobrazeni.

Tvrzeni 12.3.1. Budte f: U — V linedrni zobrazeni a (e1, ... ,e,) bdze U. Potom
(1) f je injektivni pravé tehdy, kdyz mnozZina {f(e1),..., f(en)} je linedrné nezd-
visld;

(2) f je surjektivni pravé tehdy, kdyz vektory f(ei1),..., f(en) generuji V.
Dikaz. (1) Predpoklddejme, ze f je injektivni. Necht
xlf(el) +- xnf(en) = 0.

Potom f(zie; + -+ + xne,) = 0, tj. z1e1 + -+ + zpe, € Ker f. Z injektivnosti f
podle Tvrzeni 12.2.2 vyplyva, ze x1e1 +- - - +xpe, = 0, a z linedrni nezavislosti mnoziny

{e1,...,en} vyplyva, ze x1 = - - - = x,, = 0. Tedy, mnozina {f(e1), ..., f(en)} je linedrné
nezavisla.

Pfedpokladejme, ze mnozina { f(ey), ..., f(en)} je linedrné nezavisla a f(u1) = f(u2)
pro n&jaké uy,ug € U. Tedy uy = w11+ -+ + Tpen, ug = y1€1 + -+ + yney a

0= f(u1) = f(uz) = 21f(e1) + -+ +xnflen) —yrfler) — - —ynflen) =
= (‘rl - yl)f(el) +oot (xn - yn)f(en)

Z linearni nezavislosti mnoziny {f(e1), ..., f(en)} dostaneme z1—y; = - -+ = x,,—y, = 0,
¢ili x1 =y1,...,Tn = Yn. Takze u; = us a f je injektivni.

(2) Cviceni. O

Dausledek. Budte f: U — V linedrni zobrazeni a (e1,...,e,) bdze U. Potom f je
izomorfismus pravé tehdy, kdyz {f(e1),..., f(en)} je baze V.

Tvrzeni 12.3.2. Bud f: U — V izomorfismus. Pak f~1: V — U je také izomorfismus.

Diikaz. Zobrazeni f je bijektivni, takZe k nému existuje inverzni zobrazeni f~!, a to
je také bijektivni. Zbyva dokézat, Ze je linearni. Budte v1, v € V. Diky bijektivnosti
zobrazeni f existuji u,us € U takové, ze f(ui) =v1 a f(u2) = va. Potom
FH o1 +09) = FH(f(w) + f(ug)) =
= [N (f (w4 u2)) =
= ul + U2 =
= 7N v1) + f 7 (va)
Dtikaz homogenity nechame jako cviceni. O

Definice. Vektorové prostory, mezi nimiz existuje izomorfismus, se nazyvaji izomorfni.
Zapisujeme U = V.

Cviceni. Dokazte, ze relace ,byt izomorfni“ je relace ekvivalence (reflexivni, symet-
rickd, tranzitivni). >

Cviceni. (1) Homotetie f.: a — ca z ptikladu (3) je izomorfismus pravé tehdy, kdyz
c# 0.

(2) Homomorfismus z — z* z piikladu (8) je izomorfismus C = C.

(3) Homomorfismus re z prikladu (9) neni izomorfismus (neni injektivni).

(4) Otaceni je izomorfismus. Rovnobézné promitani £ — E? neni izomorfismus. >
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Cviceni. Bud f: U — V izomorfismus kone¢nérozmérnych prostort. Jestlize (u, .. ., uy,)
je baze prostoru U, pak (f(u1),..., f(u,)) je baze prostoru V. Dokazte. Totéz pro mno-
Ziny generatori, resp. linedrné nezavislé mnoziny. >

Izomorfni prostory se z hlediska linearni algebry lisi jen v oznaceni prvki a operaci,
neni mezi nimi zadny rozdil odhalitelny prostfedky linearni algebry.

V kone¢nérozmérném piipadé je situace obzvlast piijemna: kazdy prostor je izomorfni
s nékterym prostorem P".

Tvrzeni 12.3.3. KaZdy konecnérozmérny vektorovy prostor U nad polem P je izo-
morfni s prostorem PV,

Diikaz. Zobrazeni U — PYmU | které vektortim piifazuje jejich soufadnice vzhledem
k pevné zvolené bazi, je izomorfismus (ovéfte podrobné). O

Poéitani se soufadnicemi vektort z U je tedy poéitani v izomorfnim prostoru P4V,
Na druhé strané, tento izomorfismus zavisi na volbé baze, a to je divod, pro¢ neni
vhodné prostory U a PI™U ztotoziiovat.

Tvrzeni 12.3.4. Konecnérozmeérné vektorové prostory jsou izomorfni pravé tehdy, kdyz
maji stejnou dimenzi.

Dikaz. Bud f: U — V izomorfismus (mimo jiné, tedy injekce a surjekce). Podle Tvr-
zeni 12.2.2 mame dimKer f = 0 a dimIm f = dimV, a proto diky Tvrzeni 12.2.3
dimU = dimKer f + dimIm f =dim V.

Jestlize dim U = dim V, pak U = pdimU — pdimV ~ y/, O

12.4. Pfimé soucty vektorovych (pod)prostoru

Uz znédme piimy soucet prostorti a piimy soucet podprostord. Jsou-li Ui,...,U,
podprostory vektorového prostoru U, pak mohou existovat dva rtzné pifimé soucty,
Ui+...4U, aU; @®---®U,. Prvni z nich je podprostor prostoru U, kdezto druhy neni.
Nicméné, podle néasledujiciho tvrzeni tyto pfimé soucty jsou izomorfni.

Tvrzeni 12.4.1. Budte Uy, ...,U, podprostory konecnérozmérného vektorového pro-
storu U. Pak nasledujict vyroky jsou ekvivalentni:

(1) soucet Uy + - -- + Uy, je primy;

@) Ui+ + U, 201 @ ©U,.

Diikaz. Piedpokladejme, Ze soucet Uy + --- + U, je pfimy. Bud p: U1 & --- ® U, —
U+ -+ Uy, (u1,...,up) — u1 + - -+ + uy. Zobrazeni p je linedrni (cviceni). Jelikoz
soucet Uy +- - -+ U, je ptimy, kazdé u € Uy +- - - + U, 1ze zapsat pravé jednim zptisobem
jako u = u1 + -+ + up, kde u; € U; pro kazdé i = 1,...,n. Muzeme tedy definovat
zobrazeni Uy + -+ + U, - U1 @ ---®U,, u+— (u,...,u,). Toto zobrazeni je inverzni
k p, tudiz p je bijekce, a tedy izomorfismus.

Pfedpokladejme, 7e Uy + -+ U, 2 Uy @& - -+ ® Uy,. Potom dim(U; + --- + U,) =
dim(U1&---®U,) =dimU; + - - -+ dim U, a podle Tvrzeni 11.3.3 soucet Uy +---+ U,
je primy. O
Cviceni. Dokazte, Ze zobrazeni p z predchoziho dikazu je linedrni. >

Cviceni. Pro kazdé i = 1,...,n zobrazeni m;: Uy & --- ® U, — U; zadané predpisem
(u1,...,up) — u; se nazyva i-ta projekce.
Pro kazdé ¢« = 1,...,n zobrazeni ¢;: U; — Uy & --- @ U, zadané predpisem u —
(0,...,0,u,0,...,0), kde u stoji na i-tém misté, se nazyva vlozeni i-tého scitance.
Ukazte, ze projekce m; a vlozeni ¢; jsou linearni zobrazeni. Spoctéte m; o ¢;. >



