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4. prednéska, 16. 3. 2021

10.5. PFfimy soucet vektorovych prostoru
Definice. Budte V4,...,V, vektorové prostory nad polem P. Na kartézském soucinu
Vi x -+ x V, zavedme s¢itani a ndsobeni skalarem predpisem

(U, .oy up) + (V1. 0n) = (U1 + 01,00y Uy + Vy),

p(ut, ... upn) = (pui,...,puy)

pro libovolné (ui,...,uy), (v1,...,v,) € Vi X --- XV, ap € P.
Na V; x --- x V,, tak dostaneme strukturu vektorového prostoru nad polem P, ktery
se znaci V1 & --- @ V,, a nazyva se primy soucet vektorovych prostort V..., V.

Cviceni. Ovéite, ze V1 @ --- ® V,, je vektorovy prostor. >
Tvrzeni 10.5.1. Budte V1, ..., V, konecnérozmérné vektoroveé prostory. Pak
dm(Vi@---aV,) = dimV1 <o+ dim V.
Diikaz. Pro kazdé i necht (ef,..., €, ) je baze Vi. Potom
((e1,0,...,0),...,(el ,0,...,0),

mi?

(0,€3,0,...,0),...,(0,€2,,0,...,0),
0,...,0,€7),...,(0,...,0,ep, ))
je baze Vi @ --- @V, (cviceni). O
Piiklad. Bud V; = R a V5 = R2. Potom V; x V5 je mnozina R x R? uspofadanych dvojic
(,y), kde x € Ray = (y1,y2) € R?, tedy R x R? = {(z, (y1,%2))| z € R, (y1,92) € R?}.
Napriiklad

(1,(2,3) +(2,(1,-1)) = 1 +2,(2,3) + (1, -1)) = (3,(3,2)),

3-(2,(1,4)) = (3-2,3-(1,4)) = (6,(3,12)).
Bud e! = (1) baze R a bud e? = (2, e2) = ((1,0), (0,1)) baze R2. Potom trojice

((6 70)7 (07 61)7 (07 62)) = (( ) (070))7 (07 (17 0))7 (07 (07 1)))
je baze RO R? a dim(R ® R?) = 3 = dimR + dimR? = 1 + 2. [ |
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11. VEKTOROVE PODPROSTORY

11.1. Definice, priklady, zakladni vlastnosti

Definice. Budte V' vektorovy prostor nad polem P a U C V. U je vektorovy podprostor,
jestlize plati
(i) 0 e U;
(ii) w1 4+ ug € U pro kazdé uy,ug € U (uzavienost na s¢iténi);
(iii) pu € U pro kazdé u € U a kazdé p € P (uzavienost na nasobeni skalarem).

Podle (iii) pro kazdy vektor u € U mame —u = (—1) -u € U, ¢ili s kazdym vektorem
lezi v U i vektor k nému opaé¢ny. To spolu s (i) a (ii) znamend, Ze podprostor je podgrupa
abelovské grupy (V,+,0, —).

Axiomy vektorového prostoru jsou splnény na V' a tim spiSe na U (cvifeni). Tudiz,
podobné jako u ostatnich algebraickych podstruktur, podprostor je sdm téz vektorovym
prostorem.

Priklad. (1) V kazdém vektorovém prostoru je nulovy podprostor obsahujici jen nu-
lovy vektor.

(2) Kazdy prostor je sdm svym podprostorem.

(3) R je podprostorem vektorového prostoru C nad polem R (ovéfte).

(4) {(a,0)| a € R} je podprostor vektorového prostoru R? nad polem R (ovéite).

(5) Mnozina vSech feSeni homogenni soustavy linedrnich rovnic o n nezndmych nad
polem P je podprostor P™. |

Mnoho dalsich prikladt mutzeme ziskat jako linearni obaly.

Tvrzeni 11.1.1. Bud W podmnoZina vektorového prostoru V nad polem P. Pak plati:

(1) [W] je podprostor prostoru V.
(2) Je-li U podprostor V' obsahugici W, pak [W] C U.

Dikaz. (1) Ukdzeme, ze mnozina [W] splituje podminky (i)—(iii) z definice vektorového
podprostoru. Podminka (i): Pro libovolny vektor v € W je 0 = Ov € [W]. Podminka
(ii): Jsou-li w,v € [W], potom u = xuj +- - -+ TpUpm a v = Y101 + - - - + YUy, pro néjaké
zi,Yj € Pyuj,v; € Wam,n €N. Tedy u+v =z1u1 + -+ Ty + Y101+ - +YnUpn €
[W]. Podminka (iii): Cvi¢eni.

(2) Bud w € [W], tedy w = zqw; + - - - + x,wy, pro néjaké x; € P, w; € W an € N.
Jelikoz W C U, v8echny vektory w; jsou prvky U, a jelikoz U je vektorovy podprostor,
tedy uzavieny na nasobeni skaldrem a s¢itani vektorta, w € [W]. O

Tudiz, [W] je nejmensi podprostor prostoru V obsahujici mnozinu W.

Tvrzeni 11.1.2. Libovolny podprostor konecnérozmérného vektorového prostoru je ko-
necnérozmerny.

Diikaz. Bud V' kone¢nérozmérny prostor, dimV = n, bud U C V podprostor. Zkon-
struujeme bazi postupem, ktery jsme pouzili pfi dopliovani linearné nezavislé mnoziny
vektori do baze v dikazu druhého Dtsledku Tvrzeni 10.3.3.
0-ty krok: Je-li U nulovy prostor, jsme hotovi (U je 0-rozmérny).
1-ni krok: Kdyz U # {0}, pak existuje vektor u; € U \ {0}. Je-li U = [u1], pak jsme
hotovi (U je 1-rozmérny).
k-ty krok: Kdyz U # [ui,...,ur—1], pak existuje vektor uy € U\ Jui, ..., ux_1]. Je-li
U = [us,...,ux], pak jsme hotovi (U je k-rozmérny).
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Mnozina {uq,...,ux} je linedrné nezavisld, protoze zadny z jejich vektord neni linearni
kombinaci pfedchozich (podle konstrukce w; ¢ [ui,...,u;—1]). Podle Tvrzeni 10.2.5
linedrné nezavisla mnozina nemad vice prvki nez mnozina generatori, takze pro néjaké
m < n dostaneme U = [ui, ..., Up]. O

Dusledek. Vektorovy prostor, ktery md nekonecnérozmérny podprostor, je nekonecéné-
T0ZMETNY.

Priklad. Prostor C"R vsech funkci R — R, spojitych se vSemi derivacemi az do fadu
r véetné, je nekone¢nérozmérny, protoze obsahuje podprostor polynomi R[z], ktery je
nekonecnérozmérny. [ |

Tvrzeni 11.1.3. Bud V koneénérozmérny vektorovy prostor, bud U jeho podprostor.
Jestlize dimU = dimV, pak U = V.

Dikaz. Bud (uy,...,u,) libovolna baze U. Predpoklddejme, ze U # V, tedy Ze existuje
vektor v € V\U. V prostoru V' tak mame (n+ 1)-prvkovou linedrné nezavislou mnozinu

vektort {ui,...,un,v} (Z4&dny z nich neni linedrni kombinaci pfedchozich: vektory wu;
protoze jsou bazové, vektor v proto, ze jinak by lezel v U). Tedy dimV >n+1>n =
dimU. ]

Priklad. (1) Podprostory R.
(2) Podprostory R2.
(3) Podprostory R3. [ ]

11.2. Prunik a soucet podprostoru

Tvrzeni 11.2.1. Budte Uy, Us podprostory V. Pak Uy NUs je podprostor V.

Dikaz. Ukézeme, ze mnozina Uy N Uz spliiuje podminky (i)—(iii) z definice vektorového
podprostoru. Podminka (i): 0 € Uy NUy, protoze 0 € Uy a 0 € Uy. Podminka (ii): Necht
uy,ug € Uy NUs. Pak uy,us € Uy, takze uy + ug € Uy, a zaroven uy,us € Us, takze
u1 + ug € Us. Tudiz, uy + ug € Uy N Us. Podminka (iii): Cviceni. O

Cviceni. Prinik libovolného systému podprostori je podprostor. >
Definice. Budte U, U podprostory V. Oznacme

U + Uy = {ug + ua| ug € Uy, uz € Ua}.
Mnozina Uy + Uy se nazyva soucet podprostora U; + Us.

Prvky mnoziny U; + Uy jsou vSechny vektory v € V, pro néz existuje vyjadieni
v =uy + us, kde u; € Uy a ug € Us.

Tvrzeni 11.2.2. Budte Uy, Us podprostory V. Pak Uy + Uy je podprostor V.

Dikaz. Ukézeme, ze mnozina Uy + Us spliiuje podminky (i)—(iii) z definice vektorového
podprostoru. Podminka (i): 0 =04 0 € Uy 4+ U, kde 0 € Uy a 0 € Us. Podminka (ii):
Necht u,v € Uy +Us. Pak u = w1 +ug a v = vy + vg, kde uy,v1 € Uy, ug, vy € Us, nacez
u+v = up +ug+v1 +v2 = (u1 +v1) + (ug +v2) € Up + Us. Podminka (iii): Cviceni. O

Cviceni. Dokazte, ze (1) Uy,Us C Uy + Us.

(2) Je-li U podprostor ve V takovy, ze Uy CU a Uy C U, pak Uy + Uy C U.

Navod: (1) Je-li uy € U; libovolny prvek, pak u; = u; + 0 € Uy + Us.

(2) Bud uy + ug obecny vektor z Uy + Uy, uy € Uy, ug € Us. Protoze Uy, Uy C U,
mame uq,us € U, nacez u; + ug € U.
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Mnozina S(V') vSech podprostort vektorového prostoru V je usporadana inkluzi C.
Z dokazanych tvrzeni o primicich a sou¢tech podprostorii plyne, Ze mnozina S(V') je sva-
zové usporadana, pri¢emz infimem je prinik a supremem je soucet podprostori. Tudiz,
(S(V),N,+) je svaz. Tento svaz neni obecné ani distributivni, ani komplementarni. >
Tvrzeni 11.2.3. Budte Uy, Us koneénérozmérné podprostory jednoho vektorového pro-
storu. Pak

dimU; +dim Uy = dim(U1 + Ug) + dim(U1 N UQ).

Dikaz. Ozna¢me dimU; = ny, dim Uy = ng a dim(Uy NUs) = m. Bud {ui,...,up}
baze v Uy N Us. To je linedrné nezavisld mnozina vektort v Uy i v Us a mizeme ji tedy

v obou prostorech doplnit do baze vektory u}, e ,u,lllfm resp. u%, cee U%rm- Ukazme,
. 1 1 2 2 A
Ze {U1, .oy Uy UL,y ooy Uy s UL, ooy Uy b je baze v Uy + Us.
LR B4 4 v v 1 1 2 2 . . ’ v
Nejdiive ukazeme, ze mnozina {u1, ..., Um, g, ..., Uy, UL, ..., Un, .} je linedrné

nezavisla. Necht

1,1 1 1 2,2 2 2
cul + o F Ol Hepuy s G Uy gy HCTUT Gy Uy, = 0

pro néjaké skalary ci, ..., cm, c%, ... ,ch,m, c%, e ,C%Q,m € P. Pak
1,1 1 1 2.2 2 2

Clul + -+ CpUm + Ccjuy + -+ Cni—mUni—m = —CUL — " = CpympUny—m>
kde na levé strané je prvek z U; a na pravé prvek z Us, ale protoze jsou si rovny, lezi
v U1 N Us, a lze je jednoznacné vyjadrit jako linedrni kombinace vektord wui, ..., Un,.
Vyjadreme tak vektor na pravé strané: existuji skalary xi,...,x,, € P takové, ze

2,2 2 2

T1Uul + - F TpUm = —C1UT — = Cry—mnUny—m-

Z nezéavislosti mnoziny {u1, ..., Un,u?, ..., ufw_m} (je to baze v Us) plyne, ze
L _ 2 _ _ 2 _

'1:1_”._ij_cl_..'_cng—m_o'

Odtud

11 1 1
ciuy + -+ eyt ejuy + o G Uy =0,

a z nezavislosti mnoziny {u1, ..., um,ui,... ,u}ﬁu,m (je to baze v Uy) plyne, ze
01:--~:cm:c%:-~-:c}“,m:0.
Vsechny koeficienty c1, ..., cm,cl, . .. ,c,lll_m, 3. .. ,07212_7” jsou tedy nulové, takZze mno-
zina {u1, ..., U, Ul, .o Up s U3, ... w2, ) je linedrnd nezdvislé.
Snadno se dokaze, ze vektory ui,... ,um,u%, . ,u}“_m,u%, . 7u%2_m generuji Uy +

Us (cviceni).

Méme tedy bazi v Uy + Uz 0 m+ (n; —m) + (ng —m) = nj + na2 —m vektorech, takze
dim(U; 4+ Uz) = ny + ng — m = dim Uy + dim Uy — dim(U; N Uy). O
Piiklad. V prostoru E3 bud U C E? néjaka rovina prochézejici po¢atkem a L C E3
libovolna pfimka prochazejici poc¢atkem a nelezici v U. Pak U je podprostor a podobné
L je podprostor, pficemz evidentné U N L = {0}. Proto dim(U + L) = dim U + dim L —
dim(UNL) =2+1—0 =3 = dim E3. Tudiz, E3 = U + L a kazdy vektor v € E? je
souctem v = u + 1, kde u € U al € L. Jak najdeme vektory u,!, je-li dan vektor v? W
Cviceni. Budte Uy, Us podprostory ve vektorovém prostoru V', necht dim Uy +dim Us >
dim V. Ukazte, ze existuje nenulovy vektor u € Uy N Us. >
Cviceni. Ukazte, ze [u1,...,u] + [v1,-. . 0m] = [u1, .-, tun,v1, ..., 0m]- >

Definici souc¢tu podprostort lze snadno rozsitit na libovolny koneény pocet séitancu:

Ui+ 4+U,={ur+ - +uy| ug €Ux,...,u, € Up}.

Vektor v € V tedy lezi v Uy + --- + U, pravé tehdy, kdyz jej lze zapsat jako soucet
v =11 + -+ up, pricemz u; € Uy,...,u, € U,.
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11.3. Pfimy soucet podprostoru

Definice. Bud V' vektorovy prostor nad polem P, budte Uq,...,U, podprostory V.
Soucet Uy + - - - + U, se nazyva primy, jestlize kazdy vektor v € Uy + - - - + U, lze zapsat
praveé jednim zpisobem jako soucet v = uy + -+ -+ up, kde u; € Uy, ..., uy € U,. P¥imy
soucet zapisujeme s teckami: Ui+ - - - +U,.

Priklad. Necht U; = {(z,0,0)| z € P}, Uy = {(0,y,0)| y € P}, Us = {(0,0,2)| z € P}.
Pak P3 = U;+Us+Us, protoze libovolny vektor u = (,y,z) € P? m4 jediné vyjadieni
ve tvaru souétu u = uj + uz + ug, kde u; € Uy,us € Us,ug € Us, a sice (x,y,z) =
(2,0,0) + (0,9,0) + (0,0, 2). |

Tvrzeni 11.3.1. Budte Uy, Uy podprostory V. Pak ndsledujici podminky jsou ekviva-
lentni:

(i) V = Uy+Us;

(’L"i) V=U+Us, U NU; =0.

Diikaz. (i) = (ii): Je-li V = U;+Us, pak kazdy vektor v € V lze vyjadiit jako soudet
v = uy + ug, kde u; € Uy a ug € Us, ¢ili V = Uy + Us. Ukazme, ze Uy N Us = 0. Bud
v € Uy NUy. Pak mame dva rozklady vektoru v na séitance z Uy a Us, asicev=0+v
a v = v + 0. Totoznost obou rozkladi znamena, ze v = 0.

(ii) = (i): Je-i V. = U + Us, pak kazdy vektor v € V lze vyjadrit jako soucet
v = u1 + ug, kde u; € Uy a uy € Us. Dokdzeme jesté jednoznacCnost vektoru wuq,uso:
Pokud je u},u} jind dvojice vektorti takova, ze v = u} + u}, pak

0=v—0v=(u; —u))+ (ug —uj),

a tedy u; —uj = —(ug — uj). Vektor u; — v} € Uj je roven vektoru —(ug — ub) € Uy,
proto lezi v priniku U; NUs, coz je nulovy prostor. Tudiz, u; —u) =0aug—uy,=0. O

Priklad. (1) V = V40 pro libovolny vektorovy prostor V.

(2) Prostor E? je pifmym souctem U+L, je-li U C E3 libovolna rovina prochézejici
pocatkem a L C E3 libovolna p¥imka prochazejici po¢atkem a nelezici v U. |

V ptipadé konecnérozmérnych podprostorti méme jednoduché kritérium.

Tvrzeni 11.3.2. Budte Uy, Us podprostory konecnérozmérného vektorového prostoru V-
takove, Ze V.= Uy + Uy. Pak ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:

(i) V = Uy +Us;

(i) dimV = dim U; + dim Us.

Dikaz. (i) = (ii): dimV = dim U; + dim Uy — dim(U; N Us) = dim Uy + dim Us.
(ii) = (i): Necht dim V' = dim U; +dim Us. Potom dim(U; NUs) = dim Uy +dim Uz —
dim(Uy + Us) = dim Uy + dim Us — dim V = 0, &ili Uy N Uy = 0. 0

Cviceni. Budte V = U;+Uo, (e%,...,e}nl) béaze podprostoru Uy, (e%,...,efm) baze

podprostoru Us. Pak (ef,..., el ,e?,...,€2,) je baze prostoru V. Dokazte. >

?may?

Cviceni. Bud m < n, bud (e1,...,em,em+1,--.,e,) baze vektorového prostoru V. Pak
V =le1,...,em]+[ems1,- -, en]. Dokazte. >

Vznik4 otazka, jak jednoduse rozeznat pfimy soucet n podprostord pii n > 2. Mohlo
by se zdat, ze prostor V je pfimym souctem podprostort Uy,...,U,, jestlize je jejich
sou¢tem a podprostory Ujy,...,U, maji po dvou nulovy prinik. Nasledujici piiklad
ukazuje, ze to tak neni:

Priklad. Prostor E3 neni piimym sou¢tem L;+Lo+U, je-li U rovina prochazejici po-

¢atkem a jsou-li Ly, Ly C E® rtizné piimky prochazejici po¢atkem, nelezici v roviné
U.
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Skutecné, soucet L1+ Lo je sice pfimy, ale ma nenulovy prunik s rovinou U. Libovolny
nenulovy vektor u = Iy + l9 lezici v priniku (L; 4+ Lo) N U pak mé dvoji vyjadieni: jako
soucet l; + Iy + 0 a jako soucet 0 + 0 + wu. [ |

Tvrzeni 11.3.3. Budte Uy, ..., U, CV podprostory takové, ze V.=Uy+---+ U,. Pak
ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:

(i) V = Uy Ut - U
(’ii) UiNUy =0, (Ul—‘rUQ)ﬂUg:O, ceey (U1—|—~--Un_1)ﬂUn:0.
Je-li navic prostor V- konecnérozmérny, pak je s nimi ekvivalentni ¢ podminka
(i4i) dimV = dimU; + - - - + dim U,,.
Dikaz. Cviceni. |

Jsou-li Uy, . .., Uy, podprostory néjakého vektorového prostoru V, pak mohou existovat
dva rtizné ptimé soucty, Ui+ - - - +U,, a U1 ®- - -®U,. Prvni z nich je podprostor V, kdezto
druhy neni. Nicméné, oba piimé soucty jsou izomorfni, coz plyne z tvrzeni uvedeného
pozdéji v kapitole o linearnich zobrazenich.

P#iklad. Budte V = R3, U; = {(2,0,0)|z € R} a Uy = {(0,,0)| y € R}. Potom
Uy4+Us = {(z,y,0)| z,y € R} je podprostor R?,
{(1,0,0),(0,1,0)} je baze U;+Us a
dim(U14+Us) = 2.

Uy @ Us = {((z,0,0), (0,4,0))| ,y € R} neni podprostor R,
{((17 an)a (05 0, O))v ((0,0, 0)? (07 170))} je baze U1 @ Us a
dlm(U1 D Ug) = 2. [ |



