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3. p¯ednáπka, 9. 3. 2021

Lemma 10.2.6 (Lemma o v˝mÏnÏ). BuÔte v1, . . . , vn

2 V a u = a1v1 + · · · + a

n

v

n

.
Pak pro kaædé i takové, æe a

i

6= 0, platí [[v1, . . . , vn

]] = [[v1, . . . , vi�1, u, v

i+1, . . . , vn

]].

D˘kaz. P¯edpokládejme, æe a1 6= 0 (pro jiné indexy je d˘kaz stejn˝). Potom

v1 =
1
a1

u�
nX

i=2

a

i

a1
v

i

.

BuÔ w 2 [[v1, . . . , vn

]]. Existují tedy b1, b2, . . . , bn

takové, æe

w = b1v1 + b2v2 + · · ·+ b

n

v

n

=

=
b1

a1
u�

nX

i=2

b1ai

a1
v

i

+ b2v2 + · · ·+ b

n

v

n

=

=
b1

a1
u+

nX

i=2

(b
i

� b1ai

a

�1
1 )vi

2 [[u, v2, . . . , vn

]].

BuÔ w 2 [[u, v2, . . . , vn

]]. Existují tedy c1, c2, . . . , cn

takové, æe

w = c1u+ c2v2 + · · ·+ c

n

v

n

=

= c1

nX

i=1

a

i

v

i

+
nX

i=2

c

i

v

i

=

= c1a1v1 +
nX

i=2

(c1ai

+ c

i

)v
i

2 [[v1, . . . , vn

]]. ⇤

Tvrzení 10.2.7 (Steinitzova vÏta o v˝mÏnÏ). Nechª vektory v1, . . . , vn

generují prostor
V a {u1, . . . , um

} ⇢ V je lineárnÏ nezávislá. Pak m  n a existují indexy i1, . . . , in�m

2
{1, . . . , n} takové, æe

[[v1, . . . , vn

]] = [[u1, . . . , um

, v

i1 , . . . , vin�m ]].

D˘kaz. Mnoæina {u1, . . . , um

} je lineárnÏ nezávislá, takæe vπechny u

i

jsou nenulové.
Vektor u1 je lineární kombinací vektor˘ v1, . . . , vn

s aspoÚ jedním nenulov˝m koeficien-
tem a stejnÏ jako v p¯edchozím d˘kazu p¯edpokládejme, æe nenulov˝ koeficient je u v1.
Z Lemmatu o v˝mÏnÏ dostaneme [[v1, v2, . . . , vn

]] = [[u1, v2, . . . , vn

]].
Potom vektor u2 je lineární kombinací vektor˘ u1, v2, . . . , vn

s aspoÚ jedním nenulo-
v˝m koeficientem u vektor˘ v2, . . . , vn

(jinak by byla mnoæina {u1, u2} lineárnÏ závislá).
OpÏt pro jednoduchost p¯edpokládejme, æe nenulov˝ koeficient je u v2. Z Lemmatu
o v˝mÏnÏ dostaneme [[u1, v2, . . . , vn

]] = [[u1, u2, v3, . . . , vn

]].
Takto pokraËujeme, dokud buÔ nepouæijeme vπechny vektory u1, . . . , um

nebo nevy-
mÏníme vπechny vektory v1, . . . , vn

za vektory u1, . . . , un

. Kdyby bylo m > n, vektory
u

n+1, . . . , um

by byly lineární kombinace vektor˘ u1, u2, . . . , un

ve sporu s lineární nezá-
vislostí mnoæiny {u1, . . . , um

}. Takæem  n a [[v1, . . . , vn

]] = [[u1, . . . , um

, v

i1 , . . . , vin�m ]].
⇤

10.3. Báze

Definice. Báze vektorového prostoru je libovolná uspo¯ádaná lineárnÏ nezávislá mno-
æina jeho generátor˘.

Obvykle tedy budeme bázi vektorového prostoru zapisovat jako uspo¯ádanou n-tici
vektor˘. Pokud nebude záleæet na uspo¯ádání vektor˘ v bázi, budeme ji nÏkdy zapisovat
jen jako mnoæinu vektor˘.
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P¯íklad. (1) (6) je báze R.
(2) ((1, 0), (0, 1)) je báze R2.
(3) ((1, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 1, 1)) je báze R3.
(4) Pro kaædé i 2 {1, . . . , n} buÔ e

i

vektor z Rn, kter˝ má na i-tém místÏ jedniËku
a jinde nuly. Potom (e1, . . . , en

) je báze Rn a naz˝vá se kanonická nebo také standardní.
(5) (x2, x, 1) je báze R2[x]. ⌅
Tvrzení 10.3.1. Kaæd˝ koneËnÏrozmÏrn˝ vektorov˝ prostor má bázi.

D˘kaz. KoneËnÏrozmÏrn˝ vektorov˝ prostor má koneËnou mnoæinu generátor˘. Uká-
æeme, æe z ní lze vybrat lineárnÏ nezávislou podmnoæinu, která generuje stejn˝ vekto-
rov˝ prostor a je tedy bází. BuÔ {v1, . . . , vn

} mnoæina generátor˘ vektorového prostoru.
Z této mnoæiny vypusªme v1, pokud v1 = 0. PostupnÏ pro i = 2, . . . , n vypusªme vek-
tor v

i

, je-li lineární kombinací p¯edchozích. Zbylé vektory nazvÏme vybrané a oznaËme
je u1, . . . , um

. Je-li prvek mnoæiny generátor˘ lineární kombinací ostatních prvk˘ této
mnoæiny, jeho vypuπtÏním z mnoæiny generátor˘ dostaneme opÏt mnoæinu generátor˘
(ovÏ¯te). Proto vybrané vektory generují tent˝æ vektorov˝ prostor.
Díky postupu p¯i vybírání vektor˘ u1, . . . , um

není æádn˝ z nich lineární kombinací
p¯edchozích a mnoæina {u1, . . . , um

} je lineárnÏ nezávislá. ⇤
I nulov˝ prostor {0} má bázi. Je jí ;, jelikoæ je lineárnÏ nezávislá a [[;]] = {0}.

Tvrzení 10.3.2. Vπechny báze jednoho koneËnÏrozmÏrného vektorového prostoru mají
stejn˝ poËet prvk˘.

D˘kaz. BuÔte (v1, . . . , vn

) a (u1, . . . , um

) báze vektorového prostoru V . Jelikoæ vektory
v1, . . . , vn

generují V a {u1, . . . , um

} je lineárnÏ nezávislá mnoæina, podle Tvrzení 10.2.5
n � m. ObdobnÏ dostaneme, æe m � n. Takæe n = m. ⇤
Definice. Dimenze vektorového prostoru je poËet vektor˘ (libovolné) jeho báze. Vek-
torov˝ prostor V dimenze n se naz˝vá n-rozmÏrn˝, zapisujeme dimV = n. Nulov˝
vektorov˝ prostor {0} se naz˝vá 0-rozmÏrn˝.

P¯íklad. (1) Vektorov˝ prostor Pn nad polem P je n-rozmÏrn .̋ Jednou z bází je n-tice
(kanonická báze) ((1, 0, . . . , 0), (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 0, 1)).
(2) Vektorov˝ prostor C nad polem R je dvojrozmÏrn .̋ Jednou z bází je dvojice (1, i).
Nad polem C je vektorov˝ prostor samoz¯ejmÏ jednorozmÏrn ,̋ jednu z bází tvo¯í vektor
1. Vidíme, æe dva vektorové prostory mohou mít r˘zné dimenze, p¯estoæe mají stejné
mnoæiny vektor˘.
(3) Vektorov˝ prostor Cn nad polem R je 2n-rozmÏrn .̋ Jednou z bází je 2n-tice

((1, 0, . . . , 0), (i, 0, . . . , 0),

(0, 1, 0, . . . , 0), (0, i, 0, . . . , 0),

. . . ,

(0, . . . , 0, 1), (0, . . . , 0, i)). ⌅
Definice. (1) Minimální mnoæina generátor˘ vektorového prostoru V je mnoæina vek-
tor˘, která generuje V , ale æádná její vlastní podmnoæina negeneruje V .
(2) Maximální lineárnÏ nezávislá mnoæina vektor˘ vektorového prostoru V je lineárnÏ
nezávislá mnoæina vektor˘ z V , která není vlastní podmnoæinou æádné lineárnÏ nezávislé
mnoæiny.

Tvrzení 10.3.3. BuÔte v1, . . . , vn

2 V . Pak následující podmínky jsou ekvivalentní:
(1) {v1, . . . , vn

} je báze V ;
(2) {v1, . . . , vn

} je minimální mnoæina generátor˘ V ;
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(3) {v1, . . . , vn

} je maximální lineárnÏ nezávislá mnoæina vektor˘ V .

D˘kaz. (1) ) (2): Je-li {v1, . . . , vn

} báze, je to mnoæina generátor˘ a æádn˝ z nich
není lineární kombinací ostatních. Tudíæ æádná její vlastní podmnoæina negeneruje V

a {v1, . . . , vn

} je minimální mnoæina generátor˘.
(2) ) (1): {v1, . . . , vn

} je mnoæina generátor˘. Jelikoæ je minimální, æádn˝ z jejích
vektor˘ není lineární kombinací ostatních, takæe je navíc lineárnÏ nezávislá, Ëili báze.
(1) ) (3): Je-li {v1, . . . , vn

} báze, je lineárnÏ nezávislá a kaæd˝ vektor z V je lineární
kombinací vektor˘ báze. Tudíæ p¯idáním jakéhokoliv vektoru bychom dostali lineárnÏ
závislou mnoæinu a tato je tedy maximální.
(3)) (1): Mnoæina {v1, . . . , vn

} je lineárnÏ nezávislá. Jelikoæ je maximální, po p¯idání
dalπího vektoru, dostaneme lineárnÏ závislou mnoæinu a ten p¯idan˝ vektor (ty p˘vodní
to b˝t nemohou) je lineární kombinací p¯edchozích. Jelikoæ i kaæd˝ z vektor˘ v

i

je jejich
lineární kombinací, {v1, . . . , vn

} je navíc mnoæina generátor˘, Ëili báze. ⇤

Tvrzení poskytuje dvÏ alternativní definice báze, které se Ëasto pouæívají. Má také
d˘leæité d˘sledky.

D˘sledek. BuÔ V n-rozmÏrn˝ vektorov˝ prostor. Pak

(1) libovolná jeho n-prvková lineárnÏ nezávislá podmnoæina tvo¯í bázi V ;
(2) libovoln˝ch n jeho generátor˘ tvo¯í bázi V .

D˘kaz. (1) Prostor V má n-prvkovou mnoæinu generátor˘, takæe podle Tvrzení 10.2.5
kaædá n-prvková lineárnÏ nezávislá podmnoæina je maximální, tedy báze.
(2) V prostoru V existuje n-prvková lineárnÏ nezávislá mnoæina, takæe podle Tvr-

zení 10.2.5 kaædá n-prvková mnoæina generátor˘ je minimální, tedy báze. ⇤

D˘sledek. BuÔ {v1, . . . , v
k

} lineárnÏ nezávislá podmnoæina n-rozmÏrného vektorového
prostoru V . Pak ji lze doplnit do báze (v1, . . . , v

k

, v

k+1, . . . , vn

).

D˘kaz. V p¯ípadÏ, æe v1, . . . , v
k

generují V , tvo¯í bázi. Jinak existuje vektor v

k+1 2 V ,
kter˝ není lineární kombinací vektor˘ v1, . . . , v

k

, naËeæ mnoæina {v1, . . . , v
k

, v

k+1} je
lineárnÏ nezávislá, protoæe v

k+1 není lineární kombinací p¯edchozích vektor˘.
Opakováním téæe úvahy získáme lineárnÏ nezávislou mnoæinu {v1, . . . , v

k

, v

k+1, vk+2}.
Po n� k opakováních budeme mít n-prvkovou lineárnÏ nezávislou mnoæinu, která bude
bází podle p¯edchozího d˘sledku. ⇤

10.4. Sou¯adnice

Tvrzení 10.4.1. BuÔ (e1, . . . , en

) báze vektorového prostoru V . Pak pro kaæd˝ vektor
v 2 V existuje právÏ jedna n-tice skalár˘ x

1
, . . . , x

n 2 P taková, æe v = x

1
e1+· · ·+x

n

e

n

.

D˘kaz. BuÔ v 2 V . Jelikoæ e1, . . . , en

generují V , existují x

1
, . . . , x

n 2 P takové, æe
v = x

1
e1 + · · ·+ x

n

e

n

. Je-li y1, . . . , yn libovolná n-tice taková, æe v = y

1
e1 + · · ·+ y

n

e

n

,
pak

0 = v � v = (x1e1 + · · ·+ x

n

e

n

)� (y1e1 + · · ·+ y

n

e

n

) =

= (x1 � y

1)e1 + · · ·+ (xn � y

n)e
n

.

Z lineární nezávislosti mnoæiny {e1, . . . , en

} plyne x

1 � y

1 = · · · = x

n � y

n = 0, a tedy
x

1 = y

1, . . . , xn = y

n. ⇤

CviËení. Zformulujte a dokaæte obrácené tvrzení. B
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Definice. Skaláry x

1
, . . . , x

n z p¯edchozího tvrzení se naz˝vají sou¯adnice vektoru
v vzhledem k bázi (e1, . . . , en

). Sou¯adnice budeme zapisovat buÔ jako prvky pole
x

1
, . . . , x

n nebo jako uspo¯ádanou n-tici x = (x1, . . . , xn) nebo jako matici typu n⇥ 1

x =

0

BBB@

x

1

x

2

...
x

n

1

CCCA
.

P¯íklad. (1) Sou¯adnice vektoru 2 2 R vzhledem k bázi (6) je 13 , protoæe 2 =
1
3 · 6.

(2) Sou¯adnice vektoru (x, y, z) 2 R3 v kanonické bázi jsou x, y, z, protoæe (x, y, z) =
x · (1, 0, 0) + y · (0, 1, 0) + z · (0, 0, 1).
(3) Sou¯adnice vektoru (x, y, z) 2 R3 v bázi ((1, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 1, 1)) jsou x�y, y�z, z,
protoæe (x, y, z) = (x� y) · (1, 0, 0) + (y � z) · (1, 1, 0) + z · (1, 1, 1).
(4) Sou¯adnice vektoru z = a + bi 2 C(R) vzhledem k bázi (1, i) jsou a, b, protoæe
z = a · 1 + b · i.
Sou¯adnice vektoru z = a+ bi 2 C(C) vzhledem k bázi (1) je z, protoæe z = z · 1. ⌅
Sou¯adnice vektoru závisí na volbÏ báze. Jeden vektor má v r˘zn˝ch bázích r˘zné

sou¯adnice.
BuÔ V n-rozmÏrn˝ vektorov˝ prostor nad polem P . BuÔ e = (e1, . . . , en

) nÏjaká báze
V , nazvÏme ji stará báze. BuÔ e

0 = (e01, . . . , e
0
n

) jiná báze V , nazvÏme ji nová báze. BuÔ
v 2 V libovoln˝ vektor. Sou¯adnice vektoru v ve staré bázi oznaËme x = (x1, . . . , xn) 2
P

n a ¯íkejme jim staré sou¯adnice. Sou¯adnice vektoru v v nové bázi oznaËme x

0 =
(x01, . . . , x0n) 2 P

n a ¯íkejme jim nové sou¯adnice. Platí tedy v =
P

i

x

i

e

i

=
P

i

x

0i
e

0
i

.
Zajímá nás vztah mezi star˝mi a nov˝mi sou¯adnicemi x a x

0.

Definice. Matice, jejíæ sloupce jsou tvo¯eny nov˝mi sou¯adnicemi star˝ch bázov˝ch
vektor˘, se naz˝vá matice p¯echodu od staré báze k nové bázi.

Tvrzení 10.4.2. BuÔ Q

ee

0 matice p¯echodu od staré báze e k nové bázi e

0 a buÔte x

a x

0 staré a nové sou¯adnice jednoho vektoru. Potom

x

0 = Q

ee

0 · x.

D˘kaz. BuÔ Q

ee

0 = (qi

j

) matice p¯echodu od staré báze e k nové bázi e

0 (u q

i

j

horní
index ¯ádkov ,̋ dolní index je sloupcov˝). Tedy

e

i

=
X

j

q

j

i

e

0
j

.

BuÔ v = x

1
e1 + · · ·+ x

n

e

n

2 V . Potom

v = x

1
X

j

q

j

1e
0
j

+ · · ·+ x

n

X
j

q

j

n

e

0
j

=

= x

1(q11e
0
1 + q

2
1e

0
2 + · · ·+ q

n

1 e
0
n

) + · · ·+ x

n(q1
n

e

0
1 + q

2
2e

0
2 + · · ·+ q

n

n

e

0
n

) =

=
⇣X

j

q

1
j

x

j

⌘
e

0
1 +

⇣X
j

q

2
j

x

j

⌘
e

0
2 + · · ·+

⇣X
j

q

n

j

x

j

⌘
e

0
n

.

Tedy

x

0i =
X

j

q

i

j

x

j a x

0 = Q

ee

0 · x. ⇤

P¯íklad. (1) MÏjme R, starou bázi e = (6) a novou bázi e0 = (1). Pro v = 2 je x = (13)
a x

0 = (2).
Matice p¯echodu od staré báze e k nové bázi e0 je

Q

ee

0 =
�
6
�
.
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A skuteËnÏ

x

0 = (6) · (13) = (2).
(2) MÏjme R2, starou bázi e = ((1,�1), (1, 1)) a novou bázi e

0 = ((0, 2), (2, 1)). Pro
v = (2, 0) je x = (1, 1) a x

0 = (�12 , 1).
Matice p¯echodu od staré báze e k nové bázi e0 je

Q

ee

0 =

 
�34

1
4

1
2

1
2

!
.

A skuteËnÏ

x

0 = Q

ee

0 · x =
 
�34

1
4

1
2

1
2

!
·
✓
1
1

◆
=

 
�12
1

!
. ⌅

Tvrzení 10.4.3. BuÔte V vektorov˝ prostor nad polem P, e = (e1, . . . , en

) jeho báze,
u, v 2 V, p 2 P, x = (x1, . . . , xn) sou¯adnice vektoru u a y = (y1, . . . , yn) sou¯adnice
vektoru v. Pak x + y = (x1 + y

1
, . . . , x

n + y

n) jsou sou¯adnice vektoru u + v a px =
(px

1
, . . . , px

n) jsou sou¯adnice vektoru pu.

D˘kaz. CviËení. ⇤


