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3. prednaska, 9. 3. 2021

Lemma 10.2.6 (Lemma o vyméné). Budte vi,...,v, € V au = ajv1 + -+ + apv,.
Pak pro kazdé i takové, Ze a; # 0, plati [v1,...,v,] = [v1,. .., Vi1, U, Vg1, ..., 0]

Dikaz. Predpokladejme, ze a; # 0 (pro jiné indexy je diikaz stejny). Potom

Bud w € [uy,...,v,]. Existuji tedy b1, ba, ..., b, takové, ze
w = b1 + bovg + -+ + bpu, =

b . bya;
= —lu—z 2 i+ bovg 4 - 4 bpvy =
a1 i— M
b n
1 _
= a—lu + Z(bz — blaial 1)’[)7; S [[u, V.. ,Un]].
=2
Bud w € [u,ve,...,v,]. Existuji tedy c1, ca, ..., ¢, takové, ze

W = C1U + CoV2 + + - + CrUp =
n n
= Zaivi + ZCivi =
i=1 i=2
n
= c1a1v1 + Z(Clai +ci)vi € [vr, ..., vn]. U
i=2
Tvrzeni 10.2.7 (Steinitzova véta o vyméné). Necht vektory v, ..., v, generuji prostor
Va{uy,...,un}t CV jelinedrné nezdvisla. Pak m < n a existuji indexy i1, ..., ln—m €
{1,...,n} takové, Ze

Toi, .. o) = [ut, - oy tm, Vigy o0, 0]

Dikaz. Mnozina {uq,...,uy,} je linedrné nezévisla, takze vSechny wu; jsou nenulové.
Vektor u; je linearni kombinaci vektord vy, ..., v, s asponl jednim nenulovym koeficien-
tem a stejné jako v predchozim dikazu predpokladejme, Ze nenulovy koeficient je u vy.
Z Lemmatu o vyméné dostaneme [vy,ve, ..., v,] = [ui,ve,...,v,].

Potom vektor us je linedrni kombinaci vektort ui,vs, ..., v, s aspon jednim nenulo-
vym koeficientem u vektort v, . .., v, (jinak by byla mnozina {u;, ug} linedrné zavisla).
Opét pro jednoduchost predpokladejme, Ze nenulovy koeficient je u wve. Z Lemmatu
o vymeéné dostaneme [ui, v, ..., v,] = [ui, u2,vs,. .., v,].

Takto pokracujeme, dokud bud nepouzijeme vSechny vektory ui,...,u, nebo nevy-
meénime vSechny vektory vy, ..., v, za vektory uq,...,u,. Kdyby bylo m > n, vektory
Up41s- -, Uy DY byly linedrni kombinace vektord ui, ug, . . ., u, ve sporu s linedrni neza-
vislosti mnoziny {uy, ..., un}. Takzem <mnafvy,...,vn] = [ut, ..., um, viy, ..., vi, ]

O

10.3. Baze

Definice. Bdze vektorového prostoru je libovolna usporddand linearné nezavisla mno-
Zina jeho generatori.

Obvykle tedy budeme bazi vektorového prostoru zapisovat jako uspotradanou n-tici
vektori. Pokud nebude zalezet na usporadani vektori v bazi, budeme ji nékdy zapisovat
jen jako mnozinu vektort.
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Priklad. (1) (6) je baze R.
(2) ((1,0),(0,1)) je baze R2.

(3) ((1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)) je baze R3.
(4

) Pro kazdé i € {1,...,n} bud e; vektor z R", ktery ma na i-tém misté jednicku
a jinde nuly. Potom (61, ..., en) je baze R™ a nazyva se kanonickd nebo také standardni.

(5) (22,7,1) je baze Ry[z]. [
Tvrzeni 10.3.1. KaZdy konecnérozmeérny vektorovy prostor md bazi.

Dikaz. Koneénérozmérny vektorovy prostor ma koneénou mnozinu generatorti. Uké-
zeme, ze z ni lze vybrat linedrné nezavislou podmnozinu, kterd generuje stejny vekto-
rovy prostor a je tedy bazi. Bud {v1,...,v,} mnozina generatort vektorového prostoru.
Z této mnoziny vypustme vy, pokud v; = 0. Postupné pro i = 2,...,n vypustme vek-
tor v;, je-li linedrni kombinaci pfedchozich. Zbylé vektory nazvéme vybrané a oznacme
je ui, ..., uUnp. Je-li prvek mnoziny generatort linedrni kombinaci ostatnich prvkt této
mnoziny, jeho vypusténim z mnoziny generatorti dostaneme opét mnozinu generatorid
(ovéite). Proto vybrané vektory generuji tentyz vektorovy prostor.

Diky postupu pri vybirani vektoru ui, ..., 4, neni zddny z nich lineadrni kombinaci
predchozich a mnozina {uj, ..., u,} je linedrné nezavisla. O

I nulovy prostor {0} mé bézi. Je ji 0, jelikoz je linedrné nezéavisla a [(] = {0}.

Tvrzeni 10.3.2. Viechny bdze jednoho koneénérozmérného vektorového prostoru maji
stejny pocet proki.

Dikaz. Budte (v1,...,v,) a (u1,...,un) baze vektorového prostoru V. Jelikoz vektory
Vi, ..., 0p generuji Voa {uq, ..., un} je linedrné nezavisld mnozina, podle Tvrzeni 10.2.5
n > m. Obdobné dostaneme, ze m > n. Takze n = m. O

Definice. Dimenze vektorového prostoru je pocet vektoru (libovolné) jeho béaze. Vek-
torovy prostor V dimenze n se nazyva n-rozmérny, zapisujeme dimV = n. Nulovy
vektorovy prostor {0} se nazyva 0-rozmérny.

Priklad. (1) Vektorovy prostor P" nad polem P je n-rozmérny. Jednou z bazi je n-tice
(kanonickd baze) ((1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)).

(2) Vektorovy prostor C nad polem R je dvojrozmérny. Jednou z bazi je dvojice (1,1).
Nad polem C je vektorovy prostor samoziejmé jednorozmeérny, jednu z bazi tvori vektor

1. Vidime, zZe dva vektorové prostory mohou mit ruzné dimenze, pfestoze maji stejné
mnoziny vektort.

(3) Vektorovy prostor C™ nad polem R je 2n-rozmérny. Jednou z bazi je 2n-tice
((1,0,...,0),(i,0,...,0),
(0,1,0,...,0),(0,4,0,...,0),

(0,...,0,1),(0,...,0,7)). |
Definice. (1) Minimdlni mnoZzina generdtori vektorového prostoru V' je mnozina vek-
tord, kterd generuje V', ale zadna jeji vlastni podmnozina negeneruje V.

(2) Mazimalnd linedrné nezdvisla mnozina vektoriu vektorového prostoru V je linedrné
nezavisld mnozina vektorti z V', ktera neni vlastni podmnozinou zadné linearné nezavislé
mnoziny.

Tvrzeni 10.3.3. Budte vy,...,v, € V. Pak ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:
(1) {vi,...,vn} je baze V;

(2) {vi,...,vn} je minimdlni mnoZina generdtord V;
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(8) {v1,...,vn} je maximalni linearné nezdavisla mnoZina vektori V.

Dikaz. (1) = (2): Je-li {v1,...,v,} béze, je to mnozina generatori a zadny z nich
neni linedrni kombinaci ostatnich. Tudiz zadna jeji vlastni podmnozina negeneruje V'
a {v1,...,v,} je minimalni mnozina generatoru.

(2) = (1): {v1,...,v,} je mnozina generatoru. JelikoZ je minimélni, zadny z jejich
vektori neni linedrni kombinaci ostatnich, takze je navic linedrné nezavisla, cili baze.

(1) = (3): Je-li {vy,...,v,} baze, je linedrné nezavisla a kazdy vektor z V je linedrni
kombinaci vektorti baze. Tudiz pfidanim jakéhokoliv vektoru bychom dostali linedrné
zéavislou mnozinu a tato je tedy maximéalni.

(3) = (1): Mnozina {vy, ..., vy} je linedrné nezavisla. Jelikoz je maximalni, po pfidani
dalsiho vektoru, dostaneme linearné zavislou mnozinu a ten ptidany vektor (ty ptvodni
to byt nemohou) je linedrni kombinaci pfedchozich. Jelikoz i kazdy z vektort v; je jejich
linedrni kombinaci, {v1,...,v,} je navic mnozina generéatort, ¢ili baze. O

Tvrzeni poskytuje dvé alternativni definice baze, které se Casto pouzivaji. Ma také
dulezité dusledky.

Dusledek. Bud V' n-rozmérny vektorovy prostor. Pak

(1) libovolnd jeho n-prvkovd linedrné nezdvisla podmnoZina tvori bdzi V ;
2) libovolngch n jeho generdtoru tvori bdzi V.
Y J g

Dikaz. (1) Prostor V' méa n-prvkovou mnozinu generatori, takze podle Tvrzeni 10.2.5
kazda n-prvkova linearné nezavisla podmnozina je maximalni, tedy baze.

(2) V prostoru V existuje n-prvkové linedrné nezavisla mnozina, takze podle Tvr-
zeni 10.2.5 kazda n-prvkova mnozina generatorti je minimalni, tedy baze. O

Dusledek. Bud {v1,...,v} linedrné nezdvisld podmnozina n-rozmérného vektorového
prostoru V. Pak ji lze doplnit do baze (vi,...,Vk, Vi1, ..., 0n).

Diikaz. V ptipadé, ze v, ..., v generuji V, tvoii bézi. Jinak existuje vektor vg11 € V,
ktery neni linedrni kombinaci vektort vy, ..., v, na¢ez mnozina {v1,..., vk, Vkt1} je
linedrn€ nezévisla, protoze vy 1 neni linearni kombinaci piredchozich vektor.
Opakovanim téze vahy ziskdme linedrné nezavislou mnozinu {v1, ..., Vg, Vg1, Vk+2}-
Po n — k opakovanich budeme mit n-prvkovou linedrné nezavislou mnozinu, ktera bude
béazi podle pfedchoziho dtisledku. ]

10.4. Souradnice

Tvrzeni 10.4.1. Bud (ey1,...,e,) bdze vektorového prostoru V. Pak pro kazdy vektor
v € V existuje prdavé jedna n-tice skaldri z', ..., 2" € P takovd, Ze v = xlei+---+a"e,.

Dikaz. Bud v € V. Jeliko# ey, ..., e, generuji V, existuji z',...,2" € P takové, Ze
v=ale; +---+a",. Je-li y', ..., y" libovolna n-tice takova, ze v = yle; +-- -+ y ey,
pak

0=v—v=(zte; +---+2",)— (ylei + -+ 1y ) =
= (z' —yNer+ -+ (2" —y")en.
Z linedrni nezavislosti mnoziny {e1,...,e,} plyne 2! —y! = ... = 2™ — ¢y = 0, a tedy
el =gyt . 2 =y O

Cviceni. Zformulujte a dokazte obracené tvrzeni. >
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Definice. Skalary z',...,2" z predchoziho tvrzeni se nazyvaji souradnice vektoru
v vzhledem k bazi (ej,...,e,). Soufadnice budeme zapisovat bud jako prvky pole
z!, ..., 2" nebo jako uspotadanou n-tici x = (z!,...,2") nebo jako matici typu n x 1
7l
22
xr =
x?’L

Priklad. (1) Soufadnice vektoru 2 € R vzhledem k bazi (6) je 3, protoze 2 = 1 - 6.
(2) Soufadnice vektoru (z,y, z) € R? v kanonické bazi jsou z,v, z, protoze (z,y,2) =
z-(1,0,0) +y-(0,1,0) + 2 - (0,0,1).
(3) Soutadnice vektoru (z,y, z) € R3 v bazi ((1,0,0), (1,1,0), (1,1,1)) jsou z—y,y—2z, 2,
protoze ($,y,2) = (ZL‘ - y) ’ (17070) + (y - Z) ’ (17 130) +z- (17 1, 1)
(4) Soufadnice vektoru z = a + bi € C(R) vzhledem k bazi (1,4) jsou a,b, protoze
z=a-1+b-1.

Soutadnice vektoru z = a + bi € C(C) vzhledem k bazi (1) je z, protoze z =z -1. W

Soutadnice vektoru zavisi na volbé baze. Jeden vektor ma v rdznych bazich rtzné
soufadnice.

Bud V n-rozmérny vektorovy prostor nad polem P. Bud e = (ey,...,e,) néjakd baze

V, nazvéme ji stard bdze. Bud e’ = (€], ...,e},) jind baze V, nazvéme ji novd bdze. Bud
1

v € V libovolny vektor. Souradnice vektoru v ve staré bazi ozna¢me z = (z,...,z") €
P" a tikejme jim staré souradnice. Soutadnice vektoru v v nové bazi oznacme x’ =
(z't,...,2") € P" a fikejme jim nové soufadnice. Plati tedy v = Y, z'e; = Y, 2"¢l.
Zajima nés vztah mezi starymi a novymi soufadnicemi z a z’.

Definice. Matice, jejiz sloupce jsou tvoreny novymi soufadnicemi starych bazovych
vektori, se nazyva matice prechodu od staré baze k nové bazi.

Tvrzeni 10.4.2. Bud Q.. matice prechodu od staré bdze e k nové bdzi € a budte x
a 7' staré a nové souradnice jednoho vektoru. Potom

x' = Qeer - T

Diikaz. Bud Qe = (q;) matice pfechodu od staré baze e k nové bazi ¢ (u qj- horni
index fadkovy, dolni index je sloupcovy). Tedy

(=S,
J
Bud v = z'e; + - - + 2"e, € V. Potom
= ' (qie) +aiey + o arel) £ o (gt +adeh + o ey =
= (ZJ qjl»xj) el + (Z] q?-:rj> ey + o+ (Zj q}‘xj> en.
Tedy
2 = Zq;'xj a ' = Qeer - . U
J
Priklad. (1) M&me R, starou bazi e = (6) a novou bazi ¢’ = (1). Prov =2 je z = (3)

az' = (2).
Matice pfechodu od staré baze e k nové bazi €’ je

Qe = (6).
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A skutecné
' = (6) (3) = (2).
(2) Mejme R?, starou bazi e = ((1,—1),(1,1)) a novou bézi ¢ = ((0,2),(2,1)). Pro
v=(2,0)jex=(1,1) aa’ =(-3,1).
Matice pfechodu od staré baze e k nové bazi €’ je

_3 1

Qee’ = - .
11
2 2

A skutecné

o (1 0-() -

Tvrzeni 10.4.3. Budte V vektorovy prostor nad polem P, e = (ey1,...,e,) jeho bdze,

N[ |
N[ [

u,v €V, p€ P,z = (x',...,2") souradnice vektoru u a y = (y',...,y") souradnice
vektoru v. Pak x +y = (z' +yi, ... 2" + y") jsou souradnice vektoru u + v a pr =
(pzt,...,pa") jsou souradnice vektoru pu.

Diikaz. Cvideni. ]



