1. prednaska, 23. 2. 2021

10. VEKTOROVE PROSTORY

10.1. Definice, priklady, zakladni vlastnosti

Definice. Bud V neprazdna mnozina, P pole. Vektorovy prostor V nad polem P je
mnozina V spolu s binarni operaci +: V x V. — V| (u,v) — u + v, a zobrazenim
= PxV =V, (p,v) — p-wv, takovymi, ze
1) pro kazdé u,v,w € Vplati (u+v) + w = u+ (v + w),
2) existuje 0 € V takovy, ze pro kazdé v € V plati v + 0 = v,
3) pro kazdé v € V existuje —v € V takové, ze v + (—v) = 0,
4) pro kazdé u,v € V plati u +v = v + u,
5) pro kazdé v € Vplati 1-v =,
6) pro kazdé p,q € Pav e Vplati (p-q)-v=p-(q-v),
7) pro kazdé p,q € Pav e Vplati (p+¢q)-v=(p-v)+ (q-v),
(8) pro kazdé p € Pau,v € Vplatip- (u+v) = (p-u) + (p-v).

Prvky mnoziny V jsou wvektory, prvky pole P jsou skaldry. Bindrni operace + se
nazyva scitdni, zobrazeni - se nazyva ndsobeni skaldrem, prvek 0 € V je nulovy vektor
nebo nula, prvek —v se nazyva opacny k prvku v.
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Podminky (1)—(8) se nazyvaji aziomy vektorového prostoru. Prvni ¢tyfi znamenaji,
ze V' s operaci + je komutativni grupa.

Pti nasobeni vektoru skaldrem piseme skalar vzdy vlevo od vektoru. Vektorovy prostor
nad polem R, resp. C se nazyva redlny, resp. komplexni vektorovy prostor.

Zobrazeni -: P x V. — V, (p,v) + p - v, neni bindrni operace (neni-li P = V).
Toto zobrazeni se obvykle nazyva vnéjsi operace (binarni operace se pak mize nazyvat
vnitini operace). Na vektorovém prostoru tak mame vnitini operaci s¢itani a vnéjsi
operaci nasobeni skalarem.

Vektorovy prostor V nad polem P se také oznacuje V(P).

Priklad. (1) Reélny vektorovy prostor Eukleidovské geometrie, dvojrozmérné i troj-
rozmérné. Vektor je reprezentovan orientovanou tsec¢kou nebo uspoiradanou dvojici bodi
(pocateéni bod, koncovy bod). Dvé takové reprezentace povazujeme za totozné, lze-li
jednu pievést na druhou rovnobé&’nym posunutim. Umisténi vektoru v daném bodé
X dostaneme rovnobéznym posunutim, pii kterém pocatecéni bod vektoru splyne s X.
(Cviceni: Vektor je tiida jisté relace ekvivalence. Které?)

Soucet vektoru ziskame pravidlem rovnobéznika, p-nasobek vektoru p-nasobnym pro-
dlouzenim tsecky (pfipadné se zménou orientace, kdyz p < 0). Nulovy vektor je degene-
rovand usecka nulové délky. Vektorovy prostor vektrorti v roviné resp. prostoru oznacime
E? resp. E3.

Cviceni. Demonstrujte asociativitu séitani vektortt v E3. Zvolte t¥i vektory u,v,w
v prostoru, umistéte je do spolecného bodu a dopliite do kosého hranolu. Ukazte, Ze
vektor (u + v) + w tvori thlopficku tohoto hranolu. Totéz pro u + (v + w). >

(2) Bud V jednoprvkova mnozina, P pole. Jediny prvek mnoziny V ozna¢me 0 a po-
lozme 04+0 =0, =0 =0 a p-0 = 0 pro kazdé p € P. Dostavame vektorovy prostor
nazyvany nulovy prostor nebo také trividini prostor.

(3) Kazdé pole je vektorovy prostor nad sebou samym. Polozime-li v definici vektoro-
vého prostoru V = P, budou vsSechny axiomy vektorového prostoru disledky axiomi
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pole (ovéfte). Ziskavame tak napiiklad vektorovy prostor R nad R, vektorovy prostor
C nad C, vektorovy prostor Q nad Q a vektorovy prostor Zo nad Zs.

(4) Kazdé pole je vektorovy prostor nad libovolnym svym podpolem. Jediny rozdil
oproti pfedchozimu piikladu spociva v tom, ze nasobeni skaldrem je dovoleno jen pro
skalary z podpole.

(5) Bud n € N, P pole. Na mnoziné P" vSech usporadanych n-tic prvki P zavedme
sCitani a nasobeni skalarem predpisem

(u1,u2, ... un) + (V1,02 ..., vn) = (U1 + V1, U2 + V2, ..., Up + Up),

p(ula ug,y . .. 7un) = (pulupu27 o 7pun)
Vznikéa vektorovy prostor P™ nad polem P (ovéite). Napiiklad fadky a sloupce matic
jsou prvky takovych vektorovych prostoru.
(6) Vektorovy prostor P™ nad podpolem @ C P.

(7) Vektorovy prostor matic typu m x n nad polem P s operacemi s¢itani a néso-
beni skaldrem. Znaci se P™*"™ nebo My, xn(P) (resp. My, (P) nebo gl(m, P) v piipadé
¢tvercovych matic).

(8) Vektorovy prostor polynomu stupné nejvyse n nad polem P s operacemi s¢itani
a nasobeni skaldrem.

(9) Vektorovy prostor polynomut nad polem P s operacemi s¢itani a nasobeni skalarem.
(10) Vektorovy prostor vSech Feseni homogenni soustavy rovnic.
(11) Bud X mnozina, P pole. Na mnoziné PX vSech zobrazeni X — P zavedme s¢itani
a nasobeni skaldrem piedpisem

(u+v)(x) = u(z) + v(z),

(pu)(z) = p - u(z).
Vzniké vektorovy prostor PX nad polem P (ovétte). Specidlni pfipady jsou mnozina

vSech funkci z R do R, mnozina v8ech spojitych funkci na R, mnozina diferencovatelnych
funkci na R, mnozina vSech spojitych funkei na intervalu [a, b]. |

Tvrzeni 10.1.1. Bud V vektorovy prostor nad polem P. Pak pro kaZdé u,v € V, p,q € P
plati
(i) 0-v =0,
(ii) (~1)-v = —v,
(iii) (p—q)-v=p-v—q-v,
(w) p-(u—v)=p-u—p-v,
(v) Je-lip-v =0, pak bud p =0 nebo v = 0.

Dikaz. Cviceni. |

10.2. Linearni kombinace, generatory, linearni nezavislost

Definice. Bud V vektorovy prostor nad polem P.

(1) Budte n € N, vy,va,...,v, € Vapi,pa,...,pn € P. Linedrni kombinace vektortu
v1,V9,...,U, s koeficienty pi1,po, ..., p, je vektor

P1U1 + p2va + - - - + pruny € V.

Pro n = 0 definujeme linearni kombinaci prazdné mnoziny vektorti jako nulovy vektor

0eV.
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(2) Bud U C V. Linedrni obal mnoziny U je mnozina [U] vSech linearnich kombinaci
koneéné mnoha vektortt mnoziny U. Pro U = {uy,ug,...,u,} je

[U] = [u1, w2, . .. sun] = {prua + poug + - - + ppuan| p1,p2,...,pn € P}.
Linedrni obal prazdné mnoziny je [0] = {0}.
(3) Vektory vy,ve,...,v, € V generuji V, je-li kazdy vektor v € V jejich linedrni
kombinaci, to jest, jestlize pro kazdy vektor v € V existuji skalary pi1,p2,...,pn € P
takové, ze v = p1vy + Pava + -+ + PrUn, to jest, jestlize [vi,ve,...,v,] = V. Potom
{v1,v2,...,v,} je mnoZina generdtori prostoru V.

(4) Prostor, ktery ma koneénou mnozinu generatort, se nazyva konecnérozmeérny.
Priklad. (1) Soucet vektort u, v je jejich linedrni kombinace s koeficienty 1, 1. Opaény
vektor k v je jeho linedrni kombinace (skalarni nasobek) s koeficientem —1:
u+v=1-u+1l-v, —v=(-1)- v
(2) Linedrni kombinace vektort 1,6 € R s koeficienty 3,1 € Rje3-1+1-6=29.
(3) Linearni kombinace vektorti (1,2,0),(2,3,1) € R3 s koeficienty —3,2 € R je
(=3)-(1,2,0) +2-(2,3,1) = (1,0,2). |
Pi#iklad. (1) Prostor R3 je generovan vektory (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1). Skute¢ns, li-
bovolny vektor (z,y, z) € R3 je jejich linearni kombinaci s koeficienty z,v, 2:
(z,y,2) =x-(1,0,0) +y-(0,1,0) + z- (0,0, 1).
(2) Prostor R? je generovan vektory (1,0,0),(1,1,0),(1,1,1). Skute¢né, libovolny vek-
tor (z,y,z) € R? je jejich linearni kombinaci s koeficienty = — y,y — 2, 2:
(‘T7y>z) = (CL’ - y) : (1’()’0) + (y - Z) : (1?170) +z- (]-a]-a]-)
(3) Prostor R? je generovan vektory (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(3,4,5). Libovolny vektor
(z,y,z) € R3 je jejich linearni kombinaci s koeficienty z,, z, 0:
(I‘,y,Z) =€ (17070) +y- (0,1,0) +z- (07071) +0- (3’475)

V tomto pripadé muzeme najit dokonce nekonec¢né mnoho vyjadieni ve tvaru linearni
kombinace, pro libovolny parametr ¢ € R plati
(z,y,2) = (x —3t)-(1,0,0) + (y — 4¢) - (0,1,0) + (= — 5¢) - (0,0,1) + ¢ - (3,4,5).
(4) Prostor R? neni generovan vektory (1,2,0),(3,4,0), (5,6,0). Ovéite.
(5) Vektory vy, va, ..., v, € R™ kdev; = (v},v2,...,v"), generuji R™, jestlize soustava
vizh +viaz? + -+ upa” =0t

vzt +vsz? 4 40" =02

et 4ol ol = ™

o neznamjch 2t 22, ..., 2™ méa feSeni pro kazdou pravou stranu v',v2, ..., v™ Soustava
je totiz ekvivalentni s podminkou
vi v3 vl vt
v3 v3 v2 v?
1 2 n oy
x A P B e =1
m m m m
vy vy vy v

(6) Prostor Rg[x] polynomu neuréité = s redlnymi koeficienty stupné nejvyse 2 je gene-
rovan vektory z2,z + 1, 1. Ovéite. |
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Priklad. Vektorovy prostor R[x] vSech polynomi s redlnymi koeficienty neni konec-

nérozmeérny. Pro libovolné pi,...,p, € R[z] existuje pfirozené ¢islo m, které je vétsi
nez stupen kteréhokoliv z polynomt pi,...,p,. Pak polynom z™ € R[x] neni linearni
kombinaci polynomt pi, ..., p,, takze polynomy pi, ..., p, negeneruji R[z]. |
Cviceni. (1) Jestlize vy,...,v, generuji V a v; je linedrni kombinaci ostatnich, pak
Vly .oy Vie1,Vitl, - - -, Uy také generuji V. Dokazte.

(2) Necht kazdy z vektort vy,...,v, je linedrni kombinace vektort uy,...,um € V.
Jestlize vy, ..., v, generuji V, pak u1,...,u, také generuji V. Dokazte. >

Definice. Bud V vektorovy prostor nad polem P.

(1) Mnozina vektort {v1,ve,...,v,} CV je linedrné nezdvisld, jestlize z rovnosti
T1v1 + 2209 + - - - + 2V, = 0, kde x1,29,...,2, € P,

plynez; =x9 =--- =2, =0.

(2) Mnozina vektort {vi,ve,...,vp} C V je linedrné zdvisld, jestlize neni linedrné ne-

zavisla.

Casto se zjednodusend a nepiesné fikd, ze néjaké vektory jsou linedrné (ne)zavislé.
Mysli se tim, ze piislusnd mnozina vektoru je linearné (ne)zavisld. Mozna se s timto
nepfresnym vyjadrenim setkdme i v tomto textu.



