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9. prednéaska, 30. 11. 2020

6.5. Faktorové grupy

Relace na mnoziné X je podmnozina kartézského soucinu X x X. Je-li p relace,
misto (z,y) € p Casto piSeme z py.

Relace p na mnoziné X je relace ekvivalence, jestlize je

(1) reflexivni, tj. x p x pro kazdé = € X,
(2) symetricka, tj. x py implikuje y p z,
(3) tranzitivni, tj. = py, y p 2z implikuje z p 2.

Bud (X, *,e, ') grupa. Bud = relace ekvivalence na mnoziné X. Tiidu ekvi-
valence piislusnou prvku z oznacme [z]= (nebo jen [z], bude-li zfejmé, o jakou
relaci ekvivalence se jednd) a mnozinu vSech t¥id ekvivalence (faktorovou mnoZinu)
oznacme X, tedy

le={yeX|z=y} a X ={[z]-|reX}.
Poznamenejme, Ze X je rozklad mnoziny X (mnoziny [x] jsou neprazdné, po dvou
disjunktni a jejich sjednoceni je X).

Relace ekvivalence = je kongruence, jestlize plati implikace (podminka kompa-

tibility)

jestlize x = o',y =/, pak xxy =2’ * 1/, (1)
nebo ekvivalentné zapsano

jestlize [2] = [2'], [y] = [y/], pak [z *y] = [+ y/]. (2)

Je-li = kongruence, pak tfida [z x y] zavisi jen a jen na tiiddch [z], [y] a ne na
konkrétnim vybéru prvka x,y, které v nich lezi (reprezentant). Na mnoziné X
tedy miizeme zavést binarni operaci * pravidlem

[z] * [y] = [ * y]. (3)

Tvrzeni 6.5.1. Pro kaZdou kongruenci na (komutativni) grupé i prislusnd fakto-
rovd mnozina s operaci definovanou pravidlem (3) je (komutativni) grupa.

Diikaz. Budte (X, x,e, ') grupa s kongruenci a X piislugnd faktorovd mnozina
s operaci *. Pro libovolné tfidy [z], [y], [z] € X plati
[] * ([y] = [2]) = [2] * [y * 2]

takze % je asociativni. .
Pro libovolnou t¥idu [z] € X plati

[2] * [e] = [ x €] = [a],
le] * [2] = [e x 2] = [2],

takze [e] je neutralni prvek operace .
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Pro libovolnou tiidu [z] € X plati
[2] & [27'] = [z x27'] = [e],
27 % [2] = [27" x 2] = [e],

takze [z~!] je inverzni prvek k [z| vzhledem k operaci *.

Z (3) je ztejmé, ze je-li x komutativni, pak i % je komutativni. OJ
Z jednoznacnosti inverznich prvkd plyne, Ze t¥ida [x7!] je jednozna¢né uréena
tfidou [z], a proto je korektni ji oznacovat [z]~1

Faktorovd mnoZina s operaci definovanou pravidlem (3) je faktorovd grupa.

6.6. Zbytkové tridy

Pro libovolné prirozené ¢islo m > 1 zkonstruujeme faktorovou grupu Z,, aditivni
grupy Z. Grupa Z,, bude mit m prvki.
Zavedme podmnoziny [i,, C Z:

0], ={km|keZ}={ ..,—2m,—m,0,m,2m,...},
N, ={14+km|keZ}={..,1-2m,1—m,1,1+m,1+2m,...},
2l ={2+km|keZ}={..,2-2m,2—m,2,2+m,2+2m,...},

[i]lm ={i+km|keZ}={ ..,i—2m,i—m,i,i+m,i+2m,...},

Ziejmé j € [i),, pravé tehdy, kdyz existuje ¢islo k € Z takové, Ze j =i + km.
Vsimnéme si, Ze pro ¢ = 0,...,m — 1 mnozina [i|,, obsahuje pravé ta cela ¢isla

z, pro néz i je zbytkem pfi celociselném déleni ¢isla z prirozenym c¢islem m, Tika

se jim proto zbytkové tridy. Ale vSechny mozné zbytky pii déleni ¢islem m jsou

prave 0,1, ..., m—1, takze kazdé cislo z € Z lezi v pravé jedné ze zbytkovych tiid
(0], [, - - -, [ — 1], Tudiz, zbytkové t¥idy [0],n, [1]m, - - -, [m — 1], tvori rozklad
mnoziny Z a existuje relace ekvivalence na mnoziné Z, jejiz t¥idy ekvivalence jsou
prave [0]m, []m, - - ., [m — 1],,,. PFislusnou faktorovou mnozinu oznac¢ujeme

Zon = {0, [y - - [0 — L}

Ovéfime podminku kompatibility (1). Predpokladejme, ze [x],, = [2']m a [y]m =
[Y/]m. Pak ' € [z],, a ¥ € [y|m, a tedy 2/ = x + km, vy = y + Im pro vhodna
kl€Z,nacez o' +y =z +km+y+im=x+y+ (k+1)m € [z + y|,. Tudiz,
[z + ylm = [2" + Y]

Podle (3) potom na m-prvkové mnoziné Z,, vznika binarni operace, kterou pro
jednoduchost oznacime zase +, zadanad predpisem

[]m + [Ylm = [ + Yl
Faktorova grupa (Z,,+,[0]m, —) je komutativni aditivni grupa zbytkovych trid
modulo m.
Podobné ovéfime podminku kompatibility (1) pro operaci -. Pfedpokladejme,
7e [x)m = [2]m & [Yylm = [V]m, tj- © =z + km, v = y + Im pro vhodnd k,[ € Z,
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nacez ' -y = (v + km) - (y +Im) = xzy + (ky + lz + klm)m € [zy],,. Tudiz,
[2y]m = [2Y]m.
Na Z,, tedy miizeme zavést i binarni operaci nasobeni predpisem

[ - Yl = [2 - Ylm.

Stejné jako v dikazu Tvrzeni 6.5.1 1ze dokazat, ze operace - na mnoziné Z,, je
komutativni, asociativni a ma neutralni prvek [1],,. Faktorovd mnozina Z,, s ope-
raci - a neutrdlnim prvkem [1],, je komutativni multiplikativni monoid zbytkovijch
trid modulo m (monoid je mnoZina s asociativni bindrni operaci a neutralnim
prvkem). Otézka existence inverzi vzhledem k operaci - neni tak jednoduché jako
v piipadé operace +.

Tvrzeni 6.6.1. Prvek [z],, € Z,, md inverzi vzhledem k operaci - prdvé tehdy,
kdyz x a m jsou nesoudélna, tedy jejich nejuétsi spolecny délitel D(x,m) je 1.

Dikaz. Piedpokladejme, ze [y],, je inverze k [z],, tedy [Z]m - [U]m = [2Y)m = [1]m-
Takze xy + km = 1 pro vhodné k € Z a kazdy spolecny délitel cisel x a m je
délitel i ¢isla 1. Proto D(z,m) = 1.

Predpokladejme, ze D(z,m) = 1. Podle Bézoutovy véty existuji ¢isla y, k € Z
takova, ze D(x,m) = yx + km. V nasem ptipadé 1 = zy + km, takze [1],, =
[2Y]m = [®]m - [Y]m & [y]m je inverze k [x],,. O

Priklad. Necht m = 5. Nésledujici tabulka naznacuje rozlozeni mnoziny vSech
celych cisel do péti tiid:

[0]5 5 0 5

1]s 4 1 6

2 | - 3 2 7

3]s 2 3 8

(4] 1 4 9
Aditivni grupa Zs resp. multiplikativni monoid Zs maji tabulky

+ | [0]s [1]s [2]s [3]s [4]s - 10 (15 25 [3]5 [4]s

[0]s | [0]s [1s [2]s [3]5 [4]s 05 | [0]5 [0]s [0]5 [0]5 [O]s

(s | [1s (25 3]s [4]5 [0]s resp (s |05 [1s [2]5 [3]5 [4]5

25 | [2]s 3]s [4]s [0]s [1]s - 250 25 [4s [ls [3]s

3]s | [B]s [4ls [0]s [1]5 [2]s 3]s | 05 [3ls [1]s [4]5 [2]5

[4]5 | [4]s [0]s [1]s [2]5 [3]s [4]5 | [0]s [4]s [35 [2]5 [1]s5

7. OKRUHY A POLE

Mnozina P se dvémi binarnimi operacemi + a - je okruh, jestlize

(1) + a - jsou asociativni a komutativni operace,

(2) + mé neutralni prvek, zna¢ime ho 0,

(3) - mé neutralni prvek rizny od 0, zna¢ime ho 1,

(4) ke kazdému prvku z existuje inverzni prvek vzhledem k +, znac¢ime ho —z,



Okruhy a pole 53

(5) pro libovolné x,y,z € Pplati x- (y+2) = x-y+x - z (distributivni zdkon).
Pokud navic ke kazdému prvku = # 0 existuje inverzni prvek vzhledem k operaci -
(zna¢ime ho x~!), mnozina P s operacemi + a - je pole.

Priklad. (1) Mnoziny Q, R, C s operacemi s¢itani a ndsobeni jsou pole.

(2) Mnozina Z s operacemi s¢itani a nasobeni je okruh, ale neni pole.
(3) Mnozina Ny s operacemi s¢itani a nasobeni neni okruh.
(4) Mnozina P[z| s operacemi s¢itdni a ndsobeni polynomt je okruh, ale neni
pole.
(5) Mnozina M,,(P) s operacemi s¢itani a ndsobeni matic neni okruh.
(6) Necht P ={0,1} a binarni operace + a - na P jsou takové, ze
+1]0 1 o1
00 1 a 0/0 O
1110 110 1

Neutralni prvek operace + je 0 a inverzni (opac¢né) prvky jsou —0=0a —1 = 1.
Neutralni prvek operace - je 1 a inverzni prvek k 1 je 1 (17! = 1), inverzni prvek
k 0 neexistuje. Mnozina {0, 1} s témito operacemi je pole.

(7) Necht P ={0,1,2,3} a binarni operace + a - na P jsou takové, ze

+]/0 1 23 -]01 2 3
0/01 2 3 0/0 0 0 O
11 2 30 a 110 1 2 3
212 3 01 210 2 0 2
313 01 2 310 3 21
Potom neutralni prvek operace + je 0, neutralni prvek operace - je 1 a
—0=0 0~! neexistuje
-1=3 17t=1
—2=2 2 271 neexistuje
—-3=1 371=3
Mnozina {0, 1,2,3} s témito operacemi je okruh, ale neni pole. [

Tvrzeni 7.0.2. Bud P okruh. Pak pro libovolné prvky x,y,z € P plati

(i) x-0=0;

(i) v (~1) = —;

(iii) - (y—2)=x-y—x-z.
Diikaz. (i) Mame

r-0=x-(0+0)
=z-0+2-0

a pri¢teme-li k obéma strandm rovnosti prvek —(z - 0), obdrzime poZzadovany
vysledek.

(ii) Mame
O=2-0=z-(1+(-1)=z-1+z-(-1)
=z+z-(—1)

a pricteme-li k obéma stranam rovnosti prvek —x, obdrzime pozadovany vysledek.
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(iii) Cviceni. O

Cviceni. Dokazte, ze v kazdém okruhu plati:

1) =D-(=) =1,

2) (—z)-y=z-(-y) =—(z-y) >
Tvrzeni 7.0.3. Bud P pole a budte x,y € P. Jestlize x -y = 0, pak v = 0 nebo
y=0.

Dikaz. Necht x -y = 0. Predpoklddejme, Ze jeden z prvkid z,y je nenulovy,
napiiklad z # 0. Potom s vyuzitim bodu (i) v pfedchozim tvrzeni dostaneme
y:ly:(l‘_lx)y:x_l(Iy):l’_l():o ]

Piiklad. (1) V prikladu (7) mame okruh, v némz 2 -2 = 0. To ukazuje, ze
predchozi tvrzeni neplati pro okruhy.
(2) Pro okruh Plz] ale pfedchozi tvrzeni plati, viz kapitolu o polynomech. W

Dusledek. Bud P pole a budte x,y € P. Potom x -y # 0 prdvé tehdy, kdyz x # 0
ay #0.

Diikaz. Tvrzeni je disledkem predchozich dvou tvrzeni. 0

Obdobné jako v kapitole 6 P* ozna¢uje mnozinu P\ {0}.

Je-li P okruh, pak P s operaci + je komutativni grupa. Pro pole méame navic
nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 7.0.4. Je-li P pole, pak P* s operact - je komutativni grupa.

Diikaz. Budte x,y € P* tedy x # 0 ay # 0. Podle pfedchoziho Disledku z -y # 0,
tedy x -y € P*, a mnozina P* je uzaviend vzhledem k operaci -. Zbytek tvrzeni
plyne z toho, Ze operace - je asociativni a komutativni, 1 € P*je neutralni prvek,
kazdy nenulovy prvek je invertibilni a pfislusné inverze jsou nenulové. ([l

Tvrzeni 7.0.5. Mnozina Z,,, m > 1, zbytkovych trid je pole pravé tehdy, kdyZ m
je prvocislo.

Diikaz. Bud m > 1. Podle kapitoly 6.6 Z,, spliiuje podminky (1)—(4) z definice
okruhu a pole. Ovéteni, ze plati distributivni zédkon (5), ponechame jako cviceni.
Zbyva ukazat, ze ke kazdému prvku [z}, # [0],, existuje inverzni prvek vzhledem
k operaci - pravé tehdy, kdyz m je prvocislo.

Predpokladejme, ze ke kazdému prvku [z],, # [0],, existuje inverze. Podle Tvr-
zeni 6.6.1 kazdé takové x je nesoudélné s m, tedy m je prvocislo.

Na druhou stranu, je-li m prvocislo, pak kazdé x € Z takové, ze [x],, # [0]m, je
nesoudélné s m. Opét podle Tvrzeni 6.6.1 [x],,, ma inverzi.

Jiny dikaz tohoto tvrzeni lze nalézt v [Marvan, 3. Pole]. O

Stejné jako mame podgrupy grup (a podstruktury dalgich algebraickych struk-
tur), existuji podokruhy okruhti a podpole poli. Zminime jen podpole.
Bud P pole. Bud () C P podmnoZina takova, ze
(1) 0,1 € Q;
(2) jeliz,y e Q,pak x +y € Q a xy € Q;
(3) je-li z € Q, pak —x € Q;
(4) je-liz € Q, x #0, pak 27! € Q.
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Potom @ je podpole pole P.

Aby podmnozina pole byla podpole, musi obsahovat neutralni prvky obou bi-
narnich operaci, musi byt uzaviena vzledem k obéma binarnim operacim a musi
byt uzaviena vzhledem k inverzim vzhledem k obéma binarnim operacim.

Kazdé podpole je pole.
Piiklad. (1) Pole Q je podpole poli R a C. Pole R je podpole pole C.

(2) Mnozina Z neni podpole pole Q, protoze neobsahuje inverzi k 2 vzhledem
k operaci -.

(3) Mnozina {0, 1} neni podpole pole Q (a samoziejmé ani R a C), protoze 14+1 =
2 ¢ {0,1}. Ackoliv, jak uz vime, na mnoziné {0, 1} lze definovat operace s¢itani a
nasobeni tak, Ze to je pole. [

Podpole pole C je ciselné pole.
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